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PREMIERE   PARTIE 


DOCUMENTS  ET  COMPTES  RENDUS 


STATUTS 

Article  l*^  —  Il  est  constitué  à  Bruxelles  une  association  qui 
prend  le  nom  de  Société  scientifique  de  Bruxelles,  avec  la  devise: 
<  Nulla  unquam  inter  fidem  et  rationem  vera  dissensio  esse 
potest  »  (*). 

Art.  3.  —  Cette  association  se  propose  de  favoriser,  confor- 
mément à  l*esprit  de  sa  devise,  Tavancement  et  la  diffusion  des 
sciences. 

Art.  3.  —  Elle  publiera  annuellement  le  compte  rendu  de 
ses  réunions,  les  travaux  présentés  par  ses  membres  et  des  rap- 
ports sommaires  sur  les  progrès  accomplis  dans  chaque  branche. 

Elle  tâchera  de  rendre  possible  la  publication  d'une  revue  des- 
tinée à  la  vulgarisation  (^). 

Art.  4.  —  Elle  se  compose  d*un  nombre  illimité  de  membres, 
et  fait  appel  à  tous  ceux  qui  reconnaissent  Fimportance  d*une 
culture  scientifique  sérieuse  pour  le  bien  de  la  société. 


(1)  Const.  de  Fi<l.  cath.,  c.  IV. 

{*)  Depuis  le  mois  de  janvier  i^HT,  cette  revue  parait,  par  livraisons  trimestrielles,  sous 
le  titre  de  Revue  des  questions  seiemifiques.  Elle  forme  chaque  année  deux  volumes  in-S* 
de  700  pages.  Prix  de  l'abonnemeai  :  iO  francs  par  an  pour  tous  les  pays  de  l'Union  pos- 
tale. Les  membres  de  la  Société  scientifique  ont  droit  ï.  une  réduction  de  3r>  pour  cent. 
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Art.  5.  —  Elle  esl  dirigée  par  un  Conseil  de  vingt  membres, 
élus  annuellement  dans  son  sein.  Le  Président,  les  Vice-Prési- 
dents, le  Secrétaire  et  le  Trésorier  font  partie  de  ce  Conseil. 
Parmi  les  membres  dn  Bureau,  le  Secrétaire  et  le  Trésorier  sont 
seuls  rééligibles. 

Art.  6.  —  Pour  être  admis  dans  l'association,  il  faut  être 
présenté  par  deux  membres.  La  demande,  signée  par  ceux-ci,  est 
adressée  au  Président,  qui  la  soumet  au  Conseil.  L'admission 
n'est  prononcée  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  voix. 

L'exclusion  d'un  membre  ne  pourra  être  prononcée  que  pour 
des  motifs  graves  et  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  du 
Conseil. 

Art.  7.  —  Les  membres  qui  souscrivenl,  à  une  époque  quel- 
conque, une  ou  plusieurs  parts  du  capital  social,  sont  membres 
fondateurs.  Ces  parts  sont  de  500  francs.  Les  membres  ordinaires 
versent  une  cotisation  annuelle  de  15  francs,  qui  peut  toujours  être 
rachetée  par  une  somme  de  150  francs,  versée  une  fois  pour  toutes. 

Le  Conseil  peut  nommer  des  membres  honoraires  parmi  les 
savants  étrangers  à  la  Belgique. 

Les  noms  des  membres  fondateurs  figurent  en  tête  des  listes 
par  ordre  d'inscription,  c(  ces  membres  reçoivent  autant  d'exem- 
plaires  des  publications  annuelles  qu'ils  ont  souscrit  de  parts  du 
capital  social.  Les  membres  ordinaires  et  les  membres  honoraires 
reçoivent  un  exemplaire  de  ces  publications. 

Tous  les  membres  ont  le  même  droit  de  vote  dans  les  Assem- 
blées générales. 

Art.  8.  —  Chaque  année  il  y  a  trois  sessions.  La  principale 
se  tiendra  dans  la  quinzaine  qui  suit  la  fête  de  Pâques  et  pourra 
durer  quatre  jours.  Le  public  y  sera  admis  sur  la  présentation 
de  cartes.  On  y  lit  les  rapports  annuels  et  Ton  y  nommé  le 
Bureau  et  le  Conseil  pour  l'année  suivante. 

Les  deux  autres  sessions  se  tiendront  en  octobre  et  en  janvier. 
Elles  pourront  durer  deux  jours  et  auront  pour  objet  principal 
de  préparer  la  session  de  Pâques. 
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Art.  9.  —  Lorsqu'une  résolution ,  prise  dans  TAssemblée 
générale,  n'aura  pas  été  délibérée  en  présence  du  tiers  des 
membres  de  la  Société,  le  Conseil  aura  la  faculté  d'ajourner  la 
décision  jusqu'à  la  prochaine  session  de  Pâques.  La  décision  sera 
alors  définitive,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 

Art.  10.  —  La  Société  ne  permettra  jamais  qu'il  se  produise 
dans  son  sein  aucune  attaque,  même  courtoise,  à  la  religion 
catholique  ou  à  la  philosophie  spiritiialiste  et  religieuse. 

Art.  11.  —  Dans  les  sessions,  la  Société  se  répartit  en  cinq 
sections  :  I.  Sciences  mathématiques,  H.  Sciences  physiques, 
m.  Sciences  naturelles^  IV.  Sciences  médicales,  V.  Sciences  éco- 
nomiques. 

Tout  membre  de  l'association  choisit  chaque  année  la  section 
à  laquelle  il  désire  appartenir.  11  a  le  droit  de  prendre  part  aux 
travaux  des  autres  sections  avec  voix  consultative. 

Art.  12.  —  La  session  comprend  des  séances  générales  et  des 
séances  de  section. 

Art.  13.  —  Le  Conseil  représente  l'association.  Il  a  tout  pou- 
voir pour  gérer  et  administrer  les  affaires  sociales.  Il  place  en 
rentes  sur  l'État  ou  en  valeurs  garanties  par  l'État  les  fonds  qui 
constituent  le  capirni  social. 

11  fait  tous  les  règlements  d'ordre  intérieur  que  peut  nécessiter 
Texécution  des  statuts,  sauf  le  droit  de  contrôle  de  l'Assemblée 
générale. 

Il  délibère,  sauf  les  cas  prévus  à  l'article  6,  à  la  majorité  des 
membres  présents.Néanmoins,  aucune  résolution  ne  sera  valable 
qu*autanl  qu'elle  aura  été  délibérée  en  présence  du  tiers  au  moins 
des  membres  du  Conseil  dûment  convoqué. 

Art.  14.  —  Tous  les  actes,  reçus  et  décharges  sont  signés 
par  le  Trésorier  et  un  membre  du  Conseil,  délégué  à  cet  effet. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  dresse  annuellement  le  budget  des 
dépenses  de  l'association  et  présente  dans  la  session  de  Pâques  le 
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compte  détaillé  des  recettes  et  dépenses  de  Texcrcice  écoulé. 
L'approbation  de  ces  comptes,  après  examen  de  l'Assemblée,  lui 
donne  décharge. 

Art.  16.  —  Les  statuts  ne  pourront  être  modifiés  que  sur  la 
proposition  du  Conseil,  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres 
votants,  et  dans  TAssemblée  générale  de  la  session  de  Pâques. 

Les  modifications  ne  pourront  être  soumises  au  vote  qu'après 
avoir  été  proposées  dans  une  des  sessions  précédentes.  Elles 
devront  figurer  à  Tordre  du  jour  dans  les  convocations  adressées 
à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  17.  —  La  devise  et  Particle  10  ne  pourront  jamais  être 
modifiés. 

En  cas  de  dissolution,  l'Assemblée  générale,  convoquée  extra- 
ordinairement,  statuera  sur  la  destination  des  biens  appartenant 
à  Tassociation.  Cette  destination  devra  être  conforme  au  but 
indiqué  dans  l'article  2. 


REGLEMENT 

ARRftTÉ  PAR  LE  CONSEIL  POUR  L'ENCODKAGEMEKT  DES  RECHERCHES  SClE5TiriQUE8. 


1.  —  Le  Conseil  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  a 
résolu  d'instituer  des  concours  et  d'accorder  des  subsides  pour 
encourager  les  recherches  scientifiques. 

2.  —  A  cet  objet  seront  consacrés  : 

i*  Le  revenu  du  bénéfice  acquis  à  la  Société  jusqu'à  la  ses- 
sion de  Pâques  1879; 

2*  La  moitié  du  bénéfice  acquis  pendant  Texercicequi  précède 
l'exercice  courant. 

3.  —  Chaque  année,  Tune  des  sections  désignera  une  question 
è  mettre  au  concours.  L'ordre  dans  lequel  les  sections  feront  cette 
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désignation  sera  déterminé  par  le  sort.  Toute  question,  pour  être 
posée,  devra  être  approuvée  par  le  Conseil,  qui  donnera  aux 
questions  la  publicité  convenable. 

4.  —  Les  questions  auxquelles  il  n'aura  pas  été  répondu 
d'une  manière  satisfaisante  resteront  au  concours.  Le  Conseil 
pourra  cependant  inviter  les  sections  compétentes  à  les  rempla- 
cer par  d'autres. 

5.  —  Aucun  prix  ne  pourra  être  inférieur  à  800  francs.  Une 
médaille  sera  en  outre  remise  à  fauteur  du  mémoire  couronné. 

6.  —  Ces  concours  ne  seront  ouverts  qu'aux  membres  de  la 
Société. 

7.  —  Ne  sont  admis  que  les  ouvrages  et  les  planches  manu- 
scrits. 

8.  —  Le  choix  de  la  langue  dans  laquelle  seront  rédigés  les 
mémoires  est  libre.  Ils  seront,  s'il  y  a  lieu,  traduits  aux  frais  de 
la  Société;  la  publication  n'aura  lieu  qu'en  français. 

9.  —  Les  auteurs  ne  mettront  pas  leur  nom  à  ces  mémoires, 
mais  seulement  une  devise  qu'ils  répéteront  dans  un  billet 
cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 

10.  —  Les  jurys  des  concours  seront  composés  de  trois 
membres  présentés  par  la  section  compétente  et  nommés  par 
le  Conseil. 

tl.  —  Les  prix  seront  décernés  par  le  Conseil  sur  le  rapport 
des  jurys. 

12.  —  Toute  décision  du  Conseil  ou  des  sections  relative  aux 
prix  sera  prise  au  scrutin  secret  et  à  la  majorité  absolue  des  suf- 
frages. 
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13.  —  La  Société  n*a  l'obligation  de  publier  aucun  travail  cou- 
ronné; les  manuscrits  de  tous  les  travaux  présentés  au  concours 
restent  la  propriété  de  la  Société.  En  cas  de  publication,  cent 
exemplaires  seront  remis  gratuitement  aux  auteurs. 

14.  —  Les  résultats  des  concours  seront  proclamés  et  les 
médailles  remises  dans  Tune  des  assemblées  générales  de  la  ses- 
sion de  Pâques.  Les  rapports  des  jurys  devront  être  remis  au 
Conseil  six  semaines  avant  cette  session.  Le  1"  octobre  de  Tan- 
née précédente  est  la  date  de  rigueur  pour  Tenvoi  des  mémoires 
au  secrétariat. 

15. —  Pour  être  admis  à  demander  un  subside,  il  faut  être 
membre  de  la^Société  depuis  un  an  au  moins. 

16.  —  Le  membre  qui  demandera  un  subside  devra  faire  con- 
naître par  écrit  le  but  précis  de  ses  travaux,  au  moins  d'une 
manière  générale;  il  sera  tenu,  dans  les  six  mois  de  Pallocation 
du*  subside,  de  présenter  au  Conseil  un  rapport  écrit  sur  les  résul- 
tats de  ses  recherches,  quel  qu'en  ait  été  le  succès. 

17.  —  Le  Conseil,  après  avoir  pris  connaissance  des  diverses 
demandes  de  subsides,  à  Teffet  d  en  apprécier  l'importance  rela- 
tive, statuera  au  scrutin  secret. 

18.  —  Les  résultats  des  recherches  favorisées  par  les  subsides 
de  la  Société  devront  lui  être  présentés,  pour  être  publiés  dans 
ses  Annales  s'il  y  a  lieu. 


LETTRE 


DE 


S.    s.    LE    PAPE    LÉON  XIII 

AU    PRÉSIDENT    ET   AUX    MEMBRES 
DE    LA    SOCIÉTÉ    SCIENTIFIQUE   DE   BRUXELLES. 


Dilectis  Filiis  Praesidi  ac  Membris  Societatis  Scientificae 

Uruxellis  con$titutae. 

LEO  PP   XIII. 

DiLECTI  FlLIl,  8ALUTBM  ET  ÂPOSTOLICAM  BENEDICTIONEH. 

Gratae  Nobis  adveiierunt  lilterae  vestrae  una  cum  Annalibus  et 
Quaestîonibus  a  vobis  editis,  quas  in  obscquentissimum  erga  Nos  et 
Apostolicaro  Sedeiii  pietatis  testinioniiim  oblulistis.  Libenter  sane 
agnovimus  Societatem  vestram  quae  a  scientiis  sibi  nomen  fecit,  et 
quae  tribus  tantum  abhinc  annis  laetis  auspiciis  ac  lesu  Christi 
Vicarii  benedictione  Bruxellis  constituta  est,  magnum  iam  incremen- 
tum  cepisse,  et  uberes  fructus  polliceri.  Profecto  cum  infensissimi 
relligionis  ac  veritatis  hostes  nunquam  désistant,  iroo  magis  magisque 
studeant  dissidium  rationem  interac  fidero  propugnare,  opportunum 
est  ut  praestantes  scientia  ac  pietate  viri  u bique  exurgant,  qui  Eccle- 
siae  doctrinis  ac  docuraentis  ex  animo  obsequentes,  in  id  contendant, 
ut  demonstrent  nvllam  unquam  inter  fidem  et  rationem  veram  dis- 
êensionem  es^epo^se/quemadmodum  Sacrosancta  Vaticana  Synodus, 
constantem  Ecclesiae  et  Sanctorum  Patrum  doctrinam  aifirmans, 
declaravit  Constitutione  IV*  de  fide  catholica.  Quapropter  gratula- 
mur  quod  Socielas  vcstra  hune  primo  finem  sibi  proposuerit,itemque 
in  statutis  legem  dederit,  ne  quid  a  sociis  contra  sanam  cbristianae 
philosophiae  doctrinam  committatur;  simulque  omnes  hortamur  ut 
nunquam  de  egregio  eiusmodi  laudis  tramite  deflectant,  atque  ut 
toto  animi  nisu  praestitutum  Societatis  finem  praeclaris  exemplis  ac 
scriptis  editis  continuo  assequi  adnitantur.  Deum  autem  Optimum 
Maximum  precamur,  ut  vos  omnes  coelestibus  praesidiis  confirmet 
ac  muniat:  quorum  aiispicem  et  Nostrae  in  vos  benevolentiae  pignus, 
XX.  '  6 
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Apostolicam  benedictionem  vobis,  dilecti  filii,  et  Societati  vestrae  ex 
animo  impertimur. 

Datum  Roinae  apud  S.  Petrum  die  15  lanuarii  1879,  Pontificalus 
Nostri  Anno  Primo.  Lbo  PP.  XIII. 


A  nos  chers  fils  le  Président  et  les  Membres  de  la  Société 

scientifique  de  Bruxelles, 

LÉOiN  XIII,  PAPE. 

(^HERS  FILS,  SALUT  ET  BJéNÊOlCTlON  APOSTOLIQUE. 

Votre  lettre  Nous  a  été  agréable,  ainsi  que  les  Annales  et  les  Ques- 
tions publiées  par  vous  et  offertes  en  tënioignage  de  votre  piété 
respectueuse  envers  Nous  et  le  Siège  apostolique.  Nous  avons  vu 
réellement  avec  plaisir  que  votre  Société,  qui  a  adopté  le  nom  de 
Société  scientifique,  et  s*est  constituée  à  Bruxelles,  depuis  trois  ans 
seulement,   sous  d'heureux  auspices  avec  la  bénédiction  du  Vicaire 
de  Jésus-Christ,  a  déjà  pris  un  grand  développement  et  promet  des 
fruits  abondants.  Certes,  puisque  les  ennemis  acharnés  delà  religion 
et  de  la  vérité  ne  se  lassent  point  et  s  obstinent  même  de  plus  en 
plus  h  proclamer  Topposition  entre  la  raison  et  la  foi,  il  est  opportun 
que  partout  surgissent  des  hommes  distingués  par  la  science  et  la 
piété,  qui,  attachés  de  cœur  aux  doctrines  et  aux  enseignements  de 
rÉglise,  s'appliquent  à  démontrer  qu'il  ne  peut,  jamais  exister  de 
désaccord  réel  entre  la  foi  et  la  raison,  comme  la  déclaré,  dans  la 
Constitution  IV  de  fide  catholica,  le  saint  concile  du  Vatican  afiirmant 
la  doctrine  constante  de  TEglise  et  des  saints  Pères.  C'est  pourquoi 
Nous  félicitons  votre  Société  de  ce  qu'elle  s'est  d'abord  proposé  cette 
fin,  et  aussi  de  ce  qu'elle  a  mis  dans  les  Statuts  un  article  défendant 
à  ses  membres  toute  attaque  aux  saines  doctrines  de  la  philosophie 
chrétienne;  et  en  même  temps  Nous  les  exhortons  tous  à  ne  jamais 
s'écarter  de  la  voie  excellente  qui  leur  vaut  un  tel  éloge,  et  à  pour- 
suivre continuellement  de  tout  l'effort  de  leur  esprit  l'objet  assigné 
à  la  Société^  par  d'éclatants  exemples  et  par  leurs  publications.  Nous 
prions  Dieu  très  bon  et  très  grand,  qu'il  vous  soutienne  tous  et  vous 
fortifie  du  céleste  secours  :  en  présage  duquel,  et  comme  gage  de 
Notre  bienveillance  envers  vous,  Nous  accordons  du  fond  du  cœur  à 
vous,  chers  fils,  et  à  votre  Société  la  bénédiction  apostolique. 

Donné  à  Rome,  à  Saint-Pierre,  le  15  janvier  1879,  Tan  i  de  notro 
Pontificat.  Léon  XIII,  Pape. 
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MEMBRES  DE  LA  SOCIÉTÉ  SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES. 

ANNÉB  1896. 


Liste  des  membres  fondateurs. 

S.  É.  le  cardinal  Dechamps  (*),  archevêque  de.     .  Malincs. 

François  DR  CAPrriART  d'Hamale  (*) Malincs. 

Charles  Dessain Mah'nes. 

Jules  VAN  Havre  (') Anvers. 

Le  chanoine  Maes  (') Bruges. 

Le  chanoine  De  Leyn Bruges. 

Leirens-Eliaert Alost. 

Frank  Gillis  (*) Bruxelles. 

Joseph  Saey Bruxelles. 

Le  Ch''  OR  ScuouTiiEETE  de  Tervarent    ....  Saint-Nicolas. 

Le  Collège  Saint-Michkl Bruxelles. 

Le  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix Nainur. 

Le  Duc  d'Ursel,  sénateur  (') Bruxelles. 

Le  P"  Gustave  de  Croy  (*) Le  Rœulx. 

Le  C»*  DE  T'Serclaes  (') Gaiid. 

Auguste  DuMONT  DE  CuASSART  (') Mcllct  (Haînaut). 

Charles  IIermite,  membre  de  l'Institut  ....  Paris. 

L'École  libre  de  risiMACULÉE-CoNCEPTiON ....  Vaugirard -Paris. 

L*Ecole  libre  Sainte-Geneviéve Paris. 

Le  Collège  Sai.^t-Servais Liège. 

Le  C"  DE  Bergevck Beveren-Wacs. 

L'Institut  Saint-Ignace     .  Anvers. 

Philippe  Gilbert  (*),  correspondant  de  l'Institut.  Louvain. 
Le  R.  P.  Provincial  de  la  Compagnie  de  Jésus  en 

Belgique Bruxelles. 
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Le  Collège  Saint-Joseph Alost. 

Le  chanoine  de  Woutbrs Braine-le-Comtc. 

Antoine  d'Abbadib  (%  membre  de  Tlnstitut.     .    .  Paris. 
S.  É.  le   cardinal    IIaynald  ('),   archevêque    de 

Kalocsa  et  Bacs Kalocsa  (Hongrie). 

S.  É.  le  cardinal  Sdraphin  Vannutelli    ....  Rome. 

S.  G.  Mgr  Du  RoussAUx,  évéque  de Tournai. 

S.  É.  le  cardinal  Goossbns,  archevêque  de  .     .     .  Malines. 

R.  Bbdel Aix. 

S.  G.  Mgr  Belin  ('),  cvêque  de Namur. 

Eugène  Pécher Bruxelles. 

S.  Exe.  Mgr  Ferrata,  archevêque  de  Thessalonique, 

nonce  apostolique Paris. 

S.  Exe.  Mgr  Nava  di  Bontipè,  archevêque  d*Héra- 

clée,  nonce  apostolique Bruxelles* 


Lille  des  membres  honorairei. 

Charles  Hermitb,  membre  de  l'Institut  .     .     •    .  Paris. 

Le  général  Newton New- York. 

Le  docteur  Foerster Aix-la-Chapelle. 

A.  DE  Lapparent,  membre  de  l'Institut  ....     Paris. 

A.  Béchamp Lille. 

Camille  Jordan,  membre  de  l'Institut    ....  Paris. 

WoLF,  membre  de  l'Institut Paris. 

Haton  DE  LA  GoupiLLiÊRB,  mcmbrc  de  Tlnstitut    .     Paris. 

Le  vice-amiral  de  Jonqdiéres,  membre  de  Tlnstitut.  Paris. 

BoussiNESQ,  membre  de  l'Institut Paris. 

L.  DE  BussY,  membre  de  l'Institut Paris. 

Amagat,  correspondant  de  l'Institut,  répétiteur  à 

rÉcoIe  polytechnique Paris. 

Fabre Sérignan. 

V.  Hautbpeuillb,  membre  de  l'Institut.     .    .    .  Paris. 
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Liite  générale  dei  membres  de  la  Société  scientifique 

de  Bruxelles, 


Abbeloos  (Mgr),  docteur  en  théologie,  recteur  magnifique  de  FUniver- 

sité,  5,  montagne  du  Collège.  —  Louvain. 

d'Acy  (E.]y  40,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 

Adan  de  Yarza  (Ramon),  ingénieur  des  mines.  —  Lequeitio  (Viz- 

caya  —  Espagne). 

Alexis,  M.  G.  (Frère),  27,  rue  Oudinot.  —  Paris. 

Allard  (François),  industriel.  —  Ghatelineau. 

Amagat,  correspondant  de  l'Institut,  répétiteur  k  l'École  poly- 
technique, 34,  rue  S*-Lambert.  —  Paris. 

André  (J.-B.),  inspecteur  au   ministère  des  travaux  publics,  4 il, 

avenue  Brugmann.  —  Uccle. 

Arcblin  (Adrien),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de  Mâcon.  — 

Ghàlon-sur-Saône  (Saône-et-Loire  —  France). 

Arduin  (abbé  Alexis),  h  Aiguebelle,  par  Grignan  (Drdmc  —  France). 

Baivy  (D'),  Place  Saint-Aubin.  —  Namur. 

Ballion  (J.),  567,  chaussée  de  Courtrai.  —  Gand. 

Bardin  (abbé  Louis).  —  Saint-Louis  de  Carthage  (Tunisie). 

Bareel,  s.  J.  (R.  P.  Victor),  Collège  S -Stanislas,  15,  rue  des  Domi- 
nicains. —  Mons. 

Di  Bartolo  (Canonico  Salvatore),  Ruggicro  Settimo,  71.  —  Palermo 

(Sicile). 

Baule  (Albert),  lieutenant  de  vaisseau,  135,  chemin  de  Magudas. 

—  Caudéran,  près  Bordeaux  (Gironde  —  France). 
Bayet  (Adrien),  35,  nouveau  Marché  aux  Grains.  —  Bruxelles. 
Beauvois  (E.).  —  Corbcron  (Côte-d'Or  —  France). 

Bedel  (abbé  R.),  prêtre  de  S'-Sulpice,  directeur  au  Grand-Séminaire. 

—  Aix  (Bouches-du-Rhône  —  France). 

Belpaire  (Frédéric),  ingénieur,  48,  avenue  du  Margrave.  —  Anvers. 
DE  Bergetck  (G^'),  château  de  Beveren-Waes  (Flandre  orientale). 
Bbrlbur  (Adolphe),  ingénieur,  17,  rue  Saint- Laurent.  —  Liège. 
Bbrlingin  (M elchior),  directeur  des  laminoirs  de  la  Vieille-Montagne. 

—  Penchot  par  Viviez  (Aveyron  —  France). 
Bertrand  (Léon),  9,  rue  Crespel.  —  Bruxelles. 

Béthu/ib  (Mgr  Félix),  40,  rue  d'Argent.  —  Bruges. 
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Blomdbl  (Alfred),  ingénieur,  i,  place  du  Parc.  —  Tournai. 

Blondiaux  (Auguste),  château  du  Champ-Bourdon.  ~  Thy-le-Château 

(Naraur). 

Blot  (abbé),  missionnaire  apostolique.  Église  et  Maison  de  TEspé- 

rance,  31,  rue  Dombasie.  —  Paris  (Vaugirard). 

DB  LA  Boëssiérb-Thiennes  (M'*),  23,  rue  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Lombise  par  Lens  (Hainaut). 

BoLsiDS,  S.  J.  (R.  P.  Henri),  Kerksiraat,  A.  14.  —  Oudenbosch  (Pays- 
Bas). 

BorfABiis(Florimond),  ingénieur.  —  Jambes  (Namur). 

BoRGiNON  (Paul),  58,  rue  Dupont.  —  Bruxelles. 

Bossu  (Fabbé),  professeur  à  l'Université,  56,  rue  de  Bériot. — Louvain. 

BoDLAY  (chan.),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  14,  rue  Mercier. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

BouQuÉ,  professeur  h  TUniversité,  3,  rue  des  Selliers.  —  Gand. 

BoDQUiLLON    (abbé    Th.),    Catholic    University    of    America.    — 

Washington  (Brookland,  D.  C,  États-Unis  d'Amé- 
rique). 

BoDRGBAT  (abbé), professeur  aux  Facultés  catholiques,  15,  rue  Charles 

de  Muyssart.  —  Lille  (Nord  —  France). 

BoDSsiNBSQ,  membre  de  Tlnstitut,  73,  rue  Claude  Bernard.  —  Paris. 

DU  Boys  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  54,  rue  du  Mans. 

—  Alençon  (Orne  —  France). 

VAN  DBN  Brandbn  DB  Rebtii  (S.  Gr.  Mgr),  évéque  d*Érythrée,  113> 

via  de  IV  Fontane.  —  Rome. 

Branly  (Edouard),  professeur  à  l'Institut  catholique,  21,  avenue  de 

Tourville.  —  Paris. 

Bbaun  (R.  p.  Ch.).  —  Mariaschein  (Bohème). 

Bbbithop  (N.),  professeur  a  l'Université,  95,  rue  de  Bruxelles.  — 

Louvain. 

VAN  DBR  Bruggen  (B*"*"  Mauricc),  20,  rue  du  Gouvernement.  —  Gand. 

Bruylants,  professeur  à  TUniversité  catholique,  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  32,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

BuissBRET  (Anatole),  professeur  â  l'École  des  cadets.  —  Namur. 

Buissbrbt  (Joseph),  professeur  à  TÉcole  normale  de  TÉtat. — Nivelles. 

DB  BussY  (L.),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  construc- 
tions navales,  7,  rue  de  Jouy.  —  Paris. 

Cahboué,  s.  J    (R.  P.  Paul),  missionnaire  apostolique,  33,  rue  de  la 

Compagnie.  —  Saint-Denis  (ile  de  La  Réunion). 
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Cappbllen  (Guillaume),  conseiller  provincial,  4,  place  Marguerite.  — 

Louvain. 

Carathbodory  (Costa),  101,  avenue  Louise.  -^  Bruxelles. 

Carnoy  (Joseph),  professeur   à  TUniver^ité,  9,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Cartuyvels  (Jules),  directeur  au  ministère  de  l'agriculture,  215,  rue 

de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Casarés  (Firmino),  farmacia,  93,  calle  de  San  Andrés.  —  La  Coruna 

(Espagne). 

Chautard,  doyen  de  la  Faculté  catholique  des  sciences  de  Lille,  villa 

S'-Marc,  par  Croissanville  (Calvados  —  France). 

Clasbn  (abbé  B.-L),  curé-doyen   d'Echtcrnach   (Grand-Duché   de 

Luxembourg). 

Cloqdet  (L.),  professeur  h  rUniversitc,2,rue  S'-Pierre. —  Gand. 

CoGELS  (J.-B.-Henri),  181,  avenue  des  Arts.  —  Anvers. 

COLBGIO  DB  ESTUOIOS  SUPERIORES  DE  DSUSTO  (R.  P.  J.  HnU.  Obcso).  — 

Bilbao  (Espagne). 

CoLLftcE  DB  LA  COMPAGNIE  PB  Jésus,  1 1 ,  Tuc  dcs  Récolicts.  —  Louvaîn. 

Collège  Notre-Dame  de  la  Paix,  39,  rue  de  Bruxelles.  —  Narour. 

Collage  Saint -Joseph,  13,  rue  de  Bruxelles.  —  Alost. 

Collège  Saint-Michel,  14,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 

Collage  Saint-Servais,  88,  rue  Saint-Gilles.  —  Liège. 

Collège  de  Bbllevue.  —  Dinant. 

CoLOHBiER,  14,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

CoppiETERs  de  Stockhove  (abbé  Ch.),  directeur  des  Daines  de  l'In- 
struction chrétienne.  —  Bruges. 

CoupÈ  (abbé  J.),  aumônier-adjoinl  de  la  Maison  centrale  pénitentiaire! 

33,  rue  Courte  dos  Violettes.  —  Gand. 

Cousin  (L.),  ingénieur  au  conseil  du  gouvernement  chilien,  professeur 

k  l'Université,  easilla  952.  —  Santiago  (Chili). 

Cranincx  (Oscar),  51,  rue  de  la  LoL  —  Bruxelles. 

de  Cboy  (P""'  Juste),  63,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles;  ou  Le  Rœulx. 

CuYLiTS  (Jean),  docteur  en  médecine,  44,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 

Daniels  (D'  Fr.),  professeur  h  l'Université  catholique  de  Frihourg 

(Suisse). 

Daubrbssb  (Paul),  ingénieur,  42,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 

Davignon  (Julien),  41,  avenue  de  la  Toison -d'Or.  —  Bruxelles. 

Db  Babts  (Herman),  il,  rue  des  Boutiques.  —  Gand. 


XXIV    — 

De  Babts  (abbé  Maurice),  Institut  des  hautes  études,  4,  rue  des  Fla- 
mands. —  Louvain. 
Dbbaisibdx,  professeur  à  TUniversilé,  14,  rue  Léopold. —  Louvaio. 
Db  Beckbr  (chan.  Jules), professeur  k  rUniversité,li2,rue  de  Namur. 

—  Louvain. 

Db  Bibn  (Fernand),  ingénieur,  50,  avenue  du  Margrave.  —  Anvers. 

Db  Bloo  (Julien),  ingénieur,  89,  boulevard  Frère-Orban.  —  Gand. 

Db  Brouwer  (chan.),  curé-doyen.  —  Menin. 

Db  Bruyn  (Jules),  175,  chaussée  de  Wavre.  —  Bruxelles. 

De  Bdck  (D'  D.),  7,  rue  des  Boutiques.  —  Gand. 

Dbgivb  (Â.),  membre  de  TAcadémie  royale  de  médecine,  directeur  de 

rÉcolc  vétérinaire  de  l'État,  boulevard  d*Anderlecht. 
—  Gurcghem  lez-BruxelIcs. 

De  Grbbff,  s.  J.  (R.  P.  Henri),  Collège  N.-D.  de  la  Paix,  rue  de 

Bruxelles.  —  Namur. 

De  Jaer  (Gamille),  avocat,  56,  boulevard  de  Waterloo.  —  Bruxelles. 

De  Jaer  (Jules),  ingénieur  des  mines,  Vieux-Marché-aux-Bétes. — Mons. 

Delacre  (Maurice),  membre  correspondant  de  l'Académie  royale  de 

Belgique,  professeur  à  TUniversilé,  l!29,  chaussée  de 
Courtrai.  —  Gand. 

Delairb  (A.),  258,  boulevard  Saint-Germain.  —  Paris. 

De  Lantsiieere  (D''  J.),  oculiste,  58,  rue  de  TAssociation.  —  Bruxelles. 

De  Lantsheere  (Léon),  avocat,  69,  rue  du  Commerce.  —  Bruxelles. 

Delattre,  s.  j.  (R.  P.),  11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

Delà  u  If  OIS  (D'  G.),  à  Don-Secours,  par  Péruwelz  (Hainaut). 

Dblcroix  (D'  A.),  18,  chaussée  de  Louvain.  —  Bruxelles. 

Delétrez  (D<^  a.),  5,  rue  de  la  Charité.  —  Bruxelles. 

De  Leyn  (chan.  A.),  5:2,  rue  du  Marécage.  —  Bruges. 

Delvigne  (chan.  Adolphe),  curé  de  Saint-Josse-ten-Noode,  14,  rue 

de  la  Pacification.  —  Bruxelles. 

Demanbt  (chan.), docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques,  pro- 
fesseur à  l'Université,  Collège  du  S'-Espril.— Louvain. 

De  Marbaix  (Alph.),  professeur  à  l'Université  de  Louvain,  membre 

de  TAcadémie  rovale  de  médecine.  —  Meerhout 

De  Moor  (D').  —  Gand. 

Dbwys  (D'  J.),   professeur  h  l'Université  catholique,  22,   rue  des 

Joyeuses- Entrées.  —  Louvain. 

Db  Prêter  (Herman),  ingénieur,  59,  rue  du  Marais.  —  Bruxelles. 

Deschahps  (R.  P.  Alfred),  docteur  en  sciences  naturelles,  il,  rue  des 

Récollets.  —  Louvain. 
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Db  Smbdt,  s.  J.  (R.  P    Charles),  président  de  la  Société  des  Bollan- 

distes,  correspondant  de  l'Institut,  i4y  rue  des  Ursu- 
Unes.  —  Bruxelles. 

Dbsplats  (docteur),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  56,  boule- 
vard Vauhan.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Dbssaift  (Charles),   libraire-éditeur,    rue    de    la    Blanchisserie.   — 

Malines. 

Db  Tilly  (général  J.),de  TAcadémie  royale  de  Belgique,  commandant 

de  TEcole  militaire.  —  Bruxelles. 

Dbwalqub  (François),  professeur  à  TUniversité,  26,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Dbwalqub  (Gustave),  professeur  k  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  17,  rue  de  la  Paix.  —  Liège. 

DiBRCRx,  S.  J  (R.  P.  F.),  11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

D'HoifDT  (Frédéric),  directeur  du  Laboratoire  communal.  —  Courtrai. 

Directeur  du  Petit  SÉmifAiRE  de  Saint-Trond.  —  Saint-Trond. 

DE  Dorlodot  (chan.  H.),  docteur  en  théologie,  professeur  à  TUniver- 

site  catholique,  18,  rue  Léopold.  —  Louvain. 

DB  Dorlodot  (Sylvain),  château  de  Floriffoux.  —  Floreffe  (Namur). 

Drion  (B*""  Adolphe),  fils,  avocat.  —  Gosselies. 

DuGifiOLLE  (Max),  professeur  à  TUniversité,  45,  Coupure.  —  Gand. 

DuHEM  (Pierre),  professeur  de  physique  à  la  Faculté  des  sciences, 

18,  rue  de  la  Teste.  —  Bordeaux  (Gironde  —  France). 

Dumas-Primbault  (Henri),  ingénieur,  château  de  la  Pierre.  —  Cérilly 

(Allier  —  France). 

DuMONT  (Achille),  docteur  en  médecine,  77,  chaussée  deCharleroi. — 

Bruxelles. 

DuMONT  (André),  professeur  à  l'Université,  18,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Durant  (Henri),  inspecteur  général  des  charbonnages  patronnés  par 

la  Société  Générale,  3,  Montagne  du  Parc.  —  Bruxelles. 

Du  Roussaux  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Tournai. 

DusAUsoT  (Clément),  professeur  h  TUniversité,   107,  chaussée  de 

Courtrai.  —  Gand. 

Dusmet  y  Alonzo  (J.-M.),  docteur  en  sciences  naturelles,  7,  plaza  Santa- 

Cruz.  —  Madrid  (Espagne). 

Dutordoir  (Hector),  ingénieur  en  chef  directeur  du  service  technique 

provincial,  375,  boulevard  du  Château.  —  Gand. 

db  l*Escaillb  (Joseph),  ingénieur. —  Hamont,  par  Neerpelt  (Limbourg). 
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EvifAUD  (L),  ingénieur  de  la   marine,  directeur  des  constructions 

navales,  2,  place  de  rAlma.  —  Cherbourg  (Manche  — 

France). 
Pabrb,  naturaliste.  —  Sérignan  par  Vaucluse  (Vaucluse  —  France). 
Fagnart  (Érailc),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 

professeur  à  rAthénée  royal,  53,  boulevard  Lousbergs. 

—  Gand. 
Faidherbb  (D'  Alexandre),  33,  rue  de  THospice.  —  Roubaix  (Nord  — 

France). 
DE  Favbreau  de  Jbnneret  (B""*),  rue  Bonne-Fortune.  —  Liëge. 
Fernandez  Sanchez  (José),  catedrâtico  de  Hisloria  universal  en  la 

Universidad.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Fbrron  (Eug.),  commissaire  du  Gouvernement  grand-ducal  près  les 

chemins  de  fer,  8,   avenue  de  la  Porte-Neuve.  — 

Luxembourg  (Grand-Duchë). 
FiTA  Y  CoLOMÉ,  s.  J.  (R.  P.  Fidel),  calle  de  Isabel  la  Catôlica,  12.  - 

Madrid  (Espagne). 
Folie  (F.),  membre  de  TAcadëmie  royale.  —  Uccle. 
Forni  (C"  Paul).  —  Bozen  (Tyrol  —  Autriche). 
DE  FoviLLE  (abbë),  directeur  au  Séminaire  de  S'-Sulpice.  —  Paris. 
Francottb  (Xavier),  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversitë, 

15,  quai  de  l'Industrie.  —  Liëge. 
DE  Garcia  db  la  Vega  (B*""  Victor),  docteur  en  droit,  37,  rue  du  Luxem- 
bourg. —  Bruxelles. 
GAUTBiER-Vn.LARS,  55,  quai  des  Grands-Augustins.  —  Paris. 
Gautier  (chanoine),  21,  rue  Louise.  —  Malincs. 
GiLSori,  professeur  à  TUniversité,  539,  boulevard  du  Château.  — 

Gand. 
Glorieux  (D'),  36,  rue  Jourdan.  —  Bruxelles. 
Goedseels  (Edouard),  capitaine,  professeur  &  TËcole  de  guerre,  8, 

chaussée  de  Vleurgat.  —  Bruxelles. 
GoossENS  (S.  É.  le  cardinal),  archevêque  de  Malines. 
GoossBNS,  S.  J.  (R.  P.  Fernand),  11,  rue  des  Rëcollets.  —  Louvain. 
GoRis  (Charles),  docteur  en  médecine,  181,  rue  Royale.  —  Bru- 
xelles. 
Grandmont  (Alphonse),  avocat.  —  Taormina  (Sicile). 
GRiifDA(Jesûs),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, Fuencar rai,  74y  76. 

—  Madrid  (Espagne). 
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DE  Grossouvre  (A.),  ingénieur  en  chef  des  mines.  —  Bourges  (Cher — 

France). 

GuERMONPREZ  (D'),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  membre  cor- 
respondant de  l'Académie  royale  d»  médecine  de  Bel- 
gique et  de  la  Société  de  chirurgie  de  Paris,  132,  rue 
Nationale.  —  Lille  (Nord  —  France). 

GuYÉTAND,  directeur  de  TÉcoIe  libre  de  Mont-Roland.  —  Dôle  (Jura 

—  Franco). 

Hagen,  s.  J.  (R.  p.),  Georgetown  Collège  Observalory.  —  Washing- 
ton D.  G.  (États-Unis  d'Amérique). 

Hahn,  s.  J.  (R.  P.  Guillaume),  Collège  N.-D.  de  la  Paix,  45,  rue  de 

Bruxelles.  —  Namur. 

Halleux,  ingénieur,  rue  Joniaux,  5.  —  Etterbeek  (Bruxelles). 

DE  Hari.ez  (Mgr),  professeur  à  FUniversité,  8,  rue  au   Vent.  — 

Louvain. 

Haton  de  la  GoupiLLiÉRE  (J.-N.),  membre  de  l'Institut,  inspecteur 

général  des  mines,  directeur  de  l'Ecole  des  mines, 
60,  boulevard  Saint-Michel.  —  Paris. 

Hautepbuille  {\.),  membre  de  Tlnstitut,  28,  rue  du  Luxembourg.  — 

Paris 

Havenith,  lieutenant  à  TÉcole  de  guerre.  —  Bruxelles. 

DE  LA  Haye  (Auguste),  major  au  15*  régiment  de  ligne,  9,  boulevard 

de  Meuse.  —  Jambes  (Namur). 

Hblleputte  (G.),  membre  de  lu  Chambre  des  représentants,  profes- 
seur à  l'Université  catholique.  —  Vlierbeek  lez- 
Louvain. 

DE  Hemptinne  (Alexandre),  56,  rue  de  la  Vallée.  —  Gand. 

Henry  (Louis),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 

Henry  (Paul),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur  à  l'Univer- 
sité, 2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 

Hbrmite  (Charles),  membre  de  l'Institut.  2,  rue  de  Sorbonnc.  — 

Paris. 

Hervier  (abbé  Joseph),  31,  grande  rue  de  la  Bourse.  —  Saint- 

Étienne  (Loire  —  France). 

Hbymans  (J.-F.),  docteur   en  sciences,   professeur   à   l'Université, 

55,  boulevard  de  la  Citadelle.  —  Gand. 

Hbynbn  (W.),  membre  de  la  Chambre  des  représentants.  —  Bertrix 

(Luxembourg);  et  85,  rue  du  Commerce,  Bruxelles. 
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HoDTABD  (B*°  J.).  —  Monceau-sur-Sambre  (Hainaut). 

HoozB  (D'  Ocl.).  —  Binche. 

HuiiBBRT,  ingënieur  des  mines,  professeur  k  TÉcole  polytechnique, 

1 6,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 
HuTBBRECHTs  (D^  Th.),  77,  avenue  de  la  Toison  d*Or.  —  Bruxelles. 
Illescas  (Juan),  calle  de  la  Compania  ,16.  —  Puebla  (Mexique,  via 

New-York). 
IJiiGUBz  B  Iniguez  (Francisco),  catedrétieo  de  Astronomia  en  la  Univer- 

sidad,  calle  de  Isabel  la  Catôliea,  4,  bajo.  —  Madrid 

(Espagne). 
Institut  Saint-Ignace,  47,  courte  rue  Neuve.  —  Anvers. 
Jacobs  (Mgr),  curé-doyen  de  Sainle-Gudule.  —  Bruxelles. 
Jacobs  (P.),  président  de  la  Société  belge  d'astronomie,  SI,  rue  des 

Chevaliers.  —  Bruxelles. 
Jacopssen,  s.  J.  (R.  P.  Raymond),  collège  Saint-Joseph.  —  Turnhout. 
Jbnner  (Ch.-J.),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  18,  rue 

du  Mené.  —  Vannes  (Morbihan  —  France). 
DE  JoANNis,  S.  J.  (R.  P.),  15,  rue  Monsieur.  —  Paris. 
JoLT  (Albert),  avocat  à  la  cour  d*appel,  8,  rue  de  la  Grosse-Tour. 

—  Bruxelles. 

JoLT(Léon),  avocat,  18,  rue  de  Suisse.  —  Bruxelles. 

DE  JoNQuiÉRES,  vicc-amiral,  membre  de  Tlnstltut,  2,  avenue  Bugeaud. 

—  Paris. 

Jordan  (Camille),  membre  de  Mnstitut,  48,  rue  de  Varenne.  — 

Paris. 
Jourdain  (Louis),  ingénieur,  12,  rue  Montagnc-aux-Hcrbes-Potagères. 

—  Bruxelles. 

JuLiN  (Armand),  14,  rue  Posschier.  —  Etterbeek  (Bruxelles). 

KiMus  (abbé),  Collège  du  Saint-Esprit.  —  Louvain. 

Kirsch  (R.  P.  Alexandre-M.),  C.  S.  C.  —  Notre-Dame  (Indiana  — 

États-Unis). 
Kirsch  (Mgr  J.-P.),  professeur  h  l'Université.  —  Fribourg  (Suisse). 
DE  KiRWAN  (Charles),  ancien  inspecteur  des  forêts,  4,  Cité  Vaneau. 

—  Paris. 

KuRTH  (Godefroid),  professeur  k  l'Université,  6,  rue  Rouvroy.  —  Liège. 

Laçasse  (Alexandre) ,  4,  rue  Saint-Maurice.  —  Nivelles. 

Lagassb-db  Locht  (Charles),  ingénieur  en  chef  directeur  des  ponts  et 

chaussées,  membre  du  Conseil  supérieur  du  Tra- 
vail, 167,  chaussée  de  Wavre.  —  Bruxelles. 


XXIX  — 

Lahodsse  (D'),  professeur  à  TUniversitë,  27,  Coupure.  —  Gand. 

Lamarchb  (Emile),  81 ,  rue  Louvrcx.  —  Liëge. 

Lambert  (Camille),  ingénieur  en  chef  des  chemins  de  fer  de  TÉlat, 

65,  avenue  Brugmann.  —  Bruxelles. 

Lambiottb  (Orner),  ingénieur  de  charbonnages.  —  Anderlues. 

Lambiotte   (Victor),  ingénieur,  directeur-gérant  aux  charbonnages 

d'Oignies-Aiseau,  par  Tamines  (Namur). 

Lambot  (Oscar),  professeur  h  TAthénée  royal.  —  Arlon. 

Lambrbchts  (Hector),  50,  rue  Vauticr.  —  Bruxelles. 

Lamy  (Mgr),  membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur  k 

rUniversité   catholique,   149,   rue   des  Moutons.  — 
Louvain. 

DE  Lapparbnt  (à.),  membre  de  l'Inslitut,  membre  correspondant  de 

la  Société  géologique  de  Londres,  professeur  à  l'In- 
stitut catholique,  3,  rue  de  Tilsitt.  —  Paris. 

Larublle  (D'),  22,  rue  du  Congrès.  —  Bruxelles. 

Lbbootedx  (S.)«  —  Vcrniîuil  par  Migné  (Vienne  —  France). 

Lbbrun  (D'),  20,  rue  du  Canal.  —  Louvain. 

Lbchalas  (G.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées.  —  Rouen 

(Seine-Inférieure  —  France). 

Lbclercq  (Jules),  correspondant  de  l'Académie  royale  de  Belgique, 

25,  avenue  de  l'Aslronomic.  —  Bruxelles. 

Lbcontb  (Félix),  10,  rue  du  Lac.  —  Gand. 

LiDRBssBUR  (Charles),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Univer- 
sité, 79,  voer  des  Capucins.  —  Louvain. 

Lbfbbvrb  (D'),  membre  de  l'Académie  royale  de  médecine,  36,  rue 

de  BérioL  —  Louvain. 

Lbfebvrb  (Mgr  Ferdinand),  professeur  à  TUniversité,  34,  rue  de 

Bériot.  —  Louvain. 

Lbpbbtrb  (abbé  Maurice),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur 

au  Collège  Saint-Joseph.  —  Virton. 

Lb  Hir  (abbé  Daniel),  aumônier  de  la  Maison  des  Oiseaux,  86,  rue  de 

Sèvres.  —  Paris. 

Leirens-Éliaert,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Lejeune-Simonis,  château  de  Sohan.  —  Pepinster  (Liège). 

Lemoinb  (Georges),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  exami- 

Dateur  de  sortie  pour  la  chimie  &  l'Ecole  polytechnique, 
76,  rue  d'Assas.  —  Paris. 
Lbnoblb,  professeur  aux  Facultés  catholiques,  rue  Négrier,  28^.  — 

Lille  (Nord  —  France). 
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Le  Paige  (C),  membre  de  rÂcadcmic  royale  de  Belgique,  professeur 

k  rUniversité,  plateau  de  Cointc.  —  Liëge. 

Lbray  (R.  p.  a.),  23,  rue  des  Fossés  S*-Jaeques.  —  Paris. 

DB  LiEDERERRE  (G^''  Gharles) ,  50,  rue  de  Tlndustrie.  —  Bruxelles. 

DE  LiEDERERRE  DB  Pailhe  (O'  Éd.),  47,  avenue  des  Arts. —  Bruxelles. 

DO  LiGONDÉs  (Vicomte),  licuteiiaiU  colonel  d'arlillcrie.  —  Bourges 

(Cber  —  France). 

DE  Limburg-Stirum  (G^*  Adolphe),  15,  rue  du  Commerce.  —  Bru- 
xelles. 

de  Limburg-Stirum  (C^*  Samuel),  25,  rue  d'Idalie.  —  Bruxelles. 

LiMPENs  (Emile),  avocat.  — Termonde. 

DE  LocHT  (Léon),  ingénieur,  Mont-Saint-Martin.  —  Liège. 

LoRiN,  180,  boulevard  Sainl-llonoré.  —  Paris. 

Lucas,  S.  J.  (R.  P.),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 

collège  N.-D.  de  la  Paix,  rue  de  Bruxelles.  —  Namur. 

Maertens  (chan.),  professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Saint-Nicolas. 

Maes  (l'abbé),  curé  de  Saint- Job.  —  Ucde. 

Malcorps  (Ernest),  avocat,  20,  rue  des  Chariots.  —  Louvain. 

Mausoux  (Emile),  ingénieur  principal  de  l*^*"  classe  des  mines,  il, 

rempart  ad  aquam.  —  Namur. 

Mansion  (Paul),  professeur  à  TUniversité,  membre  de  TAcadémie 

royale  de  Belgique,  6,  quai  des  Dominicains.  —  Gand. 

Martens  (Edouard),  professeur  à  l'Université, 27,  rue  Marie-Thérèse. 

—  Louvain. 

Martinez  y  Sabz  (Francisco  de  Paula),  professeur  de  zoologie  au 

Musée  d'histoire  naturelle,  calle  de  San  Quintin, 
6,  pral,  izq.  —  Madrid  (Espagne). 

Mary  (abbé  Jules),  professeur  de  sciences  à  l'Institut  Saint-Boni  face. 

—  Ixelles' 

Masoin  (E.),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  \  5,  Marché-au-Poisson.  —  Louvain. 
Matagnb    (Henri),    docteur   en    médecine,  47  B,    rue   Gallait.    — 

Bruxelles. 
Matagnb  (Jules),  docteur  en  médecine,  21,  rue  de  la  Fontaine.  — 

Bruxelles. 
DE  Maupbou  (C^*),  ingénieur  de  la  marine,  3,  rue  du  Commerce.  — 

Lorient  (Morbihan  —  France). 
Mbbssbn  (D'  Wilhelm),  28,  rue  Frolssard.  —  Bruxelles. 
DE  Meeus  (C"  Henri),  ingénieur,  rue  du  Vert- Bois.  —  Liège. 
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Mercier  (Mgr  D.),  professeur  k  rUniversité,  1,  rue  des  Flamands. 

—  Louvain. 

DE  Mérode-Westerloo  (O*),   rue  aux  Laines.  —  Bruxelles. 
Mertens  (GuilL),  ingénieur,  directeur  de  l'usine  à  gaz,  73,  rue  de 

Tourcoing.  —  Roubaix  (Nord  —  France). 
Meunier  (abbé  Alph.),  professeur  à  TUniversité,  Collège  Juste  Lipse. 

—  Louvain. 

Meunier  (Fernand),  165,  rue  du  Midi.  —  Bruxelles. 

MicHA,  professeur  à  TUniversité,  1 10,  rue  Marie-Thérèse.  —  Louvain. 

MiRANDA  yBistuer  (Juliau),  canônigo  magistral  de  lacatedraI,Ganongia 

nueva,  18.  —  Segovia  (Espagne). 

Moeller  (D'),  membre  de  TAcadémic  royale  de  médecine,  1,  rue 

Mon  loyer.  — .  Bruxelles. 

MoNCUAMP  (abbé  Georges)^  docteur  en  théologie  et  en  philosophie, 

professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Saint-Trond. 

DE  MoNTESsus  DE  Bâllores  (O'  iM.  R.),  profcsscur  à  Técole  Saint-Fran- 
çois Xavier.  —  Évreux  (Eure  —  France),  et  Château  de 
Villers,  par  Olivet  (Loiret  —  France). 

MoNTUAYE,  capitaine  commandant  d'état-major,  professeur  à  l'École 

de  guerre,  38,  rue  de  la  Tourelle.  —  Bruxelles. 

DE  MoREAU  d*Andoy  (Ch"),  186,  avcnuc  Louise.  —  Bruxelles. 

MoREUx  (abbé  Th.),  professeur  au  collège  Saint-Célestin.  —  Bourges 

(Cher  —  France). 

MouLART  (abbé),  directeur  du  Collège  épiscopal.  —  Leuze. 

MuLLENDERS (Joseph),  ingéuicur,  7,  rue  Renkin.  —  Liège. 

de  Nadaillac  (M'*),  18,  rue  Duphot.  —  Paris. 

NicoTRA  (Mgr  Sebastien),  sccrélaire  du  Nonce  apostolique,21 4, chaus- 
sée de  Wavre.  —  Bruxelles. 

NoLLÉE  de  Noduwez,  mcmbrc  honoraire  du  Corps  diplomatique  de 

S.  M.  le  Roi  des  Belges,  446,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 

Nyssens  (Albert),  ministre  de  Tindustrie  et  du  travail.  —  Bruxelles. 

Nyssens  (Pierre),  directeur  au  laboratoire  agricole  de  l'État,  21,  rue 

Sainte-Marguerite.  —  Gand. 

o*OcAGNE  (Maurice),  professeur  à  l'École  des  ponts  et  chaussées, 

répétiteur  à  l'École  polytechnique,  5,  rue  de  Vienne. 
—  Paris. 

DE  Olavarria  (Martial),  ingénieur  en  chef  des  mines,  secrétaire  de  la 

Commission  de  la  carte  géologique  d'Espagne,  Huerlas, 
8^.  —  Madrid  (Espagne). 
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Orban  dbXivry,  gouverneur  de  la  province  de  Luxembourg.  —  Arlon. 

Pardon  (Gustave),  ingénieur.  —  Quaregnon  (Hainaut). 

Pasquibr  (Ern.),  professeur  k  FUniversitë,  22,  rue  Marie-Thérèse.  — 

Louvain. 
Patroni  (Monsign.  Giuseppc),  doit,  in  filosofia,  in  teologia  ed  in  ambe 

le  leggl,  47,  piazza  del  Gesù.  —  Rome. 
Pbchbr  (Eugène),  80,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 
Pbbters  (docteur),  professeur  à  Tlnstitut  Saint-Louis,  rue  du  Marais. 

—  Bruxelles. 

Pbbters  (Jules),  docteur  en  droit,  51,  rue  Saint-Martin.  «^  Tournai. 

Pépin,  S.  J.  (R.  P.  Théophile),  École  libre  Saint-Michel.  —  Saint- 
Etienne  (Loire  —  France). 

DE  PiLLON  DE  S.  Philbert  (A.),  2,  ruc  St-Thomas.  —  Douai  (Nord  - 

France). 

PoisoT  (Maurice),  avocat,  4,  rue  Buffon.  —  Dijon  (Côte-d'Or  — 

France). 

Proost  (Alphonse),  inspecteur  général  de  l'agriculture,  16,  rue  Anoul. 

—  Bruxelles. 

Provincial  (R.  P.)  de  la  Compagnie  de  Jésus,  165,  rue  Royale.  — 

Bruxelles. 

pRDDHAM  (abbé),  directeur  du  collège  Stanislas,  22,  rue  N.-D.  des 

Champs.  —  Paris. 

QuAiRiBR,  28,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 

Racuon  (abbé  Prosper),  curé   de  Hain-sur-Heure,  par  Longuyon 

(Meurlhe-et-Moselle  —  France). 

Raclot  (abbé  V.),  aumônier  des  hospices  et  directeur  de  l'observa- 
toire. —  Langres  (Haute-Marne  —  France). 

Ranwbz  (Fernand),  professeur  à  l'Université,  56,  rue  de  Tirlemont. 

—  Louvain. 

Ravain  (abbé  J.-R.),  professeur  à  l'Université  d'Angers.  —  La  Pom- 

meraye  (Maine-et-Loire  —  France). 
Rbctor  (R.  P.)  del  Colegio  del  Jesûs.  —  Tortosa  (Tarragona  —  Espagne). 
Renard  (abbé  Alphonse),  conservateur  honoraire  au  Musée  d'histoire 

naturelle,  professeur  à  l'Université  de  Gand.  —  Wet- 

teren  (Flandre  orientale). 
oeRibaucourt  (C»'),  27,  rue  de  Loxum.  —  Bruxelles;  ou  château 

de  Perck,  par  Vilvorde. 
RiCHALD  (J.),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  28,  rue  de  Comines. 

—  Bruxelles. 
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RiSDBNO  (Eroiliano  Rodriguez),  catedritico  de  Historia  naturai  en  la 

Universidad,  calle  Duque  de  la  Victoria,  16  pral.  — 

Valladolid  (Espagne). 
DE  LA  RocHB  DE  Marchibnnes  (Emile).  —  Harvengt  par  Harmigniea 

(Hainaut). 
RoBLAifDTS,  S.  J.  (R.  P.),  il,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
DE  RoHRÉB  (C^),  château  de  Vichenet.  —  Le  Mazy. 
Roussel  (Lucien),  professeur  à  TÉcole  forestière,  il,  rue  de  la  Ravi- 

nelle.  —  Nancy  (Meurthe-et-Moselle  —  France). 
DE  Salvert  (V^),  professeur   aux    Facultés  catholiques  de    Lille, 

7,  rue  de  la  Bibliothèque.  —  Versailles  (Seine-et-Oise 

—  France);  ou  château  de  Villebeton,  par  Châteaudun 
(Eure-et -Loire  —  France). 

DE  Santa  Cruz  (Ivan  Armada  Hernandez  de  Cordova,  M*') ,  9,  rua 

Nueva.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Sanz  (Pelegrin],  ingeniero  de  caminos,  Ofîcina  de  Obras  pûblicas. 

—  Tarragona  (Espagne). 

DE  Sauvage  (G**),  22,  avenue  de  Friedland.  —  Paris. 

ScARSEZ    DE  LocQUENEUiLLE  (Anatolc) ,  châtcau  de  S^François.  — 

Farciennes   (Hainaut)  ;   ou    84 ,  rue  de  Stassart  — 
Ixellea. 

ScHAFPBRS,  S.  J.  (R.  P.),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, 11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

ScBWTz,  S.  J.  (R.  P.),  directeur  du  Musée  géologique  des   bassins 

houillers  belges,  H,  rue  des  Récollets.  — Louvain. 

ScHOBBENs,   docteur    en    médecine,   49,   longue   rue  Neuve.   — 

Anvers. 

ScHOEMAKER  (W.-J.),  profcsscur  &  rÉcoie  moyenne.—  Nimègue  (Pays- 
Bas). 

Sghollaert,  ministre  de  Tintérieur  et  de  l'instruction  publique.  — 

Bruxelles. 

OB  Selubrs  de  Moranville  (Ch"),  commandant  d*état-major,  46, 

chaussée  de  Charicroi.  —  Bruxelles. 

SiBENALBR,  professcur  à  l'Université  catholique,   74,  chaussée  de 

Namar.  —  Héverlé-Louvain. 

SiMART,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur  a  TÉcole  polytechnique, 

70,  rue  Miromesnil.  —  Paris. 

Simon  (D'  J  -B.),  108,  rue  Haute.  —  Bruxelles. 

SiMONis  (Alfred),  sénateur.  —  Verviers. 

XX.  c 
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iMONis  (Louis),  industriel.  —  Verviers. 
SiRET  (Henri),  ingénieur,  59,  rue  du  Transvaal.  —  Anvers. 
SiRBT  (Louis),  ingénieur.  —  Cuevas  (prov.  Âlmeria  —  Espagne). 
Smekefts  (Théophile),  président  du   tribunal  de  i^'  instance,  31, 

avenue  Quentin  Metsys.  —  Anvers. 
DEL  SocoRHO  (José  Maria  Solano,  M"),  professeur  de  géologie  au  Musée 

d'histoire  naturelle,  calle  de  Jacometrezo,  41,  bajo.  — 

Madrid  (Espagne). 
SoissoN  (G.),  ingénieur,  docteur  en  sciences,  professeur  à  TAthénée 

grand -ducal,  rue  Joseph  IL  —  Luxembourg  (Grand- 
Duché). 
SoLVYNS  (Albert),  membre  de  la  Députation  permanente.  —  Tron- 

chiennes  lez-Gand;  ou,  1,  rue  de  la  Lieve.  —  Gand. 
SoREiL,  ingénieur.  —  Maredret  sous  Sosoye,  par  Anthée  (Namur). 
SouBBN  (Jules),   S*-Michaels   Priory.   —    Famborough    (Hauts    — 

England). 
DE  Sparrb  {0%  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon,  château 

de  Vallière.  —  Saint  Georges-de-Reneins  (Rhône  — 

France). 
Spina,  s.    J.  (R.  p.  Pedro),  Colegio  catélico  del  Sagrado  Corazôn 

de  Jesûs,  sacristia  de  Capucinas,  nûm.  5.  —  Puebla 

(Mexique). 
Springael  (Auguste),  ingénieur,  2,  rue  S**-Walburge.  —  Bruges. 
Stainibr  (Xavier),   professeur  à   Tlnstitut  agricole  de  Gembloux, 

membre  de  la  Commission  géologique  de  Belgique, 

rue  Pierquin.  —  Gembloux. 
VAN  DBN  Steen  db  Jbhay  (O*'  Frédéric),  attaché  au  Cabinet  du  Roi, 

i3,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Stillemans  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Gand. 
Stinglhahber  (Emile),  docteur  en  droit,  31,   rue  des  Minimes. — 

Bruxelles. 
Storms  (abbé  Camille),  curé  de  Ganshoren,  par  Jette  (Brabant). 
Storms  (John),  37,  rue  des  Champs-Elysées.  —  Bruxelles. 
Storms  (Raymond),  1 3,  rue  du  Président.  —  Bruxelles. 
VAif  dbrStraten-Ponthoz  (C**  François), 23,  rue  de  la  Loi.  — Bruxelles. 
Struelens  (Alfred),  docteur  en  médecine,  18,  rue  Hôtel  des  Mon- 
naies. —  Saint-Gilles  (Bruxelles). 
SucHBTBT  (André),  iO,  rue  Alain  Blanchard,-^  Rouen;  ou  Antiville- 

Beaulé  par  Goderville  (Seine-Inférieure  —  France). 


SuRBLED  (D').  —  Corbeil  (Seine-et-Oise  —  France). 

SwissBR  (D'  H.),  pue  Rogier.  —  Bruxelles. 

SwoLPS  (D'),  i8,  boulevard  Lëopold.  —  Namur. 

SwoLFS  (chan.),  inspecteur  diocésain,  46,  avenue  Van  Beneden.  — 

Malines. 
Tatmans  (Emile),  notaire.  —  Tubize  (Brabant). 
Théron,  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques,  professeur 

h  l'Athénée.  —  Mons. 
Thibaudier,  ingénieur  de  la  marine.  —  Rochefort-sur-Mer  (Charente- 
Inférieure  —  France). 
Thiéry  (Armand),  Institut  des  Hautes-Etudes,  i,  rue  des  Flamands. 

—  Louvain. 
Thirion,  s.  J.  (R.  P.),  \\,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
Thiry  (Fr.),  secrétaire  de  l'Association  conservatrice  cantonale  de 

Templeuve,  bourgmestre.  —  Pecq  (Hainaut). 
TiLMAN  (Firmin),  ingénieur.  —  Anderlues. 
TiMMERHAifs  (François),  ingénieur,  directeur-gérant  de  la  Société 

anonyme  des  ateliers  de  construction  de  la  Meuse, 

22,  rue  de  Fragnée.  —  Liège. 
ToRROJA  Y  Gaballé  (Eduardo),  architecte,  professeur  à  la  Faculté  des 

sciences   de  TUniversité,   calle    de  Lope  de    Vega, 

n»*  43  y  45,  c**  5*  dra.  —  Madrid  (Espagne). 
DE  Trazegnies  (M").  —  Corroyle-Château,  par  Gembloux;  ou  23,  rue 

de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
de  T'Serclabs  (Mgr  Charles),  président  du  Collège  belge.  —  Rome. 
DE  T'Serclabs  {O'  Jacques),  capitaine  d'état- major,  professeur  k 

l'Ecole  de  guerre,  26,  rue  de  l'Abbaye.  —  Bruxelles. 
T'SERSTEVEifs  (Gaston),  château  de  Baudemont,  par  VirginaL 
t^Serstevens  (Léon),  43,  boulevard  Bischoffsheim.  —  Bruxelles;  ou 

Baudemont  par  Virginal. 
d'Ursel  (C^Aymard),  capitaine  d'artillerie,  château  de  Bois-de-Samme, 

par  Wauthier-Braine  (Brabant). 
DE  LA  Vallée  Poussin,  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur 

k  l'Université,  490,  rue  de  Namur.  —  Louvain. 
DE  la  Vallée  Poussin  (Ch.-J.),  professeur  h  l'Université,  490,  rue  de 

Namur.  —  Louvain. 
DE  LA  Vallée  Poussin  (Joseph),  avocat,  490,  rue  de  Namur. —  Louvain. 
Van  Aertsblaer  (chan.),  directeur  de  l'Institut  S'-Louis,  421,  rue  du 

Marais.  —  Bruxelles. 
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Van  Adbbl,  professeur  de  physique  &  TUaiversité  de  Gand,  i%  rue 

de  Comines.  —  Bruxelles  (quartier  Léopold). 
Van  âubbl  (Ch.),  assistant  k  TUniversité,  3,  rue  Sain  te- Véronique. 

—  Liège. 
Van  Bastblabr,  !24,  rue  de  l'Abondance.  —  Bruxelles. 
Van  Bibrvliet  (J.),  professeur  à  TUniversité,  18,  rue  Guimard.  — 

Gand. 
Van  dbn  Ghbyn  (ehan.  Gabriel],  supérieur  h  Tlnstitut  Saint-Liëvin.  — 

Gand. 
Van  dbn  Ghbyn,  S.  J.  (R.  P.  Joseph),  bollandiste,  conservateur  k  la 

bibliothèque  royale,  1 4,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 
Vandenpbbreboom  (E.),  ingénieur,  15,  rue  d*Artois.  —  Liège. 
Vandbnpebreboom  (Jules),  ministre  des  chemins  de  fer,  postes  et 

télégraphes.  —  Bruxelles. 
Vandbrlinden,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur 

k  rUniversilé,  27,  Cour  du  Prince.  —  Gand. 
Van  der  Mbnsbrugghe,  membre  de  TAcadémie  royale  de  Belgique, 

professeur  k  TUniversité,  131,  Coupure.  —  Gand. 
Vanobrryst,  inspecteur  adjoint  de  ragricuiturc.  —  Tongres. 
Van  dbr  Smissbn  (Edouard),  avocat,  professeur  à  TUniversité  de  Liège, 

16,  rue  du  Gouvernement  Provisoire.  —  Bruxelles. 
Vandbrsteaetbn  (D'  a.),  68,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
Van  de  Wobstyne  (chan.),  professeur  au  Grand  Séminaire. —  Bruges. 
Van  Drommb,  docteur  en  médecine,  rue  des  Chartreuses.  —  Bruges. 
Van  Gbbrsdaelb  (D'  Eugène).  —  Dampremy  (Charleroi). 
Van  Gbbrsdaelb,  S  J.  (R.  P.  Joseph),  collège  du  Sacré  Cœur,  53,  rue 

de  Montigny.  —  Charleroi. 
Van  Gbbuchtbn,   professeur  à   TUniversité,  36,  rue  Léopold.  — 

Louvain. 
Van  Hobcx  (D'  Ém.),  1 1 ,  rue  Traversière.  —  Bruxelles. 
Van  Kbbrbbrghbn,  docteur  en  médecine,  15,  rue  du  Trône.  — 

Bruxelles. 
Van  Ortroy  (Fernand),  capitaine  au   4*   lanciers,   37,  quai  des 

Moines.  —  Gand. 
Van  Ovbrloop  (Eugène),  \  52,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Van  Zdtlen-Orban  (Gust.),  industriel,  8,   quai  de   Tlndustrie.  — 

Liège. 
Vaultrin,  inspecteur  des  forêts,  2,  rue  de  Lorraine.  —  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle —  France). 
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y BNifBMAïf, docteur  en  médecine,  professeur  &  TUniversitë,  35,  rue  du 

Canal.  —  Louvain. 

Verhblst  (abbé  F.),  professeur   au  Collège  Saint-Jean-Berchmans, 

56,  place  de  Meir.  —  Anvers. 

Vbrribst  (G.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  40,  rue 

du  Canal.  —  Louvain. 

Vbrschapfel  (R.  P),  chargé  des  travaux  astronomiques  &  TObserva- 

toire  d'Abbadie.  —  Abbadia,  par  Hendaye  (Basses- 
Pyrénées  —  France). 

ViCAiRB  (Eugène),  inspecteur  général  des  mines,  50,  rue  Gay-Lussac. 

—  Paris. 

ViCENT,  S.  J.  (R.  P.  Antonio),  Colegio  de  San  José.  —  Valencia 

(Espagne). 
Vilain  XIIII  (V"),  sénateur,  château  de  Basel;  ou  H,  rue  du  Trône. 

—  Bruxelles. 

VisART  DE  BocARMé  (C^*  Amédée),  membre  de  la  Chambre  des  repré- 
sentants, bourgmestre.  —  Bruges. 

ViSART  DE  BocARMé,  avocat,  10,  rue  Grandgagnagc.  —  Namur. 

VoLLEif  (E.),  docteur  en  droit,  rue  de  Paris.  —  Louvain. 

DE   VoRGES  (Albert),  4,    avenue  Thiers.  —   Compiègne  (Oise  — 

France). 

DE  VoRGES  (C"  E.  Domet),  46,  rue  du  Général  Foy.  —  Paris. 

Vdylstekb,   professeur  à   TUniversité,   59,   rue    du   Congrès.   — 

Bruxelles. 

Waffelaert  (S.  G.  Mgr),  évêque  de  Bruges. 

Walravens  (chan.  Adelson),  directeur  du  Collège  Saint-Julien.  — 

Ath. 

Warlomont  (René),  docteur  en  médecine  et  en  sciences  naturelles, 

médecin  de  bataillon  au  5'  lanciers,  19,  rue  des  Frères- 
Mineurs.  —  Bruges. 

Wadtelbt(A),  ingénieur  à  l'usine  à  gaz. —  Roubaix  (Nord  —  France). 

DE  Wavrin  (M"),   château  de   Ronsele,  par   Somergcm  (Flandre 

orientale). 

DB  Wbck  (abbé  A.),   missionnaire  apostolique.  —  Fille-Dieu  sous 

Romont  (canton  de  Fribourg  —  Suisse). 
WéRY  (D').  —  Sclayn  par  Namèche  (Namur). 

Wéry  (Vincent),  président  du  tribunal  de  i"  instance,  4,  rue  des 

Telliers.  —  Mons. 

WiLMOTTB  (abbé),  professeur  au  Séminaire.  —  Floreffe  (Namur). 
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WiTZ  (Aimé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  29,  rue  d*Antin. 

—  Lille  (Nord  —  France). 
WoLP,  membre  de  l'Institut,  95,  rue  des  Feuillantines.  —  Paris. 
DE  WouTERS  (chan.).  —  Brainc-le-Comte. 
WouTERS  (abbé  Louis),  professeur  de  sciences  naturelles  au  Collège 

Saint-Rombaut.  —  Malines. 
Zahm  (R.  p.  J.-A.),  C.  s.  C,  19,  via  dci  Cappucini.  —  Rome. 
Zbch  (Guillaume),  négociant.  —  Braine-le-Comte. 
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Liste  des  membres  décèdes. 

o^ÂBBADiB  (Antoine) Paris. 

Daubrée - Paris. 

Dewévrb Bruxelles. 

Gborge  (R  p.  Ch.) Louvain. 

PiRARD  (M|;r) Namur. 

Van  Tricht  (R.  P.  Victor) Louvafn 


Listes  des  membres  inscrits  dans  les  sections. 


t'<  Section. 


Jîathémaliqnes,  AUronomte,  Géodésie.  —  Mécanique,  —  Génte  civil  et  militaire. 


MM.  Adan  de  Yarza. 
Chan.  di  Bartolo. 
Baule. 
Belpaire. 
BerIJDgio. 
Boussinesq. 
du  Boys. 
B.  P.Brauu,  S.  J. 
Breiihof. 
de  Bussy 
Caratheodory. 
CAvnoy. 
Abbé  Claseo. 

Abbé  Coppieters  de  Stock  hove. 
Cousin. 
Daubresse. 
De  Bien. 
De  Bloo. 
DeTilly. 
Durant. 
Dusausoy. 
Dutordoir. 
de  rEscaille. 
Eyuaud. 


MM.  Fagnart. 
Folie. 

(iaulhier-Villars. 
Goedseels. 
Grinda. 
de  Grossouvre 
Guyéland. 
Hageii. 

Haton  de  la  Goupil lière. 
Havenilh. 
de  I»  Haye. 
Uennite. 
Humbert. 
Ifiiguez. 
Fern  Jacobs. 
Jenner. 

Amiral  de  Jonquièrrs 
Camille  Jordan. 
Charles  Lagasse 
Lamarche. 
Laml)ert. 
Lecbalas 
Le  Paige. 
C^'  (Charles  de  Liedekerke 
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MM.  Vf  du  IJgondès. 
Mansioii. 
C^  de  Maupeou. 
de  Meeus. 
Micha. 

O'  de  Montessas. 
Abbé  Moreux. 
P.  Nysseus. 
d^Ocagoe. 
de  Olavarria. 
PardoQ. 
Pasquier. 
R.  P.  Pépin,  S.  J. 
Richald. 
V»'  de  Salvert. 
Pclegrin  .Sauz. 
Sibenaler. 


MM.  Simarl. 
Soisson. 
Soreil. 

C*'  de  SpariT. 
R.  P.  Spina,  S.J 
Tbéron. 
Thibaudier. 
Timmermanf;. 
Torroja. 

C««  Jacques  de  T'Serclaes. 
C*«  Aymard  d^Ursel 
Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin 
E.  VaDdenpeereboom. 
Vanderliiiden. 
R.  P.  Verschaffel. 
Vicaire. 
Wolf. 


â<  Section. 


Phyxique.  —  Chimie.  —  Métallurgie.  —  MéléornUtijiif  fi  Phffsujue  du  globe. 


MM.AIlart. 
Amagat. 
André. 

R.P.  Bareel,S.  J. 
Bayet. 
Blonde!. 
Bonamis. 
Branly. 
Bruyiants. 
Casarès. 
Chautard. 
Abbé  Coupé. 
De  Brouwer. 
R.  P.  DeGreeff,  S   J. 
Delacre. 
Abbé  Demanet 
De  Prêter. 
François  Dewal(|ue. 
R.  P  Dlerckx.S  • 


MM.  Duhem. 

Dumas-Primbault. 

André  Dumont. 

Perron. 

R.  P.  Goos^ens,  S.  J 

Louis  Henry. 

Paul  Henry 

H  P  Jacopssen,  S.  J 

R.  P  de  Joannis,  S  J 

Orner  Lambiotte. 

Victor  Lambiolie. 

Lainbot 

Leconie. 

Lemoine. 

I.enoble. 

R.  P.  Leray. 

de  Locht. 

R.  P.  Lucas,  S.  J 

Malisoux. 
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MM.  Mullenders. 
Abbé  Raclot. 
Fera.  Ranwez. 
Abbé  RaTain. 
R.  P.  Schaffers,  S.  J. 
Springael. 
Arm.  Thiery. 
R.  P.  Thirion,  S.  J. 
Thiry. 


MM.  Tilman. 
Van  Aubel. 
Van  Bierviiet 
R.  P.  Van  Geersdaele,  S  J 
Van  der  Mensbraggbe. 
Abbé  VerheUt. 
Abbé  Wilmotle. 
Wilz. 
R.  P.  Zahffl. 


5*  Section. 

Géologie,  Minéralogie.  —  Botanique.  —  Zoologie.  —  Paléontologie.  —  Anthropologie, 

Ethnographie,  Science  du  langage.  —  Géographie. 


Mgr  Abbeloos. 
MM.  d*Acv. 

Fr.  Alexis. 

Arceliu. 

ArduîQ. 

Ballion. 

Abbé  Bardin 

Beauvois. 

Bedel. 

Blot. 

M**  de  la  Boëssière-T  bien  nés. 

R.  P.  Bolsius,S.  J. 

Abbé  Boulay. 

Bouquillon 

Abbé  Bourgeat 

Anatole  Buisseret. 

Joseph  Buisseret. 

R.  P.  (lamboué,  S.  J. 

Daniels 

Abbé  De  Baets 

Chanoine  De  Broawer. 

R.  P.  Delattre,  S  J. 

Chanoine  Delvigne. 

Gustave  Dewalqu«v 

Chanoine  de  Dorlodot. 

B»»  Drion. 

Dugniolle. 

Dusmet  y  Alonzo. 


MM.  Fabre. 

R.P.FiU.  S.J 

Abbé  de  Foville. 

Griuda. 

Mgr  de  Harlez. 

C^«  de  Hemptinne 

Abbé  Hervier. 

Heynen. 

R.  P.  Kirsch. 

dcKirwau. 

Knrth. 

Mgr  Lamy. 

A.  de  Lapparent. 

Leclercq. 

Mgr  Ferdinand  Lefebvre. 

Abbé  Maurice  Lefebvre. 

Abbé  Le  Hir. 

C^'AdolphedeLimburg-Stirum. 

Edouard  Martens. 

Martinez  y  Saez. 

Abbé  iMary. 

Henri  Matagne. 

Mgr  Mercier. 

khbé  Meunier. 

Femand  Meunier. 

Abl)é  Moncharop. 

Mi-deNadaillac 

Nollée  de  Noduwez. 
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MM.  de  PilloD  de  St-Philberl. 
Abbé  RachoD. 
Abbé  Reoard. 
Risuefio. 

Ém.  de  la  Roche. 
R.  P.  RoelaDdts,  S.  J. 
Roussel. 

Scarsez  de  LocqaeDeuilIe. 
R.  P.  Schmiiz,  S.  J. 
H.  Sirel. 
L.  Siret. 
M*»  del  Socorro. 
Albert  Solvyns. 
Souben« 
Suinier. 
Abbé  Storms. 
John  Storms. 


MM.  Raymond  Storms. 
Suchetet 
Chanoine  Swolfs. 
de  la  Vallée  Poussin. 
Jos.  de  la  Vallée  Poussin. 
Louis  de  la  Vallée  Poussin, 
Chan.  G.  Van  den  Gheyn. 
R.  P.  Van  den  Gheyn,  S.  J. 
Vanderrysl. 
Van  Ortroy. 
Van  Overloop. 
VauUrin. 
R.  P.  Vicent,  S.  J. 
de  Vorges. 
M»  de  Wavrin. 
Abbé  Wouiers. 


4*  Section. 


Ànatomie,  Physiologie,^-'  Hygiène.  — Pathologie,  Thérapeutique ,  etc. 


MM.  Baivy. 
Borginon. 
Cuyiils. 
Oebaisieux. 
De  Buck. 
Degive. 

0'  De  Lantsbeere. 
Delannois. 
Delcroix. 
Delétrez. 
De  Marbaix. 
De  Moof. 
Denys. 

R.  P.  Deschamps,  S  J. 
Desplats. 
Achille  Dumont. 
Faidherbe. 
Francotte. 
Gilsoii. 
Glorieux. 
Goris. 
Guermonprez. 


R.  P.  Hahn,  S.J. 
MM.  Hevmans. 
Houze. 
Huyberechts. 
Alexandre  Lagasse. 
Lahousse. 
Laruelle. 
Lebrun. 
Ledresseur. 
D'  Lefebvre. 
Masoin. 

Jules  Matagne. 
Meessen. 
Mœller. 
Proosr. 
Schobbens 
Simon . 
Struelens. 
Surbled. 
Swisser. 
Dr  Swolfs. 
Van  Aubel  Ch. 
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MM.  VanderstraeleD. 
Van  Dromme. 
Van  Geeradaele. 
Van  GebuchteD. 
Van  Hoeck. 


MM.  Van  Keerberghen 
Vennemau 
Verriest. 
Warlomont. 
Aug.  Wéry. 


tf«  Section. 

Agronomie,  —  Économie  sociale,  Statistique,  —  Sciences  commerciales. 

Économie  industrielle. 


MM.  de  Bergeyck. 
Berleur. 
Bertrand. 
Béthune. 
Blondiaux. 
Cappellen. 
Carluyvels. 
P«  Juste  de  Croy. 
Davignon. 
De  Baets. 
Camille  De  Jaer. 
Léon  De  Lantsbeere. 
D*Hondt. 
Grandmont. 
B*»»  HouUrl. 
Albert  Joly. 
Léon  Joly. 
Jaliii. 

Lambrecbts. 
Leboaleax. 

C(<  Édoaard  de  Liedekerke. 
Limpeus. 
de  Mérode. 


MM.  Monthaye. 

de  Moreau  d*Andoy. 

Mgr  Nicotra. 

Orbaii  de  Xivry. 

Pécher. 

Peelers. 

Poisot. 

de  Romrée. 

de  Selliers  de  Moranville. 

Smekens. 

Stingihamber. 

O'  Fr.  van  der  Straten-Ponthoz. 
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C»«  Amédée  Visart. 

Visart. 

Vollen. 

Vincent  Wéry. 
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2*  Vice-Pr évident j  M.  André  Dumoiit. 
Secrétaire^  M.  Paul  Mansion. 
Trésorier  y  M.  Jules  De  Bruyn. 

MM.  le  M'*  DE  LA  Boëssiére-Thibniibs. 
Chanoine  Delvigne. 
Général  De  Tilly. 
Fr.  Dewalqdb. 
G.  Dewalqub. 

Cap.  GOEDSEELS. 

Louis  Henry. 
Godefroid  Rurth. 
Ch.  Lagasse-de  Locht. 
D'  Lepebvre. 

D'  MOELLER. 

C**  Fr.  VAN  DBR  Straten-Poiitiioz. 

Chanoine  Swolfs. 

Léon  t'Serstevens. 

Ch.  DE  LA  Vallée  Poussin. 
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MESMBRSSeï    DU    OOBrSXBIX^. 

1896-1897. 

Président,  M.  A.  Witz. 
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f  Vice-Président,  M.  le  D'  Moellbr. 
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Trésorier^  M.  J.  De  Bruyn 

MM.  le  D'  Dbbaisieux. 
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G'"  De  Tilly 
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GusT.  Dbwalqub. 
André  Ddmont. 
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L  Henry. 
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Ch.  Lagassb-de  Locbt. 

ly  Lbpebvrb. 

Alpb.  Proost. 
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Président,  M.  le  G"  De  Tilly. 

Vice- Présidents  y  iMM.  Cl.  Dusausoy  et  Ch.-J.  db  la  Vallée  Poussin. 

Secrétaire,  M.  Dotordoir. 

S*  Section. 

Président,  R.  P.  Luca»;. 

Vice-Présidents,  M.  Eue.  Fbrron  et  le  R.  P.  Thirion. 

Secrétaire,  M.  Tabbé  Coupé. 

5*  Section. 

Président,  R.  P.  Van  den  Ghbyn. 

Vice-Présidents,  M.  le  M'*  de  Trazegnies  et  le  R.  P.  Bolsius. 

Secrétaire,  M.  F.  Van  Ortroy. 

4<  Section. 

Président,  M.  J.  Cuylits. 

Vice-Présidents,  MM.  E.  Masoin  et  G.  Borginon. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Dumont. 

tt*  Section. 

Président,  M.  le  O^  Fr.  van  der  Stratbn-Ponthoz. 
Vice-Présidents,  MM.  A.  De  Marbaix  et  Éd.  Van  dbr  Smissen. 
Secrétaire,  M.  Arm.  Julin. 
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BURB3AUX   DB3S   SESOTIOIS^S. 

1896-1897. 


i'*  Section. 

Président,  M.  Ch.-J  db  la  V allés  Poussin. 
Vice-Présidents,  MM.  le  Q'  de  Sparrb  et  E.  Gobdsbels. 
Secrétaire,  M.  Dutordoir. 

9«  Section. 

Président^  M.  Édouabd  Branly. 

Vice-Présidents,  MM.  Van  der  Mbnsbrdgghe  et  Db  Prbter. 

Secrétaire,  M.  l*abbé  Coupé. 

S«  Section. 

Président,  M.  le  chanoine  de  Dorlodot. 
Vice-Présidents,  le  R.  P.  Bolsius  et  M.  A.  de  Lappahent. 
Secrétaire,  M.  le  Capitaine  Van  Ortroy. 

4*  Section. 

Président,  M.  Borginon. 

Vice-Présidents,  MM.  Debaisibux  et  Hbymans. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Dumont. 

tf«  Section. 

Président^  M.  le  C^'  van  der  Stratbn-Ponthoz. 

Vice- Présidents,  MM.  A.  Db  Marbaix  et  Éd.  Van  dbr  Smissbn. 

Secrétaire,  M.  Alb.  Joly. 


QUESTIONS  AU  CONCOURS. 


i*  Des  foyers  à  gaz  au  point  de  vue  hygiénique, 

2*  Trouver  les  caractères  distinctifs  des  maxima  ou  minima  d^une 
fonction  de  trois  variables  f  (x,  y,z)  dans  le  cas  où  rensemble  des  termes  du 
second  ordre  dans  le  développement  de  f^a-^h,  b-^  k,  e-t-Q  — f(a,  6,  e) 
peut  s^annuler  sans  changer  de  signe. 

3*  Donner^  au  point  de  vue  paléontologique  et  géologique,  la 
description  monographique  d'une  veine  de  houille  d  travers  tout  un 
bassin  houiller^  pour  vérifier  l'exactitude  de  la  synonymie  actuelle- 
ment reçue. 


SESSION  DU  JEUDI  24  OCTOBRE  1895 

A  TOURNAI 


SÉANCE  DES  SECTIONS 


Première  section. 

M.  Mansion  donne  lecture  d'une  Note  sur  la  natvre  de  l'espace, 
envoyée  à  la  section  par  le  R.  P.  Leray  : 

«  Je  demande  à  la  section  de  pouvoir  intervenir  dans  une 
discussion  où  mon  nom  a  été  prononcé  plusieurs  fois,  simple- 
ment pour  rectifier  une  assertion  qui  me  concerne. 

Déjà,  dans  un  savant  travail  présenté  à  la  Société  en  avril  1894, 
M.  Vicaire,  après  cette  proposition  :  L'espace  réel  est  une  sub- 
stance, continuait  en  ces  termos  : 

« ....  Le  P.  Leray  ajoute  :  Une  sub$;tance  exclusivement  passive, 
M  par  opposition  aux  autres  créatures  qui  sont  à  la  fois  actives 
»  et  pas$i\es.  Je  suis  obligé,  en  cela,  de  me  séparer  de  lui.  Le 
»  rôle  souverain  que  nous  avons  reconnu  à  Tespace  ne  semble 
»  guère  compatible  avec  ce  caractère  de  passivité  pure,  et 
»  implique  au  contraire  une  puissante  activité.  G*est  même 
*  par  cette  activité  que  nous  avons  démontré  la  réalité  de 
»   Tespace  (*).  » 

Dans  la  session  d'avril  1895,  notre  honorable  président  va 
plus  loin  et  s'exprime  ainsi  : 

«  11  est  vrai  que  le  P.  Leray,  séduit  par  une  certaine  symétrie 

>  dans  la  classification  générale  des  êtres,  a  eu  le  tort  de  quali- 

>  fier  ainsi  Fcspace  réel  (substance  passive).  Mais  en  fait,  et  bien 


(*)  Annales  de  la  Société  gcientifiqne  de  Brujcelles,  iS^  anuée  (1893-1894),  deuxième 
partie,  p.  300. 
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»  qiril  ne  s'en  occupe  qu*à  un  point  de  vue  loui  spécial,  il  lui 
»  attribue  un  rôle  qui  n*est  nullement  passif,  puisqu'il  admet 
»-  que  les  atomes  matériels  rebondissent  sur  la  surface  limite  de 
»  Tespace.  Voilà,  certes,  un  phénomène  qui,  s'il  nous  était 
»  donné  d'approcher  de  cette  limite,  ne  serait  nullement  impro- 
»   pre  à  en  révéler  la  présence  et  la  forme. 

»  Quant  à  moi,  je  me  suis  nettement  séparé  du  P.  Leray 
»  touchant  cette  qualification,  et  je  me  suis  au  contraire  attaché 
»  à  mettre  en  relief  la  puissante  activité  de  l'espace  {*).  » 

A  propos  de  ce  passage,  je  me  permettrai  d'observer  à  l'émi- 
iient  auteur  qu'il  n'a  pas  bien  compris  mon  système,  s'il  croit 
que  j'ai  été  séduit  par  une  certaine  symétrie  de  classification  en 
faisant  de  l'espace  un  être  passif.  Qu'il  relise  l'article  iv  du  cha- 
pitre I"*'  de  mon  Essai  sur  la  synthèse  des  forces  physiques^  et  il 
le  trouvera  consacré  à  une  discussion,  dont  la  conclusion  der- 
nière est  celle-ci  :  LactivUé  ne  peut  appartenir  qu'à  une  sub- 
stance simple.  Or,  l'espace  réel  est  une  substance  continue  et 
par  suite  composée.  Donc,  pour  moi,  cette  substance  ne  peut  être 
active,  et  je  le  maintiens  parce  que  la  logique  de  mon  système 
l'exige.  D'autre  part,  je  ne  crois  nullement  être  en  contradiction 
avec  moi-même,  en  admettant  qu'un  atome  matériel  parvenu 
aux  limites  de  l'espace  se  réfléchit,  comme  il  ferait  à  la  rencon- 
tre d'un  obstacle  infranchissable.  L'activité  de  l'espace  n'est 
pour  rien  dans  cette  réflexion  ;  c'est  l'activité  interne  de  l'atome 
lui-même  qui  produit  seule  le  phénomène. 

Pour  bien  expliquer  ma  pensée,  je  suis  obligé  de  rappeler  ma 
définition  de  Télément  matériel,  en  exprimant  le  regret  de  ne  pas 
connaître  celle  que  MM.  Vicaire  et  Mansion  adoptent  dans  leur 
discussion. 

Voici  ce  que  j'ai  écrit,  dans  l'essai  déjà  mentionné,  au  début 
<le  l'article  v  du  chapitre  l"  :  «  L'élément  matériel  est  une 
"  substance  simple  ou  monade  localisée,  c'est-à-dire  présente 
»   dans  un  petit  volume  d'espace  réel,  tout  entière  en  chaque 


(*)  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  19*  année  (i894-i8d5),  première 
partie,  p.  ii4. 


>  partie  de  ce  volume,  comme  Dieu  est  présent  dans  tout  Puni- 

>  vers.  »   Fit  plus  loin  :  «  Pour  nous,  Tatome  est  composé  d*un 

•  espace  vr:)\  cl  d*une  monade,  comme  Thomme  est  composé 
»  d*(in  corps  et  d*une  âme;  et  la  monade  est  présentée  tout 
)'    le    volume    d*espace,    comme   rame,  suivant    beaucoup   de 

•  philosophes,  est   présente  à  tout  le  corps.  Cette   présence 

•  dans  les  deux  cas  est  une  présence  d*action.  Comme  Fâme 
»  communique  la  vie  au  corps,  la  monade  communique  Timpé- 
»  nctrabililé  à  l'espace  qu'elle  occupe.  Toutefois,  tandis  que 
••  Tàmc  est  toujours  unie  au  même  corps,  la  monade,  dès  qu*ellc 
»  se  meut,  cesse  d*éire  unie  au  même  espace  et  rend  impéné- 
K   trahies  successivement  différents  lieux.  » 

Je  mentionne  ensuite  les  propriétés  générales  de  Télément 
matériel,  au  nombre  de  cinq  :  Tétendue,  Pimpénétrabilité,  la 
mobilité,  Tinerlie  et  Télasticité. 

Venons  maintenant  à  l'explication  des  phénomènes  de  réflexion 
qu'éprouvent,  selon  moi,  les  atomes  simples  aux  conGns  de 
l'espace,  et  commençons  par  rappeler  les  lois  naturelles  que 
nous  regardons  comme  les  principes  fondamentaux  de  la  méca- 
nique des  atomes. 

L'article  v  du  chapitre  11  de  notre  essai  se  termine  ainsi  : 
«  Nous  pouvons  donc  ramener  les  lois  fondamentales  de  la 
»   nature  aux  deux  suivantes  : 

»  l"*  Loi  de  conservation  des  atomes  qui  comprend  non  seule- 
»   ment  la  conservation  de   leur  masse  ou  étendue,  mais  de 

•  toutes  leurs  propriétés,  mobilité,  inertie,  élasticité; 

»  2*  Loi  de  conservation  de  l'énergie  qui  suppose  un  premier 
»  mouvement  communiqué  par  une  cause  distincte  de  la 
»  matière,  et  maintenu  intégralement  comme  énergie,  en  vertu 
»  des  propriétés  mêmes  des  atomes.  » 

Nous  y  joindrons  la  loi  de  continuité  des  phénomènes  naturels, 
mentionnée  dans  Tarticle  v  du  chapitre  I*'  (Ibid.),  à  propos  de 
l'élasticité  des  atomes,  et  qui  peut  se  formuler  ainsi  :  «  Une 
»  quantité  continue  ne  passe  d'une  valeur  ou  d'une  forme  à  une 
»  autre  qu'en   prenant  successivement  toutes  les  valeurs   ou 

>  formes  intermédiaires.  > 


Considérons  nitiiiiieiiaiit  un  atome  simple,  sp]iériquo,  de  r8)'0nr, 
qui  arrive  aux  iimiies  de  l'espace  réel,  et 
supposons  d'abord  que  la  vilesse  v  de  son 
cenlre  O  soit  dirigée  suivant  la  nor- 
male Or  au  plan  tangent  PP. 

En  vertu  de  la  première  loi,  l'atonae 
doit  conserver  sa  niasse  m  ou  son  volume 
réel  d'espaue  inipénélrable;  en  vertu  de 
la  seconde,  il  doit  conserver  son  éner- 
gie {mv^.  La  monade  ou  principe  actif 
de  l'élément  matériel  obtient  ces  deux 
résultats  en  transformant  à  la  fois  son  volume  et  son  énergie. 

Le  volume  impénéu^ble,  d'abord  spliérique,  devient  un  ellip- 
soïde de  révolution  0'  de  plus  en  plus  aplati,  ayant  pour  axe 
des  pèles  20'6=>26et  pour  rayon  de  l'cquateur  O'a  >=  o,  lon- 
gueurs qui  varient  d'une  manière  continue,  en  satisfaisant  toujours 
à  la  retalion  ba^  <=  r^. 

Le  cenlre  O,  qui  possédait  une  vilesse  uniforme  f,  prend  une 
vitesse  variable  u  qui  décroît  de  u  à  zéro,  et  l'énergie  ciné- 
tique imt;^  se  transforme  peu  k  peu  en  énergie  élastique  e,  de 
manière  que  l'on  ait  conslammeot 

Lorsque  la  iransfonnaiion  est  complète,  ti  ^  0  et  e  ^inw'*. 
A  cet  instant,  l'énergie  de  ressort  £  se  iransforme  à  son  tour  en 
énergie  ciiiéli(|uc,  le  centre  0'  rebrousse  chemin,  et  sa  vitesse 
en  arriére  croit  de  zéro  ii  v,  en  même  temps  que  l'ellipsoïde  de 
révolution  parcourt  en  sens  inverse  la  série  des  formes  qu'il 
avait  précédemment  revêtues  et  revient  à  la  forme  sphérique.  A 
ce  moment,  l'atome  quitte  la  surface  limite  et  s'éloigne  avec  la 
vitesse  v  dans  la  direction  de  la  normale. 

Les  trois  lois  de  la  conservation  de  la  masse,  de  la  conser- 
vation de  l'énergie  et  de  la  continuité  des  variations  de  forme  ci 
de  vitesse  ont  été  observées;  et  l'espace  réel  n'y  est  pour  rien. 
Ce    n'est  pas  la    présence  de  l'espace,  mais   plutôt  le   défaut 


d'espace  ultérieur  qui  a  été  la  cause  occasionnelle  des  phéno- 
mènes, et  leur  cause  efficiente  est  Taclivité  de  la  monade.  Seule, 
elle  est  la  véritable  cause  seconde,  docile  aux  lois  que  la  cause 
première  lui  a  imposées. 

La  conclusion  serait  identique  dans  le  cas  où  Pclément  maté- 
riel atteindrait  obliquement  la  surface  limite  de  lespace  réel,  et 
nous  jugeons  inutile  de  donner  plus  de  développement  à  ce 
sujet. 

Suis-je  donc  en  opposition  d'idées  avec  M.  Vicaire,  qui  attri- 
bue à  l'espace  une  fonction  souveraine,  une  puissante  activité? 
Peut-être;  mais  pas  autant  qu'il  semblerait  au  premier  abord. 

Dans  le  monde  inorganique,  je  ne  reconnais  d'autre  activité 
que  celle  des  forces  physiques;  et  par  suite,  en  refusant  Tactivité 
à  l'espace,  je  lui  refuse  uniquement  les  propriétés  d'une  force. 
Or,  M.  Vicaire  concède  que  l'action  de  l'espace  n'est  pas  com- 
parable à  celle  d'une  force.  «  S*il  n'y  a  d*action,  dit-il,  que 
»  lorsqu'il  y  a  accélération,  s'il  n'y  a  pas  d  autre  action  que  la 
»  force,  en  ce  cas,  l'action  de  l'espace  sur  les  corps  est,  jVn 
•  conviens,  rigoureusement  nulle  (*),  >  Donc,  sur  ce  point, 
nous  sommes  parfaitement  d'accord. 

D'un  autre  côté,  je  ne  refuse  pas  à  l'espace  réel  le  rôle  sou- 
verain que  réclame  pour  lui  M.  Vicaire,  lorsqu'il  parle  de  sa 
connexion  nécessaire  avec  le  mouvement  absolu  des  corps,  avec 
la  détermination  de  leurs  vitesses  en  grandeur  et  en  direction. 
Seulement,  ces  relations  de  l'espace  avec  la  matière  sont  pour 
moi  des  rapports  de  position  et  non  des  rapports  d'action. 

Toutefois,  il  reste  un  point  sur  lequel  je  ne  puis  accorder  nos 
idées,  c*est  la  notion  d'inertie.  Suivant  M.  Vicaire,  c'est  une 
action  de  l'espace  réel  sur  la  matière  qui  constitue  l'inertie  de 
celle-ci  {**).  J'avoue  que  cette  assertion  m'étonne,  mais  je  n'en- 
ireprendrai  pas  de  la  discuter,  parce  que  je  soupçonne  son  auteur 


(')  Note  sur  la  réalité  de  l'espace  (Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles,  i9«  année  (1894-1895),  session  d'avril  4895,  p.  1 15). 

(*')  Annales  deja  Société  scientifique  de  Bruxelles,  iS*  année  (1898-1894),  â«  partie, 
p.  989. 


de  n*avoir  pas  la  même  idée  que  moi  de  Tessence  de  la  matière» 
et  pour  qu*une  discussion  puisse  aboutir,  il  faut  commencer  par 
s'entendre  sur  la  signification  des  termes. 

La  seule  conclusion  de  cette  note  que  je  tienne  à  énoncer,  cVst 
que  je  ne  vois  rien  dans  le  travail  de  M.  Vicaire  qui  m'oblige  à 
modifier  mon  opinion  sur  la  passivité  de  fcspace.  » 

M.  Vicaire  présente  les  observations  suivantes  à  propos  de 
celle  note  du  R.  P.  Leray  : 

«  Le  R.  P.  Leray  se  plainl  que  j*aie  inexactement  résumé  les 
motifs  qui  Tont  conduit  h  considérer  Tespace  réel  comme  entiè- 
rement dépourvu  d'activité.  Le  principal,  dit-il,  est  que  Tactivité 
ne  peijt  appartenir  qu'à  une  substance  simple  et  que  l'espace, 
étant  continu,  n'est  pas  simple. 

Je  ne  puis  que  donner  acte  à  notre  savant  confrère  de  cette 
rectification,  tout  en  constatant  que,  dans  son  Essai  sur  la  syn- 
thèse des  forces  physiques,  ce  principe  est  invoqué  dans  l'ar- 
ticle IV  pour  justifier  ses  vues  sur  la  constitution  de  l'atome 
matériel  et  non  à  propos  des  propriétés  de  l'espace,  tandis  que 
l'aperçu  sur  la  classification  générale  des  êtres,  auquel  j'ai  fait 
allusion,  est  développé  dans  l'article  n,  intitulé  :  «  De  l'étendue 
et  de  l'espace.  >  J'étais  un  peu  excusable,  ce  me  semble,  de 
chercher  surtout  dans  cet  article  n  la  justification  des  pro- 
priétés attribuées  à  l'espace. 

Sur  le  fond  de  la  question,  je  me  borne  à  constater  que  mon 
différend  avec  le  R.  P.  Leray  porte  uniquement  sur  une  question 
philosophique,  sur  la  définition  de  l'activité,  de  la  passivité,  peut- 
être  aussi  de  la  simplicité.  Mais  nous  somnjes  entièrement  d'ac- 
cord sur  Texistence  de  l'espace,  sur  le  rôle  qu'il  joue  par  rapport 
aux  corps,  en  un  mot,  sur  tout  ce  qui  intéresse  la  mécanique,  à 
cela  près  que  je  n'ai  pas  eu  à  m'occuper  de  ce  qui  se  passe  aux 
confins  de  l'espace  réel. 

Qu'il  me  soit  permis  maintenant  d'ajouter  un  mot  à  l'adresse 
de  M.  De  Tîlly.  Le  savant  général  n'est  séparé  de  nous,  sur  cette 
question  de  l'espace,  que  par  un  pas  qu'il  aura  bien  de  la  peine 
à  ne  pas  franchir. 
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Dans  une  note  communiquée  à  la  Société  dans  sa  session 
d'avril  1892,  et  qui  se  trouve  résumée  h  la  suite  de  la  communi- 
cation de  M.  Mansion  sur  les  principes  de  la  mécanique  ration- 
nelle, M.  De  Tilly  admet  Texistence  d*un  système  invariable 
sans  rotation  ni  accélération^  par  rapport  auquel  le  principe  de 
rinertie  se  vérifie.  «  L'expérience,  dit-il,  semble  prouver  que 
le  système  en  question  est  celui  des  étoiles  fixes.  » 

Or,  le  système  des  étoiles  fixes  n'est  pas  invariable  et  ne  peut 
pas,  par  conséquent,  être  le  système  en  question.  Il  faut  donc 
chercher  ce  dernier  ailleurs,  et  je  ne  vois  que  deux  solutions  pos- 
sibles :  le  corps  Alpha  de  Neumann,  ou  qtielque  chose  qui  soit 
entièrement  distinct  de  la  matière.  J*ai  développé  dans  mon 
mémoire  sur  la  réalité  de  l'espace  {Annales  de  la  Soc.  scientifique 
de  Bruxelles,  t.  XVlll)  les  motifs  qui  doivent  faire  rejeter  la 
première  et  admettre  la  seconde  de  ces  solutions.  » 

La  section  vote  l'impression  de  la  note  du  R.  P.  Leray  et  des 
observations  de  M.  Vicaire.  Cette  note  d'ailleurs  donne  lieu  à 
une  discussion  à  laquelle  tous  les  membres  prennent  part. 

M.  Mansion  analyse  ensuite  l'important  ouvrage  historique  qui 
vient  de  paraître  sous  le  titre  :  Théorie  der  Parallellinien  von 
Euclid  bis  aufGauss,  eine  Lrkundensawmlung  zur  Vorgeschichte 
der  nichteuclidischen  Géométrie,  in  Gemeinschaft  mit  F.  Engel 
herausgegeben  von  P.  Stiickel  (Leipzig,  Teubner). 

Cette  analyse  paraîtra  in  extenso  dans  la  Revue  des  questions 
scientifiques,  livraison  d'octobre  1895. 

On  peut,  d'après  le  livre  de  M.  Slâckel,  résumer  comme  il 
suit  les  résultats  obtenus  par  les  géomètres  sur  les  principes 
fondamentaux  de  la  géométrie,  avant  la  première  publication  de 
Lobatchefsky.  On  suppose  admis  le  postulat  6  d'Euclide. 

I.  Théorème  de  Legendre  (1752-1833).  La  somme  des  angles 
d'un  triangle  ne  peut  surpasser  detix  droits  (1800).  Elle  est  égale 
ou  inférieure  à  deux  droits  dans  tous  les  triangles  si  elle  Test 
dans  un  seul  (1833). 

IL  Théorème  de  Sacclieri  (1667-1733).  Dans  l'hypothèse  où 


la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  inférieure  h  deux  droits, 
deux  droites  se  rencontrent,  ou  sont  asymptotes  Tune  de  Tautre, 
ou  ont  une  perpendiculaire  commune  à  partir  de  laquelle  elles 
divergent  (1733). 

III.  Théorème  de  Lambert  (1728-1777).  Dans  la  même  hypo- 
thèse, Taire  d'un  triangle  est  proportionnelle  à  son  déficit  angu- 
laire (1766;  publié  en  1786). 

IV.  Théorème  de  Taurinus  (1794-1874).  Cette  même  hypo- 
thèse répond  à  la  relation  suivante  : 

a  b       c  b       c 

Ch-  =  Ch  -;  Ch Sh  -  Sh  -  cos  A, 

R  R       R  R       R 

(  ntre  les  côtés  a,  6,  c  et  un  angle  A  d'un  triangle.  Par  suite,  elle 
ne  peut  conduire  à  aucune  contradiction  logique  (1826). 

V.  Théorème  de  Gams  (1 777-1 8S3)  et  de  Schweickart  (1780- 
1857).  Cette  hypothèse  peut  être  réalisée  dans  la  nature,  con- 
trairement aux  assertions  gratuites  de  Kant  dans  la  Kritik  der 
refnen  Femww/Ï  (1819). 

VI.  Remarque.  Saccheri,  Lambert  et  Taurinus  ont  trouvé  les 
premières  propositions  de  la  géométrie  riemannienne;  les  deux 
derniers  savent  qu'elle  correspond  à  la  géométrie  euclidienne  de 
la  sphère  et  soupçonnent  une  correspondance  semblable  pour  la 
géométrie  où  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  infé- 
rieure à  deux  droits. 

Enfin,  la  conclusion  suprême  à  déduire  de  cette  étude  histo- 
rique est  la  suivante  :  La  découverte  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne vers  1850  était  inévitable  (Halsted). 

Kl.  Vicaire  présente  quelques  observations  au  sujet  d'une 
note  de  M.  Mansion  intitulée  :  Sur  les  principes  de  la  mécanique 
rationnelle  (Ann.  de  la  Soc.  scientif.  de  Bruxelles,  1891-189S, 
t.  XVI,  1"  partie,  pp.  81-85),  et  des  développements  que 
Al.  Pasquier  a  donnés  à  la  même  manière  de  voir  dans  une 
communication  faite  à  la  Société,  à  la  session  de  janvier  1895 
(Ibid.,  1894-1895,  t.  XIX,  1"  partie,  pp.  46  et  56). 


I.  On  peut,  dit  M.  Vicaire,  envisager  ces  communications 
de  deux  manières.  Ou  bien  il  s^agit  simplement  d*un  mode  d'ex- 
position, et  alors  les  objections  ne  peuvent  porter  que  sur  une 
question  d'opportunité,  sur  les  avantages  ou  les  inconvénients  de 
ce  mode  d'exposition.  Ou  bien  il  s*agit  d'une  manière  de  com- 
prendre la  mécanique;  ce  sont  les  principes  mêmes  de  celle-ci 
qui  sont  contestés,  et  alors  d'autres  objections  plus  graves  s'ajou- 
tent aux  premières. 

Il  semble  bien  que  c'est  surtout  un  mode  d'exposition  que  nos 
confrères  ont  eu  en  vue,  puisqu'ils  admettent  l'existence  d'une 
mécanique  physique  s'appuyant  sur  des  principes  d'ordre  expé- 
rimental. Cependant,  on  pourrait  aussi  penser  que  M.  Mansion 
va  plus  loin  lorsqu'il  renvoie  à  la  Mechanik  de  KirchhofT,  où  ce 
sont  bien  les  principes  qui  sont  en  cause,  et  surtout  lorsque,  dans 
une  note  Sur  Vinutiliié  de  l'espace  dit  réel  en  mécanique  {*),  il 
dit,  se  référant  à  la  note  ci-dessus  citée  :  «  Nous  avons  essayé  de 
montrer  que  ces  principes  sont  purement  formels  et  équivalent 
à  la  définition  de  quelques  termes  nouveaux  que  l'on  introduit 
dans  la  science  de  Tétendue.   » 

J'examinerai  d'abord  la  question  d'opportunité  et  je  passerai 
ensuite  à  ce  qui  touche  aux  principes,  me  réservant  toutefois  de 
revenir  ultérieurement  sur  la  mécanique  de  Kirchhoff. 

II.  Ëvidemment,  il  est  possible  d'édifier  une  mécanique 
rationnelle  de  laquelle  on  bannirait  toute  discussion  sur  la  valeur 
et  la  portée  des  notions  et  des  principes  fondamentaux  en  pré- 
sentant ceux-ci  comme  de  simples  conventions  et  les  forces  ou 
autres  entités  nécessaires  à  la  mécanique  comme  des  grandeurs 
définies  arbitrairement,  sans  se  préoccuper  de  savoir  s'il  existe 
(fuelque  chose  de  semblable  dans  la  nature.  Mais  on  ne  bannirait 
ces  discussions  d'une  partie  de  la  science  que  pour  les  rejeter 
dans  une  autre;  on  ne  pourrait  pas  les  écarter  lorsqu'il  s'agirait 
de  savoir  jusqu'à  quel  point  les  formules  et  les  conclusions  de 


(*)  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  \1X,  1894-1895,  !'•  partie, 
pp.  56-58. 
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cette  mécanique  rationnelle  sont  applicables  aux  problèmes  du 
monde  réel. 

A  vrai  dire,  tout  Texposé  de  la  mécanique  physique  se  réduirait 
à  adirmer  que  les  choses  se  passent  en  effet  comme  on  Ta  supposé 
dans  la  mécanique  rationnelle,  si  Ton  considère  les  grandeurs 
arbitraires  de  celle-ci  comme  représentant  les  réalités  de  même 
nom  qu*on  rencontre  dans  la  nature  et  dans  les  arts.  Est- 
ce  bien  la  peine  d*en  faire  une  science  distincte? 

D*autre  part,  est-il  admissible  que  le  maître  tienne  son  dis- 
ciple, pendant  de  nombreuses  leçons  ou  à  travers  de  longs 
volumes,  à  spéculer  sur  des  notions  et  des  principes  arbitraires, 
sans  avoir  le  droit  de  lui  dire  que  cela  correspond  à  des  réalités, 
alors  que  Tun  n*enseigne  et  que  Tautrc  n*étudie  qu'en  vue  de 
CCS  réalités?  Ce  serait  pousser  bien  loin  le  formalisme. 

J*estime  que  le  seul  résultat  de  cette  séparation  serait  de  faire 
oublier  la  mécanique  physique,  de  faire  perdre  de  vue  la  néces- 
sité de  baser  la  mécanique  sur  Texpérience.  Trop  de  savants 
sont  déjà  tentés  d*en  faire  une  science  purement  abstraite,  une 
géométrie  à  quatre  dimensions. 

Je  me  demande  même  comment  on  pourrait  définir  cette 
mécanique  rationnelle,  sinon  par  la  mécanique  physique;  quel 
en  serait  Tobjel,  sinon  d*établir  les  formules  nécessaires  à  la 
mécanique  physique.  Et,  en  effet,  c*est  bien  à  celle-ci  quVIle 
demande  son  programme  ;  c*est  aux  besoins  de  celle-ci  qu*elle 
subordonne  ses  recherches. 

Ainsi,  on  a  fait,  en  cinématique,  des  études  considérables  sur 
les  accélérations  de  divers  ordres.  Pourquoi,  en  mécanique,  se 
borne- t-on  au  premier  ordre?  Parce  qu*il  se  présente  seul  dans 
la  mécanique  réelle.  Pourquoi  considère-t-on  des  résistances 
dépendant  des  premières  dérivées  des  coordonnées?  Parce  que 
c*e8t  le  cas  de  la  nature.  Gomment  a-t-on  été  amené  aux  for- 
mules complexes  relatives  au  frottement?  Par  des  considérations 
de  mécanique  physique. 

La  note  de  M.  Pasquier  est  intéressante  à  ce  point  de  vue. 
Bien  qu'il  ait  cherché  h  dotmor  à  ses  formules  la  plus  grande 
généralité  possible,  il  est  obligé  de  se  repérer  à  tout  instant  sur 
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la mécanique  physique.  Sans  ce  guide,  en  effet,  la  prétendue 
mécanique  rationnelle  ne  pourrait  manquer  de  s'égarer  dans  le 
vaste  domaine  de  la  géométrie,  au  point  de  ne  plus  s*y  reconnaître. 

III.  Il  me  semble  qu'on  donne  complète  satisfaction  à  ce  qu'il 
y  a  de  juste  dans  les  vues  de  M.  Mansion  et  de  M.  Pasquier  en 
présentant  la  mécanique  comme  je  lai  fait  dans  mon  mémoire 
Sur  la  realité  de  l'espace  (Ann.  Soc.  scient,  de  Bruxelles,  t.  XVlll, 
1893-1894,  2«  partie,  p.  307). 

Il  n'y  a  pas  deux  mécaniques  :  il  n'y  en  a  qu'une,  science 
essentiellement  expérimentale,  branche  de  la  physique  générale. 
Pour  la  constituer  à  l'étal  de  science  rationnelle,  on  a  pro- 
cédé comme  pour  toutes  les  autres  branches  de  la  physique  :  on 
a  formé  une  hypothèse  dont  on  a  comparé  les  conséquences  avec 
les  faits.  Cette  hypothèse  est  formée  de  Tensemble  des  notions 
fondamentales  et  des  principes  fondamentaux  de  la  mécanique; 
le  développement  de  cette  hypothèse  constitue  la  mécanique 
rationnelle. 

Cette  manière  de  présenter  la  science  met  bien  en  évidence  ce 
qu'il  y  a  de  conventionnel  jusqu'à  un  certain  point,  convention- 
nel, mais  non  arbitraire,  dans  les  bases  de  la  mécanique  ration^ 
nelle  :  c'est  une  hypothèse. 

Seulement,  je  place  au  point  de  départ  la  déclaration  que  cette 
hypothèse  a  pour  objet  d'être  conforme  à  la  réalité  et  que  les 
dénominations  employées  répondent  à  celles  qu'on  rencontre 
dans  les  problèmes  de  la  nature.  La  vérification  suivra  progres- 
sivement le  développement  mathématique  de  l'hypothèse. 

Si  Ton  ajoute  que  celte  hypothèse,  de  l'aveu  général,  s'est 
montrée  jusqu'à  présent  satisfaisante,  qu'elle  a  permis,  dans  un 
nombre  immense  de  cas,  de  prévoir  les  mouvements  des  corps  et 
qu'elle  les  a  prévus  avec  d'autant  plus  d'approximation  qu'on 
avait  analysé  pins  complètement  les  conditions  de  chaque  pro- 
blème et  les  diverses  causes  en  jeu,  il  y  aura  là,  ce  me  semble,  de 
quoi  faire  prendre  patience  à  l'élève  et  autoriser  le  maître  à  faire 
attendre  quelque  temps  les  vérifications. 
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IV.  Dans  Tapplication  aux  problèmes  de  la  nature,  ce  n*esi 
pas  la  mise  en  équauons  qui  est  diflicile.  Elle  est  toujours  facile 
quand  le  problème  est  bien  et  complètement  posé,  et  cela  même 
sans  recourir  aux  procédés  de  Lagrange  fondés  sur  Temploi  du 
principe  de  d*Alembert  et  de  celui  des  vitesses  virtuelles.  Il  suf- 
fit d'écrire  que  Taccélération  de  chaque  point  est  égale  à  la 
résultante  des  forces  divisée  par  la  masse.  La  gloire  qu*on  attri- 
bue généralement  à  ce  grand  géomètre  d*avoir  donné,  avec  son 
équation  générale  de  la  Dynamique,  le  moyen  de  réduire  en 
formules  tous  les  problèmes,  me  semble  le  moindre  de  ses 
mérites. 

Ce  qui  manque  le  plus,  sans  parler  de  la  difficulté  de  tirer 
parti  des  équations,  ce  sont  les  données  :  c'est  la  connaissance  de 
la  constitution  des  corps  considérés  et  des  forces  en  jeu.  On  y 
supplée  par  de  nouvelles  hypothèses,  comme  il  arrive  dans  la 
théorie  de  l'élasticité,  dans  la  mécanique  des  fluides.  De  là  de 
nouvelles  branches  de  la  science,  d'un  caractère  moins  général, 
plus  hypothétique,  que  l'on  a  coutume  néanmoins,  et  avec  rai- 
son, de  comprendre  encore  dans  la  mécanique  rationnelle,  parce 
qu'elles  sont  toujours  le  développement  mathématique  d'une 
hypothèse. 

Mais  dans  une  foule  de  questions,  et  les  branches  que  je  viens 
de  eiter  en  offrent  de  nombreux  exemples,  on  n'arrive  pas  par 
ces  moyens  à  des  résultats  suffisants,  soit  qu'on  ne  réussisse  pas 
à  formuler  une  hypothèse  satisfaisante,  soit  que  les  ressources 
de  la  géométrie  ne  permettent  pas  d'exploiter  convenablement 
les  équations.  Force  est  alors  de  recourir  à  des  expériences 
directes.  C'est  l'ensemble  de  ces  recherches  expérimentales  qui 
mérite  seul,  à  mon  avis,  le  nom  de  mécanique  physique. 

Ainsi  comprises,  la  mécanique  rationnelle  et  la  mécanique 
physique  ne  sont  pas  deux  sciences  distinctes,  diflerant  par  leur 
objet  et  par  la  définition  des  termes  dont  elles  font  usage  :  ce 
sont  deux  parties  d'ime  même  science,  différant  seulement  par 
leurs  méthodes  et  par  leur  degré  d*avancement,  susceptibles,  à 
raison  de  ces  différences  comme  de  l'importance  de  leur  déve- 
loppement, d'être  enseignées  à  part,  mais  se  prêtant  un  mutuel 
appui  et  se  pénétrant  intimement. 
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V.  Doit-on  admettre  que  rexaetitnde  de  l'hypothèse  est 
démontrée  par  le  grand  nombre  des  vérifications  qu^elle  a  subies 
victorieusement?  Oui,  sans  doute,  dans  une  large  mesure,  mais 
peut-être  pas  en  tout. 

Un  trait  important  de  Thypothèse,  c'est  la  conception  du  point 
matériel.  On  sait  que  les  principes  fondamentaux  ne  peuvent 
s*énoncer  avec  précision  et  rigueur  que  pour  un  point  matériel  ; 
la  notion  d*une  force  simple  est  liée  intimement  à  celle  du  point 
matériel  et,  en  somme,  tous  les  raisonnements  qu'on  rencontre 
au  début  de  la  mécanique  reposent  essentiellement  sur  cetti* 
conception.  Mais  on  sait  aussi  que,  pour  appliquer  les  formules 
aux  cas  de  la  nature,  on  est  obligé  d'opérer  au  dernier  moment 
un  petit  escamotage  qui  transforme  les  sommes  relatives  à  des 
agglomérations  discontinues  de  points  matériels  en  des  inté- 
grales relatives  à  des  masses  supposées  continues. 

La  vérification  des  formules  ainsi  obtenues  ne  peut  certes  pas 
être  considérée  comme  une  preuve  de  l'existence  effective  du 
point  matériel,  et  les  dynamistes,  pour  qui  il  est  une  réalité  et 
constitue  l'atome  matériel,  ne  sauraient  s'en  prévaloir.  Sils 
tiraient  argument  de  la  difficulté,  disons  l'impossibilité,  dans 
l'état  actuel  des  choses,  de  commencer  la  mécanique  sans  lui,  on 
leur  objecterait  au  même  titre  l'impossibilité  de  l'achever  avec 
lui.  Au  point  de  vue  strictement  scientifique,  la  conception  du 
point  matériel  n'a  donc  que  la  valeur  d'un  expédient  mathéma- 
tique, d'une  hypothèse  de  coordination  dont  rien  ne  garantit  la 
conformité  avec  la  nature. 

11  y  a  là  certainement  un  point  faible  de  la  mécanique  actuelle, 
point  faible  qui  ne  pourra  disparaître  que  lorsqu'on  aura  résolu 
la  question  de  la  véritable  constitution  de  la  matière. 

Bien  des  gens  estiment  que  cette  question  importe  peu,  et  je 
suis  assez  de  cet  avis  au  point  de  vue  de  la  mécanique  générale 
où  l'on  ne  considère  que  des  forces  agissant  à  de  grandes  dis- 
tances ;  elle  y  gagnerait  cependant  une  rigueur  et  une  élégance 
de  déduction  qui  n^est  pas  à  dédaigner.  Mais  il  ne  pourrait  man- 
quer d'en  être  tout  autrement  pour  la  mécanique  moléculaire; 
si  le  point  matériel  n'est  pas  une  réalité,  son  introduction  fictive 
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nu  lieu  et  place  de  l'atome  réel  doit  certainement  masquer  la 
simplicité  des  phénomènes,  comme  il  arrive  toutes  les  fois  qu*on 
substitue  une  formule  empirique  d*interpolation  à  Texpression 
d^une  loi  naturelle. 

Mais  revenons  à  la  note  de  M.  Mansion. 

VI.  En  un  sens,  on  peut  dire  avec  lui  que  le  principe  de 
Tinertie  équivaut  à  la  définition  de  la  force  :  cause  altératrice  du 
mouvement  uniforme.  Pourtant  il  n*est  pas  une  pure  tautologie, 
car  il  comprend  Taffirmation  que  cette  force  est  extérieure  au 
mobile,  en  d'autres  termes,  que  toutes  les  fois  qu'un  point  maté- 
riel n'a  pas  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  il  existe  en 
dehors  de  lui  un  corps  dont  l'action  explique  l'altération  du 
mouvement.  On  pourrait  même  ajouter  que  cette  action  se  rat- 
tache toujours  à  un  phénomène  connu  ou  à  un  phénomène  qu'on 
retrouvera  dans  tous  les  cas  analogues. 

Ce  qui  précède  résulte  très  bien  des  énoncés  suivants  de 
Newton  : 

«  Définition  IV  :  La  force  (vis  impressa)  est  une  action  exer- 
cée sur  un  corps  pour  changer  son  état  de  repos  ou  de  mouve- 
ment rectiligne  uniforme.  • 

C'est  une  action  exercée  du  dehors  évidemment,  et  l'on 
n'aflirme  pas  encore  qu'elle  peut  seule  changer  l'état  de  repos 
ou  de  mouvement  uniforme.  Cette  affirmation  constitue  précisé- 
ment le  principe  de  l'inertie  : 

«  Axiome  ou  loi  I.  —  Tout  corps  persévère  dans  son  état  de 
repos  ou  de  mouvement  rectiligne  uniforme  s'il  n'est  obligé  par 
des  forces  (a  viribus  impressis)  à  modifier  son  état.  » 

En  d'autres  termes,  il  y  a  là  une  proposition  et  sa  réciproque  : 

«  La  force  est  une  cause  altératrice...  »,  et  :  «  Toute  cause 
altératrice...  est  une  force.  • 

VIL  M.  Mansion  distingue  la  force  considérée  au  sens  méta- 
physique (je  dirais  plutôt  au  sens  physique),  c'est-à-dire  consi- 
dérée en  elle-même,  en  tant  que  cause,  de  la  force  mathéma- 
tique. La  distinction  est  nécessaire  et  Newton  Ta  déjà  faite;  la 
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force  mathémaiique  est  ce  qu*on  pourrait,  en  notre  langage 
aioderne,  appeler  mesure  de  la  force^  mesure  géométrique  s'en- 
tend, c'esl-à-dire  comprenant  la  grandeur  et  la  direction. 

Cette  Torce  mathématique,  M.  Matision  la  détermine  par  la 
déviation.  J'emploierai  de  préférence  faccéléralion,  qui  me 
semble  intervenir  plus  naturellement  ;  mais  c'est  équivalent  au 
point  de  vue  cinématique  et  ce  n  est  pas  là-dessus  que  je  veux 
appeler  Tattention. 

Prendre  Taccéléraiion  comme  mesure  de  la  force  (eu  égard, 
bien  entendu,  à  la  masse  du  point  mobile),  c'est  ajouter  beau- 
coup h  la  définition  newtonienne  de  la  force  ci-dessus  rappelée. 
J^admets  bien,ainsi  que  je  l'ai  exposé  plus  longuement  ailleurs  (*), 
qu'une  cause  ne  peut  se  mesurer  autrement  que  par  son  effet; 
par  conséquent  la  force,  cause  altératrice  du  mouvement,  doit  se 
mesurer  par  laltération  de  celui-ci.  Mais  que  l'altération  du  mou- 
vement soit  la  même  chose  que  l'accélération,  c'est-à-dire 
dérivée  géométrique  de  la  vitesse,  c'est  ce  qui  est  moins  évident. 
Pourquoi,  si  l'on  considère  deux  vitesses  infiniment  voisines, 
doit-on  les  combiner  par  la  règle  de  la  différentiation  géomé- 
trique, et  non  autrement?  Pourquoi  même  ne  pas  faire  inter- 
venir trois  vitesses  infiniment  voisines,  de  sorte  que  la  force 
dépendrait  de  la  torsion  de  la  courbe? 

Sur  un  point  au  repos,  on  doit  admettre  comme  évident  que 
la  même  force  produira  toujours  le  même  mouvement  et  par 
conséquent  la  même  accélération.  Il  est  très  naturel  de  prendre 
cette  accélération  pour  mesure  de  la  force.  On  l'a  fait  et  les 
succès  obtenus  ont  montré  qu'on  avait  bien  fait. 

Que  Paccélération  reste  la  même  lorsque  le  point  mobile 
a  déjà  une  vitesse,  c'est  ce  qui  n'était  pas  aussi  facile  à  pré- 
voir. L'expérience  ayant  prouvé  qu'il  en  est  ainsi,  Newton  a  fait 
de  cette  vérité  l'objet  de  son  second  principe  (**).  Ce  second 


(*)  De  la  valeur  objective  des  hypothèses  physiques  (Revue  des  questions  sciehti- 
FiQUES,  Bruxelles,  a? ril  4893,  %  X). 

(**)  Loi  II.  «  Le  changement  du  roouTement  est  proportionnel  à  la  force  et  se  fait 
saif  ant  sa  direction.  • 
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principe  se  trouve  englobé  implicitement  dans  la  définition  de  la 
force  mathématique  telle  que  la  donne  M.  Mausion;  je  crois  que 
c  est  un  tort. 

VIII.  Beaucoup  d^auteurs  introduisent,  dans  Ténoncé  de  ce 
second  principe,  la  règle  de  la  composition  ou  de  Tindépendance 
des  eiïets  des  Forces.  M.  Mansion  réduit  même  le  principe  à  celle 
seconde  partie.  Newton  a  procédé  autrement. 

Il  considère  comme  évident  que  l'eflet  d*une  force  doit  se 
composer  avec  l'effet  simultané  d*une  autre  force  comme  il  se 
compose  avec  celui  d*un  mouvement  initial.  Il  démontre  ainsi  le 
théorème  de  la  composition  des  forces  comme  corollaire  du  second 
principe. 

Si  cela  ne  parait  pas  suflisant,  on  peut  recourir  à  Tune  des 
nombreuses  démonstrations  qu'on  a  données  depuis  lors,  notam- 
ment celles  de  d'Alembert,  de  Poisson,  de  Cauchy.  Mais  il  semble 
défectueux  de  poser  comme  principe  ce  qui  est  susceptible  de 
démonstration. 

Ce  qui  semble,  en  tout  cas,  inadmissible,  c*est  de  faire  de  cette 
vérité  une  convention. 

Sans  doute,  dans  une  mécanique  purement  formelle,  peu 
importe  la  base  philosophique  de  la  règle  du  polygone  des  forces; 
peu  importe  même  qu'elle  ait  une  base  quelconque  :  cela  ne 
change  rien  aux  formules  qu^on  en  tire.  Mais  peut-on  vraiment 
admettre  que  le  disciple  se  résignera  h  aller  jusqu'au  bout  de  la 
mécanique  rationnelle  sans  savoir  si  cette  convention  est  motivée, 
si  ces  formules  serviront  à  quelque  chose? 

Bien  plus,  cette  règle  serait  conventionnelle  même  dans  la 
mécanique  expérimentale!  En  effet,  quand  elle  ne  se  vérifie  pas, 
dit  M.  Mansion,  on  dit  que  les  deux  forces  sur  lesquelles  on  a 
opéré  en  font  naitre  une  troisième  qu'on  détermine  par  la  règle 
en  question,  et  ainsi  celle*ci  se  vérifie  toujours  par  construction. 

Rien  n'est  moins  exact,  à  mon  avis. 

Lorsqu'un  mouvement  se  produit  sous  Taciion  de  deux  forces 
connues  et  que  la  résultante  calculée  par  la  règle  du  parallélo- 
gramme ne  rend  pas  compte  de  Taccélération  observée,  on  cal- 
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cule,  en  effet,  par  la  même  règle,  la  force  compléinentaire  qu*il 
faut  adjoindre.  Mais  ce  qui  est  remarquable,  cVst  qu'on  arrive 
généralement  à  une  force  dont  la  grandeur  et  la  direction  s'ex- 
pliquent par  des  lois  connues  de  la  physique;  s'il  n'en  est  pas 
ainsi,  on  est  en  présence  d'un  phénomène  encore  inobservé, 
mais  on  le  retrouvera  dans  tous  les  cas  analogues.  En  outre,  et 
c'est  ce  qui  achève  d'ôter  à  la  règle  du  parallélogramme  ou  du 
polygone  tout  caractère  conventionnel,  si  l'on  essayait  d'appli- 
quer une  autre  règle,  on  n'arriverait  à  aucun  résultat  simple,  à 
aucune  loi  constante. 

Du  reste,  celte  nécessité  d'introduire  des  forces  complémen- 
taires se  présente  tout  aussi  bien  pour  les  mouvements  dus  à  une 
seule  force  connue  et  non  à  deux.  La  force  unique  dans  un  cas, 
la  résultante  des  deux  forces  dans  l'autre,  se  comportent  exacte- 
ment de  la  même  manière. 

Remarquons  encore  que  la  règle  du  parallélogramme  n'est  pas 
susceptible  de  vérification  expérimentale  directe.  Elle  n'a  lieu, 
en  effet,  que  pour  des  forces  simples  et,  par  conséquent,  appli- 
quées à  un  point  matériel.  Or,  les  physiciens  n*ont  pas  encore 
réussi  à  isoler  un  point  matériel.  Toutes  les  forces  sur  lesquelles 
nous  opérons  sont  des  résultantes,  ou  plutôt  des  systèmes  de 
forces  qui,  la  plupart  du  temps,  n'ont  pas  même, en  toute  rigueur, 
une  résultante  unique. 

IX.  M.  Mansion  exclut  de  la  mécanique  rationnelle  le  principe 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  qui,  dit-il,  semble  appar- 
tenir plutôt  à  la  mécanique  physique. 

Je  conviens  qu'il  est  diflicile  d'en  donner  un  énoncé  pure- 
ment mathématique.  Il  faut  nécessairement  parler  de  laction 
d'un  point  déterminé  sur  un  point  déterminé,  considération 
d  ordre  essentiellement  physique.  Mais  cela  même  met  en  évi- 
dence rimpossibilité  de  traiter  la  mécanique  rationnelle  en  dehors 
de  ces  considérations.  On  serait  conduit,  en  effet,  à  en  exclure 
arbitrairement  une  foule  de  questions. 

Ainsi,  la  mécanique  rationnelle  étudierait  le  mouvement  du 
pendule,  mais  pour  connaître  l'effort  supporté  par  le  point  de 
XX  it 


suspension,  il  faudrait  passer  à  la  mécanique  physique.  Et  de 
même  toutes  les  fois  qu'il  y  a  des  forces  extérieures. 

La  distinction  essentielle  des  forces  extérieures  et  des  forces 
intérieures  soulève  une  difficulté  du  même  genre  et  d'ailleurs  en 
connexion  intime  avec  la  précédente.  M.  Mansion  désigne  impro- 
prement sous  le  nom  de  forces  intérieures  les  forces  de  liaison 
qui  peuvent  tout  aussi  bien  être  extérieures.  S'il  avait  voulu 
aborder  la  véritable  déGniiion  de  ces  deux  espèces  de  forces,  il 
aurait  eu,  je  crois,  quelque  difficulté  à  la  présenter  d'une  manière 
purement  mathématique. 

Et  cependant  cette  distinction  est  indispensable.  Elle  se  pré- 
sente dans  une  foule  de  questions.  Elle  est  nécessaire,  par  exemple, 
pour  démontrer  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Lorsqu'il  y  a  une  fonction  des  forces,  on  peut  la  diviser  en 
deux  parties.  Tune  qui  ne  dépend  que  des  différences  des  coor- 
données, l'autre  qui  ne  peut  pas  se  réduire  à  cette  forme;  la  pre- 
mière fournit  les  forces  intérieures,  qui  se  trouvent  être  deux  à 
deux  égales  et  directement  opposées.  Une  distinction  analogue 
faite  dans  les  équations  de  condition  donne  les  forces  de  liaison 
intérieures  et  extérieures.  Dans  ce  cas  donc,  on  obtient  une  défi- 
nition purement  mathématique  des  deux  sortes  de  forces. 

Je  ne  sais  si  l'on  pourrait  y  parvenir  dans  le  cas  général.  Tou- 
jours est-il  que  Jacobi  n'y  a  pas  réussi.  Pour  établir  le  théorème 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  fonc- 
tion des  forces,  il  admet  tout  simplement  l'égalité  de  l'action  et 
de  la  réaction  (*). 

Quant  à  Kirchhoff,  c'est  autre  chose.  Il  se  contente  de  dire 
que  le  centre  de  gravité  se  meut  comme  si  toutes  les  masses  et 
toutes  les  forces  y  étaient  concentrées.  Mais  n'ayant  pas  fait  la 
distinction  des  deux  sortes  de  forces,  il  ne  peut  pas  constater  que 
les  forces  intérieures  disparaissent  dans  cette  concentration  ;  par 
là  le  théorème  perd  son  principal  intérêt  (**). 

Des   faits  analogues  se  présentent  dans  beaucoup  d'autres 


(')  Jacobi,  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  3«  leçon. 
('*)  KiRCBHOFr,  Mechaniky  A*  leçon. 


questions,  et  c^est  ainsi  qu'en  voulant  isoler  la  mécanique  ration- 
nelle et  surtout  la  mceani(|ue  rationnelle  purement  analytique, 
les  plus  profonds  mathématiciens  arrivent  à  la  restreindre  à  des 
cas  très  particuliers  et  tout  à  fait  théoriques,  et  à  se  faire  de  la 
mécanique  une  conception  beaucoup  plus  étroite,  moins  pratique 
surtout,  que  celle  d*un  bon  élève  qui  aura  suivi  un  cours  élémen- 
taire fondé  sur  des  considérations  physiques. 

M.  Mansion  répond  en  substance  ce  qui  suit  : 

1*  Sur  la  question  du  mouvement  et  de  Tespace  absolus,  il 
ne  peut  que  maintenir  sa  manière  de  voir.  5e  mouvoir  est  un 
terme  essentiellement  relatif.  Le  mouvement  de  n  points  est  com- 
plètement décrit  quand  on  donne  à  chaque  instant  les  ^n  {n-^\) 
distances  de  ces  points.  Il  pense  d*ailleurs  que  les  définitions  de 
Tespace  absolu  données  par  divers  auteurs  sont  purement  con- 
ventionnelles. 

2"  Sur  les  autres  points,  au  contraire,  il  est,  au  fond,  h  peu 
près  d*accord  avec  M.  Vicaire.  Ainsi,  il  ne  pense  pas  que  l'on 
doive  séparer  renseignement  de  la  mécanique  physique  de  celui 
de  la  mécanique  rationnelle,  et  il  ne  met  nullement  en  doute  les 
principes  de  la  mécanique  physique.  Mais,  dans  renseignement 
de  la  mécanique,  il  pense  qu*il  faut  distinguer  plus  nettement 
qu'on  ne  le  fait  d  ordinaire  les  principes  purement  rationnels 
qui  sont  une  suite  des  définitions,  des  vérités  expérimentales. 
Ainsi  : 

I.  Le  principe  de  Tinertie  est  une  conséquence  logique  de  la 
définition  de  la  force  :  cause  altératrice  du  mouvement  rectiligne 
uniforme  {*),  ou  de  la  convention  d'après  laquelle  on  mesure 
cette  force  en  divisant  le  double  de  la  déviation  qu'elle  produit  par 
le  carré  du  temps  et  prenant  la  limite  de  cette  expression. 

Le  principe  expérimental  correspondant  est  celui-ci  :  il  existe 
dans  la  nature  des  forces  ou  causes  altératrices  du  mouvement 
rectiligne  uniforme  que  nous  pouvons  observer  et  mesurer. 


(')  Bi«D  entendu  par  rapport  à  trois  points  ayant  entre  eux  des  distances  invariables. 


II.  Le  principe  du  parallélogramme  des  forces  est  une  consé- 
quence logique  de  la  définition  de  Taction  simultanée  de  deux 
forces  sur  un  point. 

Le  principe  expérimental  correspondant  est  celui-ci  :  chaque 
fois  que  dans  la  nature  on  a  pu  constater  sé|)arément  reiïet  de 
deux  forces  isolées,  TcfTet  de  ces  deux  forces  agissant  simultané- 
ment a  été  celui  de  la  résultante  de  ces  forces  donnée  par  la 
règle  du  parallélogramme.  Si,  dans  certains  cas,  on  a  dû 
imaginer  une  troisième  force  pour  expliquer  le  mouvement 
produit  en  apparence  par  deux  autres,  on  a  reconnu  que  cette 
troisième  force  ne  servait  pas  seulement  dans  Tinterprélation  du 
phénomène  considéré,  mais  aussi  dans  d'autres. 

III.  Les  équations  générales  du  mouvement  d*un  système  de 
n  points  sont  au  fond  une  définition  de  ce  que  Ton  appelle 
système  de  n  points  soumis  aux  mêmes  forces  proprement  dites 
que  n  points  libres. 

Le  principe  expérimental  correspondant  est  celui-ci  :  lorsque, 
dans  un  pareil  système,  on  parvient  h  supprimer  les  forces  dites 
de  liaison,  les  forces  proprement  dites  restent  les  mêmes. 

Le  mode  dVxposition  préconisé  ici  fait  disparaître  toutes  les 
diiïicuhés  relatives  aux  principes  de  la  mécanique  rationnelle  et 
de  la  mécanique  physique.  Les  principes  de  la  première  sont  une 
suite  des  définitions.  Dans  ceux  de  la  seconde,  on  ay/irme  simple- 
ment, au  nom  de  l'expérience,  que  ce  qui  a  été  défini  en  méca- 
nique rationnelle  se  présente  réellement  dans  la  nature.  Les 
premiers  sont  des  jugements  analytiques  (à  priori)  ;  les  seconds, 
des  jugements  synthétiques  (à  posteriori), 

M.  Goedseels  fait  observer  que  le  phénomène  de  Taber- 
ration  de  la  lumière  fournil  un  moyen  de  reconnaître  une  caté- 
gorie de  systèmes  de  comparaison  parmi  lesquels  il  convient  de 
choisir  ceux  qui  sont  en  repos  absolu  (ou  dit  absolu).  . 

En  effet,  on  sait  que  la  direction  apparente  dans  laquelle  on 
voit  un  point  lumineux  est  la  diagonale  d*un  parallélogramme 
dont  un  des  côtés  est  la  vitesse  absolue  (ou  dite  absolue)  deTœil 
de  l'observateur. 
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Par  conséquent,  si  la  vitesse  de  cet  œil  par  rapport  à  un  sys- 
tème d'axes  OXYZ  ne  fournit  pas  la  direction  apparente  observée, 
c'est  que  ces  axes  ne  sont  pas  au  repos  absolu  (ou  dit  absolu).  Si, 
au  contraire,  la  vitesse  de  cet  œil  par  rapport  au  système  d^axes 
OXYZ  fournit  la  direction  apparente  observée,  ce  système  est 
de  ceux  parmi  lesquels  il  convient  d'en  choisir  un  au  repos 
absolu  (ou  dit  absolu). 

Les  communications  de  MM.  Vicaire,  Mansion  et  Goedsecls 
donnent  lieu  à  une  discussion  à  laquelle  prennent  part  la  plupart 
des  membres  de  la  section. 

Les  trois  communications  suivantes  sont  renvoyées  à  la  pro- 
chaine session  : 

1*  Sur  les  notations  algébriques  avant  Descartes^  par  M.  C. 
Le  Paige; 

2*  Sur  certaines  sommations  relatives  à  la  série  de  Lambert, 
par  M.  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin  ; 

3®  Sur  une  nouvelle  forme  de  la  relation  entre  les  distances  de 
cinq  points  en  géométrie  non  euclidienne,  par  M.  P.  Mansion. 


Deailëme  sectloD« 

M.  le  professeur  L.  Henry  est  empêché  par  une  indisposition 
d'assister  à  la  séance;  ses  communications  sont  remises  à  la 
prochaine  réunion. 

4 

Une  commission,  composée  de  M.  Duhemet  du  R.  P.  Lucas, 
est  chargée  d'examiner  la  note  présentée  par  le  R.  P.  Leray  : 
Composante  normale  de  la  tension  superficielle  des  liquides. 

M.  le  professeur  Van  der  Mensbrugghe,  indisposé,  a  chargé  le 
secrétaire  de  donner  lecture  du  travail  suivant  : 


tt 


Quelques  expériences  propres  à  faire  comprendre  la  constitution 
des  liquides^  par  M.  G.  Van  der  Mensbrugghb. 

L*esprit  humain  est  sujet  à  d'étranges  aberrations.  A  l'appui 
de  celte  thèse,  on  peut  citer  les  preuves  les  plus  diverses;  on 
voici  une  qui  est  tirée  de  Fhistoire  de  la  physique. 

Tout  le  monde  sait  que  les  liquides  s'évaporent;  au  bout  de 
vingt-quatre  heures  et  par  mètre  carré  de  surface  libre,  le  poids 
de  leau  évaporée  est  de  plus  de  1  kilogramme;  c'est  là  un 
résultat  bien  facile  à  constater;  on  en  <léduit  qu'en  une  seconde 
et  par  mètre  carré,  il  se  répand  dans  l'air  ambinnt  11  "«'.B?; 
or,  la  couche  superficielle  ayant  1  mètre  carré  de  base  et  '""^/joooo 
d'épaisseur,  ne  pèserait  que  50"**'  si  elle  avait  partout  même 
densité;  il  suit  de  là  que  celte  même  coucthe  perd  en  V  plus 
du  cinquième  (près  du  quart)  du  liquide  qui  la  constitue. 

D'après  cela,  est-il  permis  de  supposer  qu'un  liquide  donné 
est  en  équilibre  dans  toutes  ses  parties?  Evidemment  non;  c'est 
pourtant  ce  que  mathématiciens  et  physiciens  h  l'envi  ont  tou- 
jours fait  et  font  encore  couramment.  11  y  a  même  en  physique 
un  chapitre  spécial,  intitulé  Hydrostatiquey  c'est-à-dire  science 
de  l'équilibre  des  liquides.  Est-ce  à  dire  que  les  physiciens 
n'étudient  pas  aussi  les  lois  de  l'évaporation  ?  Non  certes; 
seulement,  pendant  cette  étude,  ils  oublient  qu'antérieurement 
ils  ont  toujours  supposé  les  liquides  en  équilibre  parfait.  Voilà 
la  singulière  inconséquence  que  je  tenais  à  constater  ici. 

Toutefois  n'exagérons  pas,  et  convenons  que,  dans  les  ques- 
tions relatives  aux  propriétés  des  liquides  considérés  en  masses 
assez  grandes,  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  admettre  que  l'équi- 
libre ait  lieu  dans  la  couche  superficielle  comme  à  l'intérieur; 
car  alors  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  les  liquides 
l'emportent  de  beaucoup  sur  celles  qui  peuvent  dériver  de  la 
cohésion,  tout  au  moins  à  une  certaine  distance  des  parois  des 
vases  renfermant  les  liquides. 

Mais  il  en  est  tout  autrement  dans  l'étude  de  la  capillarité, 
dont  les  effets  sont  dus  à  des  forces  dont  le  siège  se  trouve 
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précisément  dans  ia  couche  siiperGcielle;  supposer  l'équilibre 
parfait  du  liquide  dans  cette  couche  qui  se  renouvelle  incessam- 
ment, c*est  se  mettre  dans  Timpossibilité  de  découvrir  les  véri- 
tables forces  Ggurntrices  qui  président  aux  phénomènes  capil- 
laires. 

Depuis  longtemps  déjà,  j'ai  signalé  Tinstabililé  d'une  surface 
liquide  libre  (*);  mais  alors  je  cédais  encore  trop  à  la  routine, 
et  je  n'ai  pas  formulé  mes  réserves  en  termes  suflisammeni 
catégoriques. 

L'année  dernière,  j'ai  présenté  à  notre  section  une  démonstra- 
tion très  simple  de  la  cause  commune  de  Tévaporalion  et  de  la 
tension  superficielle  des  liquides  {**);  jusqu'à  présent,  cette 
démonstration  n'a  été  ni  combattue  ni  acceptée;  mais  personne 
n'ignore  avec  quelle  facilité  on  passe  sous  silence  une  méthode 
plus  simple  et  plus  fondée,  plutôt  que  de  la  signaler  au  détri- 
ment des  idées  reçues. 

Aujourd'hui  je  me  proposais  de  décrire  quelques  expériences 
destinées  à  mettre  de  mieux  en  mieux  en  lumière  la  vraie 
constitution  des  liquides;  toutes  sont  fondées  sur  le  principe 
suivant  : 

5t  l'on  produit  une  compression  dans  un  ensemble  de  corps 
élastiques  soumis  à  des  forces  inégales  qui  tendent  à  les  rappro- 
cher^ la  réaction  due  à  l'élasticité  donnera  lieu^  entre  ces  corps^ 
à  des  écartements  d* autant  plus  prononcés  que  les  forces  qui  les 
sollicitent  sont  moins  intenses. 

On  se  rappelle,  en  effet,  que,  d'après  moi,  les  forces  attrac- 
tives qui  rapprochent  les  particules  à  l'intérieur  d'un  liquide, 
sont  plus  nombreuses  que  près  de  la  surface  libre;  la  réaction 
due  à  l'élasticité  doit  donc  produire  entre  les  particules  super- 
iicielles  des  écarts  d'autant  plus  grands  qu'elles  sont  plus 
voisines  du  milieu  ambiant. 


(';  Sur  l'instabilité  de  l'équilibre  de  la  couche  êuperficielte  d'un  liquide  (Bull,  de 
l'âcad.  ROY.  DE  BelGm  1886,  t.  XI,  p.  'Mi), 

('*)  Ann.  de  la  Soc.  tcientif.  de  Bruxelles,  t  WIll,  l^*  partir,  séance  du  25  jan- 
vier 1894. 
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Lorsque  mes  expériences  de  vériKeation  seront  suffisam- 
ment variées,  je  ne  manquerai  pas  de  les  communiquer  à  la 
section. 

Le  R.  P.  Bareel  fait  quelques  remarques  sur  une  pile  voltaïque. 

Les  piles  Leclanclié  se  composent,  comme  chacun  sait,  de 
charbon  en  contact  avec  du  bioxyde  de  manganèse,  et  d*une  lame 
ou  d'un  bâton  de  zinc,  le  tout  plongeant  dans  une  solution  de 
chlorure  ammonique. 

Dans  certains  modèles,  la  pyrolusite  en  fragments  entoure 
simplement  la  plaque  de  charbon;  dans  d'autres,  le  bioxyde 
pulvérisé  avec  du  graphite  forme,  à  Taide  de  matières  aggluti- 
nantes, im  aggloméré  obtenu  par  moulage. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  bioxyde  passe  pour  être  ici  la  substance 
dépolarisante,  et  Ton  serait  tenté  de  croire  que  la  suppression  de 
MnOji  dans  ce  genre  de  pile  doit  amener  une  polarisation  rapide, 
et  même  un  arrêt  complet  de  fonctionnement  après  quelques 
instants. 

Or,  Texpérience  montre  qu'en  supprimant  de  fait  le  bioxyde, 
et  en  ne  conservant,  par  conséquent,  que  charbon  —  chlorure 
ammonique  —  zinc,  on  obtient  une  pile  fort  passable. 

Deux  éléments  ainsi  constitués  et  réunis  en  tension  ont  fait 
fonctionner  une  sonnerie  ordinaire,  de  résistance  moyenne,  pen- 
dant plus  de  huit  jours,  sans  interruption. 

Sans  doute,  au  commencement  de  rexpérience,  la  force  élec- 
tromotricc  a  dij  s'abaisser  assez  vite.  Des  mesures  n'ont  été  prises 
que  pendant  les  six  derniers  jours  :  or,  durant  tout  ce  temps, 
l'intensité  du  courant  est  restée  sensiblement  constante. 

Pendant  tout  ce  temps  aussi,  des  bulles  d'hydrogène  se 
détachaient  des  charbons  et  venaient  crever  à  la  surface  du 
liquide. 

Les  électrodes  positives,  il  est  utile  de  le  remarquer,  étaient 
des  charbons  artificiels,  a  grains  serrés,  compacts,  et  probable- 
ment meilleurs  conducteurs  que  les  charbons  de  cornue  natu- 
rels. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  de  plus  près  les  phénomènes 
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relatifs  à  cette  pile,  d'en  déterminer  les  constantes  physiques,  et 
de  chercher  en  particulier  quel  est,  au  juste,  le  rôle  du  bioxyde 
de  manganèse  dans  les  piles  ordinaires.  Il  pourrait  se  faire  que 
Taction  chimique  de  ce  composé  fût  insignifiante,  si  pas  nulle, 
tandis  que  son  intervention  comme  dépolarisant  physique  (*) 
pourrait  ne  pas  être  négligeable.  Dans  ce  cas,  l'emploi  de  cer- 
tains charbons  permettrait  de  laisser  de  côté  MnO^. 

Pratiquement,  il  est  certain  qu'en  sus  des  avantages  qui  ont 
mis  en  faveur  la  pile  Leclanché,  Pélémeiit  simpliGé  possède 
encore  ceux-ci  :  résistance  intérieure  relativement  faible,  puisque 
Ton  peut  rapprocher  beaucoup  les  deux  électrodes;  volume 
réduit;  économie  et  facilité  d'entretien. 

M.  F.  Leconte  présente  quelques  remarques  sur  une  expé- 
rience de  capillarité. 

Le  R.  P.  H.  Bolsius,  S.  J.,  communique  à  la  section  la  dispo- 
sition d'un  appareil  pour  le  développement  de  gaz  d'un  usage 
fréquent  en  chimie,  tels  que  lljS,  COj,  CI,  etc. 

Cet  appareil,  combiné  par  un  collègue,  le  R.  P.  Kramers, 
professeur  au  Gymnase  de  Katwijk,  présente  un  grand  avantage 
sur  d'autres  appareils  du  même  genre,  par  exemple  sur  celui  de 
Kipp,  h  trois  ballons  superposés. 

Tandis  que, dans  d'autres,  le  gaz  est  maintenu  sous  une  certaine 
pression  pendant  le  repos  de  l'instrument,  ou  que  le  gaz  déve- 
loppé refoule  le  liquide,  ici  il  n'y  a  pas  de  pression  hors  le  temps 
où  l'on  se  sert  de  l'instrument,  ce  qui  donne  le  grand  avantage 
de  prévenir  bien  des  fuites,  très  désagréables  souvent,  par 
exemple  pour  Hj|S. 

Voici  la  disposition  de  l'appareil. 

La  première  partie  est  un  flacon  de  Wouiff,  A,  à  trois 
tubulures.  Par  une  des  trois  tubulures  passe  un  tube  surmonté 
d'un  ballon,  B,  étiré  par  le  haut  et  portant  un  orifice  étroit. 


{*)  Cf.  J.  Thibion,  s.  J.,  Le  Courant  électrique  (Reyde  DES  ûUEST.  sciENTir.,  jan- 
vier 1885,  p.  70). 
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Une  antre  (ubuliire  donne  passage  à  un  second  tube,  sur- 

monié  également  d*un  ballon,  C. 
Celui-ci  est  pourvu  d'un  large  orifice. 
La  troisiènoe  tubulure  porte  un 
petit  tube  recourbé  et  muni  d'un  tube 
en  caoutchouc  avec  pince. 

Pour  se  servir  de  Tappareil,  on 
commence  par  mettre  dans  le  bal- 
lon G  des  morceaux  de  carbonate  de 
calcium,  <le  sulfure  de  fer»  etc.,  selon 
le  cas. 

Afin  de  prévenir  la  chute  de  me- 
nus morceaux,  on  peut  recouvrir  le 
fond  du  ballon  C  d*une  plaque  en 
plomb  perforée,  ou  le  munir  de  toute 
autre  façon. 

On  ferme  le  goulot  du  ballon  C  à 
faide  d'un  bouchon  de  liège  ou  de  caoutchouc  pourvu  d'un  tube 
è  robinet,  A.  Le  ballon  B  avec  son  long  tube  est  placé  ensuite 
dans  l'autre  tubulure  du  flacon,  dans  lequel  on  a  versé  préala- 
blement l'acide  dilué,  par  exemple  HCI,  aq.,  jusqu'au  niveau 
a  —  6.  Les  tubes  de  B  et  de  C  atteignent  presque  le  fond  du 
flacon. 

Enfin  on  insère  dans  la  tubulure  le  tube  recourbé  avec  son 
prolongement  en  caoutchouc  pourvu  de  sa  pince. 

Lorsque  tout  cela  est  installé  avec  des  bouchons  bien  ajustés, 
on  ouvre  la  pince  g,  et  on  souffle  à  travers  le  petit  tube,  en  ayant 
soin  de  former  d'abord  le  robinet  A. 

Par  cette  insufflation,  le  niveau  du  liquide,  a  —  6,  descend, 
par  exemple  en  a'  —  b\  et  l'acide  monte  dans  le  ballon  B,  par 
exemple  jusqu'en  c —  d.  Puis  on  referme  le  tube  en  caoutchouc. 
En  ouvrant  maintenant  le  robinet  A,  l'air  s'échappe  du  ballon  C, 
le  liquide  du  ballon  B  descend,  et  ne  pouvant  monter  dans  le 
flacon  A,  il  monte  dans  le  ballon  C,  où  il  vient  en  contact  avec  la 
matière  qui  s'y  trouve,  et  la  recouvre  par  exemple  jusqu'en  e  —  f. 
Le  dégagement  commence,  le  liquide  est  refoulé  vers  le  bal- 
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lon B,  et  en  ouvrant  alors  le  robinet  h,  on  obtient  un  courant 
de  gaz  de  la  manière  ordinaire. 

Lorsqu'on  veut  faire  cesser  le  fonctionnement  de  Tappareil, 
on  n*a  qu*à  rouvrir  la  pince  g^  et  tout  le  liquide  revient  dans  le 
flacon  A. 

Pour  débarrasser  le  flacon  du  liquide  usé,  on  peut  se  servir 
d*une  tubulure  placée  près  du  fond  du  flacon,  en  retirant  le 
bouchon  t. 

Si,  au  lieu  d*étirer  le  ballon  B  en  pointe,  on  lui  donnait  un 
goulot  muni  d*un  tube  de  sûreté,  on  obtiendrait  le  moyen  de 
remettre  aisément  du  liquide  dans  le  flacon  sans  autre  déran- 
gement. 

M.  Thiry  donne  la  description  d'une  pile  au  bichromate  de 
potasse  et  piles  fortes  à  immersion  automatique  du  zinc. 

Le  zinc  d'un  élément  de  la  pile  est  attaché  à  une  chaînette  qui 
s'enroule  autour  d'un  treuil.  Ce  treuil  fait  partie  d'un  moteur 
électrique  avec  volant. 

Deux  éléments  de  pile  Leclanché  sont  nécessaires. 

Quand  on  établit  le  courant,  la  pile  Leclanché  soulève  un  cla- 
pet attaché  à  un  aimant.  Celui-ci  se  trouve  sur  une  roue  dentée 
au  bout  du  treuil  ;  le  déclanchement  se  produit  et  le  zinc  tombe 
par  son  propre  poids.  Quand  on  interrompt  le  courant,  le  clapet 
en  retombant  touche  deux  contacts  qui  mettent  le  courant  des 
piles  fortes  en  communication  avec  le  moteur,  le  moteur  relève 
le  zinc  et  par  la  force  de  son  volant  fait  que  celui-ci  sort  com- 
plètement du  liquide.  Il  retombe  dans  le  liquide  lorsqu'on 
rétabht  le  courant. 

On  peut  de  cette  manière  établir  des  batteries  dans  une  cave. 
La  pile  n'use  qu'au  moment  même  de  l'emploi. 

Les  éléments  peuvent  être  réunis  en  batterie  comme  dans  les 
autres  piles. 

Ce  système  pourrait  servir  pour  moteur  sur  route,  caril- 
lons, etc.,  etc. 


M.  le  professeur  Fr.  De  Walque  entretient  la  section  des  phé- 
nomènes observés  quand  on  fait  bouillir  une  solution  moyen- 
nement concentrée  de  bicarbonate  de  sodium. 

On  sait  que  le  composé  NaHCOs  est  peu  stable  et  que  le  sel 
sec  est  décomposé  complètement,  et  assez  rapidement,  dès  quon 
le  chauiïe  de  100*^  à  125*  C.  Une  dissolution  de  ce  sel  portée  à 
1  ebullition  laisse  aussi  dégager  du  gaz  carbonique  très  régulière* 
menty  et  c'est  même  là  un  procédé  facile  de  préparation  de  ce  gaz 
que  Torateur  a  indiqué  dans  la  nouvelle  édition  de  son  Manuel 
de  manipulations  chimiques.  Mais  la  dissociation  n'est  complète 
qu*au  bout  d'un  temps  assez  long  et  quand  la  solution  se  trouve 
è  peu  près  évaporée  à  sec.  Il  semble  que  la  décomposition  en 
solution  étendue  s'arrête  quand  le  bicarbonate  s'est  transformé 
en  sesquicarbonate,  mélange  de  carbonate  neutre  et  de  carbo- 
nate acide,  molécule  à  molécule,  c'est-à-dire  que  la  moitié  seule 
du  carbonate  acide  est  transformée  en  carbonate  bisodique.  La 
décomposition  continue  cependant  quand  la  concentration  de  la 
solution  s'accentue. 

Dans  les  dosages  alcalimétriques  de  solutions  fort  étendues  de 
soude,  on  perçoit  des  phénomènes  de  ce  genre;  quand  on  ajoute 
de  l'acide  titré,  le  gaz  COj  ne  se  dégage  pas  :  il  se  forme  du 
bicarbonate  et,  si  on  ne  faisait  bouillir,  on  aurait  un  titre  moitié 
de  ce  qu'il  devrait  être,  au  moins  si  on  prend  le  tournesol 
comme  indicateur  de  neutralisation. 

M.  De  Walque  donne  ensuite  les  détails  de  la  préparation 
industrielle  du  gaz  carbonique  liquide  retiré  des  gaz  de  la  fer- 
mentation, d'après  le  procédé  qu'il  a  contribué  à  faire  installer 
dans  rétablissement  de  M.  Louis  Meeus,  distillateur  à  Wyne- 
ghem.  Ce  procédé  fonctionne  depuis  trois  ans  déjà  et  donne  les 
meilleurs  résultats. 
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Troisième  section. 

M.  Jean  Ballioo  monirc  aux  membres  de  la  section  des  pois- 
sons, mollusques,  larves,  etc.,  ainsi  qu*une  dissection  de  gre- 
nouille, préparés  au  Tormol. 

Ces  objets  ont  été  macérés  pendant  deux  ou  trois  jours, 
d*abord  dans  une  solution  faible  d*eau  contenant  1  p.  c.  de  for- 
moi,  puis  dans  une  solution  à  2  p.  c.  Après  quelques  jours, 
il  les  a  retirés  afln  de  les  faire  sécher;  ils  ont  acquis  ainsi  une 
dureté  suffisante  pour  assurer  une  conservation  indéfinie. 

En  effet,  le  formol  coagule  instantanément  Talbumine  et  par 
là  épargne  mieux  que  Talcool  la  couleur  des  objets  à  conser- 
ver. 

Le  formol,  aldéhyde  formique  ou  oxyde  de  méthylène,  agit 
plus  énergiquement  que  le  bichlorure  de  mercure  pour  enrayer 
la  putréfaction  et  le  développement  des  bactéries.  Il  présente  le 
grand  avantage  de  pouvoir  amener  des  pays  lointains,  dans  un 
état  de  conservation  parfaite,  les  poissons,  reptiles,  mollusques, 
arachnides,  etc.,  que  leur  dessiccation  permet  d*entasser  sans 
craindre  de  les  détériorer. 

La  solution  au  formol  coûte  dix  fois  moins  cher  que  Talcool. 

M.  Ballion  présente  également  un  lacertien  vivant,  à  forme 
bizarre,  qui  porte  le  nom  de  Phrynosoma  planiceps  Hallowell. 
Cest  un  reptile  de  la  famille  des  Iguaniens;  il  lui  a  été  envoyé 
de  VIndian  Terrilory,  au  nord  du  Mexique. 

La  tête  armée  de  forts  piquants,  le  dos  hérissé  de  tubercules 
à  pointe,  le  contour  du  corps  portant  des  écailles  pointues,  sem- 
blables à  de  petites  dents  de  squale,  aident  Tanimal  à  s*enga- 
ger  dans  les  endroits  arides  et  sablonneux  et  lui  servent  de  point 
d*appui  pour  le  porter  en  avant. 

Expédie  le  1*"  septembre  1895,  Tanimal  a  refusé  jusqu'à  pré- 
sent toute  nourriture;  il  se  tient  blotti  dans  sa  cage,  les  yeux 
fermés,  mais  au  moindre  rayon  de  soleil  il  se  met  en  mouve- 
ment, sans  pourtant  accorder  aucune  attention  aux  insectes  qui 


sont  mis  à  sa  disposition.  Contrairement  à  ce  qiraffirment  cer- 
tains auteurs,  le  Phrynosome  évite  parfaitement  les  obstacles 
qu*il  rencontre  sur  sa  route. 

Mis  en  liberté  dans  un  jardin,  il  se  dirige  d'insiinct  vers  les 
pelouses,  où  il  cherche  à  se  cacher.  Par  un  effet  de  mimétisme, 
il  se  confond  avec  le  sable  et  échappe  ainsi  à  Tœil  le  plus  attentif. 

C*est  probablement  le  premier  type  de  Tespèce  qui  soit  arrivé 
vivant  en  Belgique. 

Le  R.  P.  Van  den  Gheyn,  S.  J.,  développe  les  considérations 
suivantes  sur  la  race  et  les  facteurs  qui  ont  présidé  à  la  différen- 
ciation des  divers  types  de  lespèce  humaine. 

Il  est  peu  de  mots  dont  on  ait  abusé  davantage  que  du  terme 
de  race.  Sans  parler  du  règne  animal  et  végétal,  où  il  est  aussi 
fréquemment  employé  que  mal  défini,  combien  vague  et  inexacte 
n*est  pas  souvent  Tacception  du  mot  race,  quand  il  s*agit  de 
rhomme!  S'il  n*esl  pas  possible  de  méconnaître,  parmi  les 
représentants  si  nombreux  et  si  variés  de  Thumanité,  des  races 
diverses,  il  est  souvent  malaisé  d(;  classiPicr  ces  races,  de  les  dis- 
tinguer les  unes  des  autres,  de  marquer  nettement  les  causes  de 
cette  diversité. 

Pour  ne  citer  qu*un  exemple,  la  race  aryenne,  dont  on  a  tant 
parlé,  n*existc  pas,  et  ce  mot  doit  à  tout  prix  disparaître  de  la 
terminologie  ethnographique.  Il  y  a  des  peuples  employant  des 
idiomes  aryens,  mais  ils  appartiennent  à  des  rameaux  ethniques 
très  divergents. 

Je  n'ai  pas  Tintention  d'approfondir  en  ce  moment  les  graves 
et  multiples  questions  que  soulève  le  problème  de  la  race  en 
ethnographie^  Je  me  borne  à  les  signaler  et  à  exprimer  le  vœu 
qu^elles  soient  un  jour  nettement  posées,  méthodiquement  réso- 
lues et  qu'une  étude  sérieuse  serve  de  point  de  départ  aux  tra- 
vaux ethnologiques.  Les  recherches  de  Qualrefages  et  en  particu- 
lier son  Introduction  à  l'étude  des  races  humaines  ont  fourni,  sur 
plusieurs  des  points  que  je  viens  de  signaler,  des  solutions  sinon 
définitives,  du  moins  fort  satisfaisantes  pour  Tétat  présent  de  nos 
connaissances.  On  ne  saurait  suivre  d'assez  près  ce  guide  sur. 
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Ccst  pour  avoir  négligé  les  indications  si  précises  fournies 
par  Quatrefages  que  la  théorie  récente  émise  par  M.  von  Jhe- 
ring  dans  son  ouvrage  posthume  ne  saurait  être  entièrement 
approuvée  (*).  Juriste  distingué  de  TUniversité  de  Gôttingen, 
R.  von  Jhering  pose  cet  axiome  que  le  sol  est  toute  la  race.  A 
ses  yeux,  Thabitat  d'un  peuple  possède  la  valeur  intrinsèque 
d'un  facteur  unique  et  essentiel  de  causalité  pour  la  formation 
de  sa  race.  Pour  nous  servir  de  ses  propres  expressions,  en 
ethnographie  otî  équivaut  à  quoi  et  à  comment. 

Il  n*est  pas  contestable  que  Tinfluence  du  milieu  a  son  impor- 
tance, exerce  une  action  indéniable  sur  la  formation  d'une  race. 
Encore  faut-il  distinguer  les  temps,  comme  le  demande  ladage 
philosophique  Cette  action  du  milieu  n*a  pas  été  la  même  à 
toutes  les  époques,  elle  ne  saurait  d'ailleurs  être  identique.  Très 
sensible  au  début  de  l'histoire  de  Thumanité,  elle  est  moins 
accentuée  aujourd'hui  que  l'homme  se  défend  plus  aisément 
contre  les  influences  externes.  11  y  a  aussi  à  considérer  la  nature 
des  migrations  qui  ont  amené  un  peuple  dans  d'autres  milieux, 
différents  de  celui  de  son  berceau.  En  particulier,  pour  les  Aryas, 
ces  migrations  ont  été  graduelles.  Us  n'ont  pas  été  d'un  coup 
transportés  d'Asie  en  Europe. 

Voilà  pourquoi,  pour  la  différenciation  subie  par  les  divers 
rameaux  de  la  race  dite  aryenne,  il  faut  accorder  une  impor- 
tance plus  considérable  au  mélange.  Ces  rameaux  ont  rencontré 
en  Asie  et  en  Europe  des  populations  qui  y  étaient  antérieure- 
ment établies,  se  sont  mêlées  avec  elles,  et  voilà  comment  se  sont 
formés  les  Grecs,  les  Romains,  les  Germains,  les  Gaulois,  les 
Slaves,  les  Eraniens,  les  Hindous. 

Cette  communication  est  suivie  d'une  discussion  à  laquelle 
prennent  particulièrement  part  MM.  les  chanoines  Boulay  et 
Swolfs. 


(*)  Voir  UD  compte  reoda  détaillé  de  cet  outrage  dans  la  Revue  des  questions  seienti- 
figues,  livraison  d'octobre  iS95. 


M.  Fernand  Meunier  présente  les  travaux  entomologiques 
suivants  : 

1  ^  Les  chasses  hyménoptérologiques  aux  environs  de  Bruxelles, 
2*  partie  :  Fouisseurs. 

2"  Note  sur  un  hyménoptère  des  ligniles  du  Rhin. 

3"  Revue  des  Beiostoma  fossiles  (hémiptères  hétêroplères)  des 
musées  de  Munich  et  de  Uaarlem. 

La  section  nomme  rapporteurs  de  ces  mémoires  le  R.  P.  Bolsius, 
S.  J.,  et  M.  Fabbé  Maurice  Lefebvre. 

M.  Raymond  Storms  adresse  la  note  suivante  sur  un  nou- 
veau Cybium  du  terrain  bruxellien. 

Les  ossements  découverts  par  M.  Alph.  Proost  dans  le  terrain 
bruxellien  comprennent  la  moitié  gauche  des  mâchoires  d'un 
poisson,  plus  une  série  de  six  vertèbres  remarquables  par  leurs 
grandes  dimensions. 

Ces  ossements  ont  dû  appartenir  à  un  poisson  de  la  famille 
des  Scombridcs,  comme  le  prouve  Tensemble  des  caractères  qu'ils 
présentent  et  qui  sont  les  suivants  : 

1"^  Les  prcmaxillaires  et  les  dentaires  forment  seuls  les  bords 
de  la  cavité  buccale; 

2*"  Les  prémaxillaires  formaient,  en  s*unissant  l'un  à  l'autre,  un 
rostre  plus  ou  moins  aigu; 

3**  Le  dentaire  est  de  forme  allongée  et  se  termine  en  arrière 
en  un  prolongement  assez  étroit,  placé  fort  bas,  qui  porte  la 
facette  creuse  pour  l'articulation  avec  lequadratum; 

4*  Les  dents  sont  soudées  aux  mâchoires  et  elles  ne  forment 
qu'une  seule  rangée  ; 

5*"  Il  n'y  a  pas  de  canines  ou  de  dents  plus  développées  que 
les  autres. 

Parmi  les  Scombridés  typiques,  c'est-à-dire  les  genres  Thynnus, 
Auxis,  Pelamys,  Scombery  Cybium,  c'est  de  ce  dernier  genre 
que  notre  fossile  se  rapproche  le  plus  par  la  nature  de  ses  dents 
qui  sont  fortes,  lancéolées,  tranchantes  sur  les  bords.  Nous  pou- 
vons ajouter  qu'une  comparaison  soigneuse  avec  les  mâchoires 
des  Cybium  regale  et  Cybium  caballa  vivants  confirme  celle 
détermination. 


Celte  détermination  générique  étant  admise*  il  nous  reste  à 
rechercher  si  le  fossile  bruxellien  doit  rentrer  dans  Tune  des 
espèces  fossiles  déjà  connues  ou  bien  s*il  doit  se  rapporter  i  une 
nouvelle  espèce. 

Il  résulte  des  recherches  que  j*ai  faites  dans  ce  but  que  notre 
Cybium  diffère  des  autres  espèces  fossiles  par  des  caractères 
importants.  Je  me  contenterai  de  donner  ici  ceux  qui  le  séparent 
de  Cybium  Bleekeri  avec  lequel  on  serait,  de  prime  abord»  porté 
à  le  classer  à  cause  de  Tidentité  du  gisement  et  d*une  certaine 
ressemblance  dans  la  dentition.  Ces  caractères  sont  : 

1"*  La  forme  beaucoup  plus  allongée  des  éléments  des 
mâchoires  du  nouveau  Cybium; 

3*  Le  proGI  plus  aigu  du  rostre; 

3*  Les  dimensions  beaucoup  plus  petites  de  Tarticulaire  com- 
parées à  celles  du  dentaire  et  de  rintermaxillaire  ; 

4*  Le  mode  d*implantation  des  dents,  qui  ne  s'étendent  pas 
jusqu'à  Textrémité  postérieure  du  prémaxillaire  et  du  dentaire, 
en  conservant  à  peu  près  la  même  (aille,  comme  chez  Cybium 
Bleekeri^  mais  manquent  ou  ne  sont  représentées  que  par  de 
fort  petites  dents  sur  un  espace  qui  peut  être  évalué  au  cinquième 
environ  de  la  longueur  totale  de  ces  os; 

5*  EnOn  les  dents  sont  bien  plus  irrégulièrement  espacées. 

Ces  caractères  ontd*autant  pins  d'importance  que  les  mâchoires 
et  les  dents  ne  diffèrent  pas  autant  chez  plusieurs  des  espèces 
vivantes  du  genre  Cybium.  Aussi  je  considère  comme  justifiée 
la  création  d'une  espèce  nouvelle  pour  le  beau  fossile  découvert 
par  M.  Proost,  et  je  propose  de  Tappeler  en  son  honneur  Cybium 
Proosli  sp.  nov. 

Les  vertèbres  associées  avec  les  mâchoires  se  font  aussi 
remarquer  par  leurs  grandes  dimensions;  elles  ne  diffèrent  pas 
essentiellement  de  celles  des  Cybium  vivants,  quoiqu'elles  aient 
une  surface  moins  unie  que  celle  des  espèces  avec  lesquelles  je 
les  ai  comparées. 

Le  poisson  auquel  ces  restes  ont  appartenu  devait  avoir  une 
taille  considérable,  car  la  mandibule  mesure  environ  0°*,34.  Or, 
si  nous  recherchons  combien  de  fois  la  longueur  de  la  mandibule 
XX.  3 
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est  conteoue  dans  celle  du  corps  chez  une  espèce  vivante,  telle 
que  le  Cybium  regale,  par  exemple,  nous  trouvons  qu*elle  Test 
au  moins  sept  fois  et  demie,  ce  qui  donnerait  pour  le  Cybium 
fossile  une  longueur  de  2"',55,  à  Texclusion  des  rayons  de  la 
caudale. 

Enfin  on  ne  doit  pas  s*étonner  de  trouver  deux  espèces  de 
Cybium  dans  le  même  terrain,  car  de  nos  jours  encore  les  Cybium 
Commersoni,  Lacép.,  Cybium  lineolatum,  Cuv.  et  Val.,  et  le 
Cybium  guttalum,  Blkr.,  habitent  tous  trois  les  mers  des  Indes. 

Le  R.  P.  Sehmiiz,  S.-J.,  fait  parvenir  à  la  section  quelques 
considérations  sur  une  prétendue  période  glaciaire  contempo- 
raine de  la  houille. 

M.  A.  Julien,  professeur  de  géologie  et  minéralogie  à  la 
Faculté  des  sciences  de  Clermont- Ferra nd,  prétend  tenir  les 
preuves  de  Texisience  d*une  période  glaciaire  houillère.  Dans 
un  long  article,  —  qui  a  vu  le  jour  dans  le  volume  de  1894  du 
Club  Alpin  Français  (t.  X\I,  pp.  377  à  402),  —  Tauteur  expose 
sa  nouvelle  théorie  qui  renverse  toutes  les  idées  accréditées 
jusqu*à  ce  jour. 

Disons  d  abord  que  M.  Julien  confond  dans  sa  première  partie 
«  glacier  «et  «  période  glacière  ».  Il  nous  semble  que  des 
preuves  certaines  nous  gagneraient  aisément  à  Tidée  de  glaciers 
n'importe  à  quelle  époque  géologique.  S'il  y  a  eu  des  sommets 
assez  élevés  et  convenablement  situés  aux  âges  primaires,  pour» 
quoi  ne  pourrions  nous  pas  les  trouver  couronnés  de  neiges  et 
de  glaces?  Mais  tout  géologue  rejettera  une  extension  glaciaire 
quelconque  sous  le  régime  de  Tisothermie,  régime  qui  ne  parait 
avoir  disparu  qu'avec  le  milieu  de  lere  tertiaire. 

Quant  aux  preuves  au  moyen  desquelles  M.  Julien  veut 
établir  Torigine  des  brèches  morainiques  de  Mont-Crépon,  etc., 
elles  semblent  bien  plutôt  relever  de  l'imagination  et  d'idées 
préconçues  que  d'une  étude  approfondie.  Et  il  n'est  pas  à  penser 
que  la  phalange  des  glaciéristes  invoquée  —  ou  mieux  évoquée 
—  par  l'auteur  eût  voulu  ratifier  des  conclusions  si  faiblement 
étayées. 
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Il  n*y  a  qu*un  passage  (p.  387)  où  Al.  Julien  semble  douUT 
un  peu  de  la  bonté  de  sa  cause.  Les  l)locs  nettement  striés, 
si  ctractéristiqucs  des  formations  glaeiaires,  sont  restés  introu- 
vables pour  Tautcur  lui-même.  A  défaut  de  cet  argument, 
que  valcQt  les  outres,  qui  d*aillcurs  se  trouvent  uniquement 
fondés  sur  des  analogies  ou  des  apparences?  Car,  à  notre  gré» 
M.  Julien  attache  une  trop  grande  importance  aux  «  arêtes 
vives  »  que  présentent  les  éléments  des  brèches  houillères.  Ces 
arêtes  ne  prouveraient-elles  pas  simplement  Timpétuosité  de 
Tagent  coupable  de  la  formation,  impétuosité  qui  serait  corro- 
borée par  r  «  absence  de  triage  »  des  blocs  et  leur  «  mode  de 
tassement  »  ? 

D'ailleurs  des  maîtres  ont  parlé  avant  nous.  Devant  la  Société 
géologique  de  France,  M.  de  Lapparent  a  réfuté  les  arguments 
de  M.  Julien,  et  M.  Zciller  ses  arguments  paléontologiques, 
auxquels  les  Comptes  rendus  avaient  ouvert  leurs  colonnes. 

Cest  à  cause  même  de  la  publicité  donnée  aux  opinions  de 
M.  Julien  que  nous  avons  tenu  à  en  entretenir  les  membres  de 
la  troisième  section.  Avertis,  nous  ne  nous  laisserons  pas  attirer 
par  le  miroitement  d'un  titre,  ni  captiver  par  les  charmes  de  la 
nouveauté. 

Quatrième  section. 

M.  Cuyiils,  vu  le  peu  de  temps  dont  dispose  la  section,  se  voit 
forcé  de  ne  donner  que  les  conclusions  d'une  visite  à  Woeris. 
h  6  If  en. 

On  voit  à  Woerishôffen  des  faits  hautement  blâmables,  mais 
il  s'en  dégage  une  idée,  un  principe  qu'on  oublie  ti*op  et  qui 
consiste  à  rappeler  que  l'homme  vit  mieux,  vit  plus  longtemps,' 
vit  sainement,  quand  il  est  ramené  à  ses  conditions  naturelles. 
Ce  n'est  pas  de  l'hygiène,  c'est  mieux  et  c*est  plus.  Allons  à 
ces  conditions.  Tâchons  de  les  retrouver,  ce  n'est  pas  diflicile. 
Ilévolutionnons-nous  courageusement,  tout  au  moins,  si  nous 
voulons  vivre  longtemps  et  bien,  contre  les  abominables  étreintes 
dos  conventions  sociales. 
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M.  le  D'  Ëustache,  doyen  de  la  Faculté  catholique  de  Lille» 
parle  de  la  fécondité  de  la  race  française.  Il  s^éléve  avec  force 
contre  Tidée  trop  généralement  répandue  que,  si  la  population 
de  la  France  ne  s'accroît  pas,  cela  est  dii  à  Tinfécondité  de  la 
femme  française,  et  il  montre  par  plusieurs  exemples  que,  sous 
ce  rapport,  la  France  n*a  rien  à  envier  aux  autres  pays. 

Le  peuple  a  de  très  nombreux  enfants.  Malheureusement  les 
conditions  déplorables  d*hygicne  décapitent  dès  les  premières 
années  de  Texistence  cette  nombreuse  prolificité. 

La  bourgeoisie  ne  le  cède  en  rien  aux  classes  ouvrières,  sous 
ce  rapport,  ainsi  qu*en  témoignent  les  remarquables  exemples 
cités  par  Fauteur.  L'avantage  est  assuré  à  cette  dernière  qui, 
quand  elle  le  veut  bien,  se  multiplie  d'une  façon  remarquable. 

L'auteur  termine  en  disant  que,  pour  assurer  l'accroissement 
de  la  population  de  la  France,  comme  de  tout  autre  pays,  il  esi 
deux  facteurs  importants  :  l' le  médecin,  qui  conserve,  grâce  à 
ses  soins  et  à  ses  prescriptions,  la  vie  aux  jeunes  enfants  et  qui, 
dans  ses  derniers  temps  surtout,  obtient  des  résultats  vraiment 
remarquables;  2*^  le  moraliste,  qui  devrait  convertir  tous  les 
ménages  sans  exception  à  l'idée  des  familles  nombreuses.  Mais 
le  moraliste  n'arrivera  à  ce  résultat  qu'en  faisant  intervenir  au 
premier  plan  l'idée  de  religion  cl  de  patrie.  En  dehors  de  ces 
deux  idées  maîtresses,  Tégoïsme  et  le  malthusianisme  détruiront 
toujours  les  résultats  de  la  fécondité  dans  tous  les  pays. 

M.  le  D'  Desplats,  collègue  de  M.  Ëustache,  préconise  Vadmi- 
nislralion  périodique  de  la  digitale  aux  cardiaques  et  aux 
brightiques.  Tous  les  médecins  connaissent  les  services  précieux 
que  rend  la  digitale  dans  le  cas  dlnsufTisance  du  cœur. 
M.  Desplats  s'est  demandé  s'il  n'y  avait  pas  mieux  à  faire  que 
de  combaure  l'asystolie  et  s'il  ne  valait  pas  mieux  la  prévenir. 
Dans  ce  but,  il  prescrit  la  digitale  un,  deux,  trois  jours  par 
semaine,  ou  tous  les  dix  jours,  parfois  moins  souvent  encore. 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  cardiaques  purs,  mais  aussi  les 
léno-cardiaques  qui  peuvent  bénéficier  de  celte  médication. 
M.  Desplats  cite  le  cas  remarquable  d'un  confrère  atteint  d'asys* 
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toliCy  suite  des  grandes  fatigues  causées  par  sa  profession  de 
médecin  de  campagne.  A  cette  maladie  du  cœur  s'éuiit  jointe 
une  néphrite  qui,  à  diverses  reprises,  occasionna  des  symptômes 
d'urémie.  La  digitale  rétablit  les  fonctions  du  cœur  et  le  médecin, 
malgré  la  persistance  de  sa  néphrite,  put  reprendre  sa  dure  vie- 
Depuis  trois  ans.  il  prend  de  la  digitale  trois  fois  par  semaine,  et 
rien  ne  pourrait  le  faire  renoncer  à  ce  médicament  auquel  il 
attribue  son  salut. 

M.  Desplats  prescrit  de  préférence  la  digitaline  de  Homolle 
et  Quevonne,  et  ne  craint  pas  d*aller  d*emblée  jusqu*aux  doses 
de  5  et  6  milligrammes. 

M.  le  D'  Warlomont,  oculiste  à  Bruges,  fait  un  exposé  clair  et 
vrai  de  la  triste  situation  des  nouveau-nés  pauvres  que,  de  nos 
jours  encore,  Tophtalmie  purulente  n'atteint  que  trop  souvent, 
l/auteur  ne  craint  pas  de  le  dire,  et  à  notre  avis  il  le  fait  avec 
raison  :  Tophtalmie  purulente,  capable  d'engendrer  une  cécité 
irrémédiable,  est  devenue  de  nos  jours  un  vrai  scandale  d'autant 
plus  navrant  que  c'est  un  mal  évilable  et  curable.  Il  est  facile, 
ajoute-t-il,  d'accuser  Timpéritie  et  la  négligence  des  pauvres  : 
c'est  aux  autorités  que  remonte  la  responsabilité  des  désastres 
causés  par  l'ophtalmie.  H  faut,  dit  M.  Warlomont,  instruire  les 
ménages  du  danger  et  leur  indiquer,  par  des  publications  et  des 
conférences,  les  précautions  à  prendre.  Il  faut  veiller  à  ce  que 
les  sages-femmes  s'acquittent  rigoureusement  de  leur  mission 
et  purticulièi*ement  de  l'application  des  précautions  antiseptiques 
préalables  à  raccouchement  d'une  part,  et  relatives  d'autre  part 
à  la  désinfection  oculaire. 

Mais  le  mal  a  éclaté  :  que  faut-il  faire?  Il  importe  que  l'enfant 
soit  soigné  immédiatement  et  convenablement.  Pour  cela  :  a)  la 
sage-femme  sera  tenue,  sous  menace  de  pénalités  sévères,  de 
prévenir  le  médecin;  b)  les  médecins  chargés  de  la  constatation 
des  naissances  devront  examiner  les  veux  des  nouveau- nés,  et 
prescrire,  le  cas  échéant,  les  soins  nécessaires  :  cautérisations  au 
nitrate  d'argent  à  3  ou  3  */«  et  répétées  deux  ou  trois  fois  par  jour 
dans  les  cas  graves.  Mais  le  médecin  ne  peut  tout  faire.  Qui  se 
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chargera  des  lotions  antiseptiques  fréquentes  que  réclame  un 
œil  malade?  Est-ce  une  parente,  une  voisine,  est-ce  la  mère 
elle-même?  Oh!  leur  bon  cœur  et  leur  amour,  s'ils  sont  capables 
de  le  tenter,  failliront  souvent  à  la  lâche  par  ignorance  ou 
impéritie.  G*est  à  la  charité,  «  mère  de  ceux  pour  qui  la  fortune 
est  marâtre  »,  c'est  aux  grandes  dames  qui,  &  Bruxelles,  ont 
fondé  Fœuvre  du  Galv<nire,  que  M.  Warlomont  demande  de 
fonder  «  Tœuvre  du  traitement  à  domicile  de  Fophtalmie  des 
nouveau-nés  »,  et  il  termine  sa  remarquable  communication  par 
des  considérations  dont  Téloquence  se  trouve  au  niveau  de  ses 
sentiments  chrétiens. 

M.  le  D' Dumont  entrelient  ensuite  la  section  d*un  sujet  sus- 
ceptible d'application  fréquente  :  In  tuberculose  et  son  traitement 
par  la  cure  d'air  à  domicile.  Il  relate  le  cas  d'un  tuberculeux  qui, 
en  se  conformant  aux  exigences  de  ce  traitement,  en  retira  de 
réels  avantages,  avantages  qu'il  faillit  compromettre  quand  il  se 
crut  suflisammcni  rétabli  pour  s'aiïranchir  des  prescriptions 
imposées.  Cette  communication,  tout  en  contenant  les  règles  du 
traitement  de  la  tuberculose  par  la  cure  d'air  à  domicile,  peut 
se  résumer  en  deux  mots  :  six  semaines  de  repos  et  d'aération 
continue,  au  cœur  d'un  hiver  rigoureux,  ont  amené  d'abord  et 
dès  le  début  la  chute  de  la  fièvre  et  progressivement  une  aug- 
mentation de  poids  do  4  kilogrammes  500  grammes. 

M.  le  D'  Faidherbe  expose  en  quelques  mots,  faute  de  temps, 
l'histoire  d'un  ancien  médecin  de  Tournai,  Benoit  Perdu.  Il 
envisage  spécialement  Perdu  comme  théologien  et  apprécie  son 
principal  ouvrage.  Le  Paranymphe  eucharistique.  On  lira  avee 
intérêt  celte  communication  dans  la  seconde  partie  des  Annales. 

M.  le  D'  Lemière,  professeur  à  la  Faculté  libre  de  Lille,  fait 
une  savante  dissertation  sur  la  bactériologie  des  angines  pseudo- 
membraneuses. 

La  bactériologie  est  indispensable  au  diagnostic  des  angines 
pseudo-membraneuses  :  car  telle  angine  n'est  pas  diphtérique, 


malgré  ses  apparences;  telle  autre  l'est,  malgréjdesf  apparences 
contraires.  On  peut  dire  que  SO^o  des  angines  pseudo-membra- 
neuses ne  sont  pas  dues  au  bacille  de  Lôfller.  M.  Lemière 
signale  le  coccus  de  Brisou,  le  staphylocoque  et  le  pneumocoque 
dans  les  angines  pseudo-membraneuses  bénignes  non  diphté- 
riques; le  streptocoque,  qui  peut  engendrer  des  angines  graves 
et  que  Ton  rencontre  dans  Pangine  du  début  de  la  scarlatine;  puis 
d'autres  microbes  plus  rares  :  le  Saccharomyces  albicans,  c'est- 
à-dire  la  levure  du  muguet;  le  bacille  de  la  diphtérie  aviaire, 
distinct  du  bacille  de  Lôffler;  le  bacille  pseudo-diphtérique,  que 
Ton  rencontre  le  plus  souvent  à  Tétai  d'association  et  qui,  d'après 
certains  auteurs,  ne  serait  que  le  bacille  de  Lôfllerà  l'état  d'atté- 
nuation; enfln,  le  bacille  de  Lôfller,  que  l'on  peut  rencontrer 
sous  trois  formes,  longue,  moyenne  et  courte,  et  qui  est  d'autant 
plus  dangereux  qu'il  est  plus  long  et  quil  a  plus  de  tendance  à 
abandonner  son  mode  de  groupement  particulier  en  petites  séries 
de  bacilles  disposés  parallèlement  les  uns  aux  autres. 

La  diphtérie  peut  être  pure  ou  associée.  L'association  strcpio- 
eoccicnne  est  plus  grave  que  la  diphtérie  pure. 

La  sérothérapie  a  fait  tomber  la  mortalité  par  diphtérie  de 
80  7o  à  l57o  et  même  à  moins  de  5  7o»  si  le  traitement  est 
entrepris  dans  les  quarante-huit  premières  heures. 

Des  recherches  récentes  et  qui  se  continuent  à  l'Institut 
Pasteur  permettent  de  croire  que  l'on  aura  bientôt  un  sérum 
antislreptococcique,  et  l'on  sera  ainsi  armé  pour  combattre  toutes 
les  angines  pseudo-membraneuses. 

Enfin,  M.  le  D'  Derville,  professeur  suppléant  à  la  Faculté 
libre  de  Lille,  a  présenté  un  travail  sur  le  traitement  des  tuber- 
cules isolés  du  lupus  par  la  dilacéralion  suivie  d'applications  de 
chlorure  de  zinc.  Il  creuse  à  l'aide  du  scarificateur  de  Vidal, 
auquel  il  imprime  un  mouvement  de  rotation  rapide,  une  petite 
cavité  qu'il  remplit  d'un  cristal  de  chlorure  de  zinc.  Malheureu- 
sement, ce  procédé  laisse  après  la  chute  de  l'oschare  une  cica- 
trice diflTorme.  Il  donne  naissance  à  du  tissu  scléreux,  ce  qui  peut 
avoir  un  grand  inconvénient  quand  la  production  de  ce  tissu 
a  lieu  dans  le  voisinage  des  orifices  naturels. 


Ces  diverses  communications  paraîtront  m  extenso  cooime 
mémoires  dans  les  Annales,  2*  partie. 

Après  avoir  pris  connaissance  de  ces  travaux,  la  section  de 
médecine  s*est  rendue  à  Tasile  des  aliénés  de  Tournai  dont 
elle  a  pu  admirer  les  constructions  spacieuses,  la  bonne  hygiène 
des  sallesy  Tatmosphère  d*ordre  et  de  propreté  qui  y  règne 
partout,  les  innombrables  fleurs  et  plantes  vertes  que  Ton  y  a 
réunies  pour  égayer  un  séjour  où  la  vue  de  tant  de  malheureux 
inspire  naturellement  des  pensées  pleines  de  mélancolie. 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE. 


L^assemblée  générale  a  eu  lieu,  comme  celle  des  sections,  au 
collège  Notre-Dame.  Elle  est  présidée  par  M<^  Du  Rousseaux, 
évéque  de  Tournai,  ayant  à  sa  droite  M.  R.  du  Sart,  gouverneur 
du  Hainaut,  à  sa  gauche  M.  Ë.  Vicaire,  président  de  la  Société 
pendant  Tannée  18951 896. 

Il  y  avait  dans  rassemblée  un  grand  nombre  de  notabilités  du 
clergé,  de  la  magistrature,  de  Tarmée,  des  médecins  et  des  ingé- 
nieurs, plusieurs  professeurs  des  Facultés  des  sciences  et  de 
médecine  de  TUniversité  catholique  de  Lille,  et  en  outre  quelques 
dames. 

M.  Mansion  expose  d*abord  en  quelques  mots  Torigine,  le  but 
et  les  travaux  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Il  fait  res- 
sortir en  particulier  le  rôle  prépondérant  que  le  R.  P.  Carbon- 
nelle,  S.  J.,  un  Tournaisien,  a  eu  dans  la  fondation  et  dans  la 
direction  de  la  Société  pendant  ses  quatorze  premières  années. 
Il  termine  en  faisant  appel  à  de  nouveaux  dévouements  pour 
soutenir  Tœuvre  si  nécessaire  de  Punion  de  la  science  et  de  la 
foi,  entreprise  par  la  Société  scientifique. 
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M.  Maurice  Lefehvre,  docteur  en  sciences  naturelles,  profes- 
seur au  collège  Saint-Joseph,  à  Virton,  fait  ensuite  la  conférence 
annoncée  sur  Les  Venins. 

Le  conférencier  élucide  d*abord  une  question  de  mots  :  pour 
di>tinguer  les  venins  des  poisons  et  des  virus,  il  propose  d'appeler 
venin  un  produit  de  sécrétion  toxique  dont  certains  organismes 
sont  pourvus  pour  TatUique  ou  pour  la  défense. 

L'origine  des  venins  est  donc  dans  certains  organismes,  el 
ceux-ci  méritent  d*étre  étudiés.  M.  Lefebvre  fait  défiler  dans 
une  description  rapide  les  types  d  organismes  venimeux  les  plus 
intéressants  du  règne  végétal  et  du  règne  animal,  depuis  Tortie 
jusqu'au  scorpion  et  au  terrible  serpent  à  lunettes;  dans  cette 
revue,  il  expose  quelques  modèles  particulièrement  curieux 
d'appareils  à  venin,  prmi  lesquels  ceux  de  Tabeille  et  de  la  nèpe 
présentent  d'admirables  mécanismes,  encore  peu  connus  :  celui 
de  l'abeille,  décrit  il  y  a  peu  d'années  par  Carlet;  celui  de  la 
nèpe,  objet  des  recherches  personnelles  du  conférencier. 

Los  effets  pathologiques  des  venins  occupent  ensuite  l'atten- 
tion de  l'auditoire  :  différant  avec  les  divers  venins,  ils  se  mani- 
festent sur  le  cœur  sous  l'aciion  du  venin  du  crapaud,  qui  est  un 
alcaloïde  paralysant;  sur  le  cerveau,  dans  le  cas  d'envenimation 
par  le  scorpion;  sur  l'appareil  vaso-moteur,  lorsqu'il  s'agit  des 
morsures  de  serpents,  etc. 

L'étude  de  la  nature  des  venins  donne  lieu  à  des  remarques 
du  plus  haut  intérêt,  surtout  au  point  de  vue  des  analogies  entre 
les  venins  et  les  virus.  M.  Lefebvre  résume  &  ce  propos  les 
découvertes  récentes  dues  surtout  &  MM.  Phisalix  et  Bertrand, 
et  il  émet  l'hypothèse  que  l'action  de  Véchidnotoxine^  l'un  des 
principes  du  venin  des  serpents,  ainsi  que  celles  des  albumines 
toxiques  d'origine  microbique,  pourraient  bien  n'être  qu'une 
simple  combinaison  chimique,  d'une  très  grande  stabilité,  entre 
ces  substances  toxiques  et  les  albumines  du  sang;  diverses  consi- 
dérations, tirées  d'expériences  récentes,  favorisent  cette  manière 
de  voir. 

Enfin,  envisageant  le  côté  pratique  de  son  sujet,  le  conféren- 
cier retrace  l'histoire  des  remèdes  préconisés  contre  les  cuveni- 
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mations;  aucun  (l*entre  eux,  jusqu'aujourd'hui,  ne  donne  de 
résultat  satisfaisant,  mais  tout  fait  espérer  que  les  recherches  de 
MM.  Phisalix  et  Bertrand  aboutiront  à  la  découverte  d'un  vaccin 
anti-venimeux  puissant. 

Après  cette  conférence,  M.  Vicaire  remercie  tous  ceux  qui 
ont  bien  voulu  contribuer  au  succès  de  la  session  de  la  Société 
scienti6que  à  Tournai  :  M''  Du  Roussaux;  M.  le  Gouverneur  de 
la  province;  les  RR.  PP.  Jésuites,  qui  lui  ont  donné  Thospitalité; 
les  professeurs  de  fUniversité  de  Lille,  qui  lui  ont  apporté  de 
savantes  communications  ;  M.  Lentz,  qui  a  fait  à  la  quatrième 
sc'ction  les  honneurs  de  rétablissement  qu'il  dirige  d'une 
manière  si  distinguée;  le  savant  conférencier  que  l'on  vient 
d'entendre;  enfin  tous  ceux  qui  ont  bien  voulu  donner  à  la 
Société  un  témoignage  de  sympathie  en  assistant  à  l'assemblée 
générale. 

M.  Vicaire  rappelle  ensuite  en  quelques  mots  la  perte  immense 
que  la  science  vient  de  faire  en  la  personne  de  Louis  Pasteur 
et  se  fait  l'organe  de  la  Société  scientifique  tout  entière  en  expri- 
mant les  vifs  regrets  que  lui  cause  la  mort  du  plus  éminent  de 
ses  membres  d'honneur.  (Adhésions  unanimes.) 

Monseigneur  l'évéque  de  Tournai  répond  en  quelques  mots 
à  M.  Vicaire  et  le  remercie  à  son  tour  de  n*avoir  pas  reculé 
devant  un  long  et  pénible  voyage  pour  venir  assister  à  la  séance 
de  ce  jour;  puis  il  prononce  Pallocution  suivante  : 

Messieurs, 

En  voyant  ici  de  nombreux  représentants  de  la  science  con- 
temporaine, de  cette  science  dont  l'impiété  voudrait  se  faire  un 
instrument  pour  renverser  l'édifice  des  dogmes  catholiques,  notre 
pensée  se  reporte  tout  naturellement  aux  paroles  du  Concile  du 
Vatican  que  notre  Société  a  choisies  pour  devise  :  «  Jamais  il  ne 
peut  y  avoir  de  véritable  désaccord  entre  la  foi  et  la  raison.  » 

Votre  présence  ici  est  une  éloquente  démonstration  de  cette 
vérité.  Vous  n'êtes  point  restés  étrangers  aux  conquêtes  scienti- 
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fiques  dont  notre  époque  est  légitimement  fiére.  Dans  ce 
domaine  comme  dans  tant  d'autres»  vous  avez  voulu  être  les 
premiers,  et  si,  après  les  éludes  auxquelles  vous  avez  consacré 
tous  vos  instants»  alors  que  la  science  moderne  n*a  plus  de 
secrets  pour  vous,  vous  demeurez  les  fidèles  enfants  de  TÉglise 
catholique,  c'est,  à  n*en  pas  douter,  qu*à  votre  jugement  il  n'y  a 
point  d'opposition  entre  vos  croyances  et  les  conclusions  scienii- 
ûques  auxquelles  vous  êtes  parvenus.  Il  serait  en  effet  tout  aussi 
déraisonnable  de  suspecter  votre  sincérité,  que  d'attribuer  à  je 
ne  sais  quels  préjugés  la  fermeté  de  vos  convictions  religieuses. 
Il  faudrait  pour  cela  afTirmer  que,  doués  d'une  incontestable 
supériorité  sur  le  terrain  des  sciences,  vous  cessez  d'être  les 
mêmes  dès  qu'il  s'agit  de  religion,  et  qu'après  avoir,  au  prix 
d'incessantes  fatigues,  élargi  le  cercle  des  connaissances  humaines, 
vous  acceptez,  sans  même  vouloir  en  faire  l'examen  raisonné, 
des  doctrines  qui  contredisent  toutes  les  données  de  votre  science. 
Ce  serait  là.  Messieurs,  une  aberration  tellement  étrange,  que 
nul  ne  peut  vous  Timputer;  aussi  suis-je  en  droit  de  conclure 
qu'en  assistante  cette  assemblée  de  la  Société  scientifique,  \ous 
entendez  proclamer  bien  haut  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  véritable 
désaccord  entre  la  foi  et  la  raison. 

Le  Dieu  qui  s'est  révélé  aux  humbles  et  aux  petits  est  aussi 
le  Mailre  des  sciences  {^).  La  foi  et  la  raison  viennent  toutes 
deux  de  lui  et  toutes  deux  elles  doivent  conduire  k  lui.  Le  rôle 
de  la  science  ne  consiste-t-ii  pas  à  retrouver  dans  les  créatures 
l'empreinte  de  la  Divinité,  à  rechercher  les  vestiges  de  cette 
sagesse  que  Dieu  a  répandue  sur  toutes  ses  œuvres,  à  procurer 
enfin  à  Dieu  cette  gloire  extérieure  pour  laquelle  il  a  tout  créé? 
Oui,  s'il  a  livré  à  nos  investigations  le  monde  tout  entier,  c'est 
pour  que  les  créatures  soient  comme  autant  de  degrés  par 
lesquels  l'intelligence  remontera  jusqu'au  Créateur,  dont  elle 
connaîtra  mieux  les  infinies  perfections  sans  parvenir  jamais  à 
les  comprendre  d'une  manière  adéquate.  C'est  pour  cela  que,  loin 
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de  s'elTrayer  des  progrès  toujours  eroissanis  de  la  science»  TEgiise 
les  encourage,  puisqu'ils  aboutissent  à  perfectionner  la  connais- 
sance de  Dieu  à  laquelle  Thomme  peut  prétendre  ici-bas. 

Ce  ne  sont  point  les  mystères  qui  détourneront  de  Dieu  le 
véritable  savant  :  n'est-il  pas  accoutumé  à  en  rencontrer  pour 
ainsi  dire  à  chaque  pas?  Et  à  côté  des  certitudes  que  la  science 
lui  donne,  n*y  a-t-il  pas  de  graves  questions  où  elle  le  laisse  aux 
prises  avec  le  doute  et  l'incertitude?  Naguère  encore  —  fcxpres- 
sion  est  devenue  célèbre  —  on  constatait  la  banqueroute  de  la 
science;  elle  avait,  disail-on,  failli  à  toutes  ses  promesses,  parce 
qu'elle  ne  pouvait  donner  à  fliunianité  la  solution  des  problènies 
qui  rintéressent  le  plus  vivement.  Mais,  Messieurs,  je  ne  saurais 
admettre  pareille  assertion. 

La  fausse  science  a  pu  seule  faire  banqueroute  et  faillir  à 
toutes  ses  promesses,  et  quand  j'examine,  fut-ce  même  superG- 
ciellement,  les  nombreux  systèmes  élabores  par  ses  adeptes 
pour  résoudre  la  grande  question  de  l'origine  et  de  la  destinée 
de  rhomme,  je  ne  puis  m*empèclier  de  songer  à  ces  paroles  de 
Bossuet  :  «  Les  absurdités  où  ils  tombent  en  niant  la  religion, 
deviennent  plus  insoutenables  que  les  vérités  mêmes  dont  la 
grandeur  les  étonne,  e(  pour  ne  pas  vouloir  croire  des  mystères 
incompréhensibles,  ils  suivent  Tune  après  l'autre  d'incompréhen- 
sibles erreurs  (*).  • 

Tel  n'est  point.  Messieurs,  le  sort  réservé  à  la  vraie  science,  à 
celle  qui  s'incline  devant  la  parole  révélée  sans  pour  cela  s1n- 
tiTdire  les  investigations  et  les  recherches.  Elle  peut  aborder 
sans  crainte  les  problèmes  les  plus  arides,  car  la  colonne  de  feu 
guide  ses  pas  dans  le  désert.  Loin  d  entraver  sa  marche,  la  foi 
est  toujours  là  pour  la  mettre  en  garde  contre  toutes  les  sur- 
prises de  l'orgueil,  pour  lui  inspirer  une  salutaire  défiance 
d  elle-même  et  Taidcr  â  discerner  toujours  ce  que  les  faux 
savants  confondent  si  aisément,  le  domaine  de  Thypotbèse  et 
celui  de  la  vérité  acquise. 


**)  Oraison  funèbre  d'Anne  Gonzague  de  Olèves. 
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Voilà,  Messieurs,  la  science  dont  vous  êtes  les  dignes  repré- 
sentants, et  c'est  à  ce  titre  que  je  suis  heureux  et  Cer  de  vous 
saluer  aujourd*hui.  Puisse  le  Seigneur  bénir  et  féconder  les 
travaux  de  votre  Société,  pui8se-t*il  vous  conserver  vous-mêmes 
dans  les  dispositions  qu'apportait  à  ses  études  le  grand  précur- 
seur de  la  philosophie  scolastique,  saint  Anselme,  lorsqu'au 
début  même  de  ses  œuvres  il  disait  :  Je  ne  cherche  pas  à  com- 
prendre pour  croire,  mais  je  crois  pour  comprendre  :  «  Non 
quaero  inielligere  ni  credam^  $ed  credo  ut  intelligam  (*).  » 

D*unanimes  applaudissements  accueillent  ces  paroles  de  Mgr 
Du  Roussaux. 

La  séance  est  levée  à  cinq  heures. 


(*)  Proslogium,  e^p.  I. 
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SÉANCE  DES  SECTIONS 


Première  section. 

M.  Ë.  Vicaire  présente  la  note  siiivante  :  Svr  la  nécessité  du 
mouvement  absolu  en  mécanique. 

La  discussion  qui  a  eu  lieu  dans  la  première  section  de  la 
Société  seientifiquCy  lors  de  sa  session  d'octobre  189S,  à  Tour- 
nai, nous  a  mis  à  peu  près  d'accord,  M.  Mansion  et  moi,  sur  la 
véritable  conception  de  la  mécanique  et  sur  la  manière  d'en 
comprendre  les  principes.  Mais  notre  savant  confrère  a  main- 
tenu énergiquement  son  point  de  vue  relativiste  quant  à  la  con- 
ception du  mouvement.  «  Se  mouvoir  est,  dit-il,  un  terme  essen- 
tiellement relatif.  Le  mouvement  de  n  points  est  complètement 
décrit  quand  on  donne  à  chaque  instant  les  in(n  —  1)  dis- 
tances de  ces  points.  » 

Je  voudrais  faire  une  nouvelle  tentative  pour  le  convaincre  de 
son  erreur. 

Pour  que  la  proposition  de  M.  Mansion  soit  vraie,  même  à  un 
point  de  vue  purement  cinématique,  il  faut,  bien  entendu,  que 
les  n  points  considérés  constituent  à  eux  seuls  tout  Tunivers 
matériel.  Autrement,  la  connaissance  des  distances  mutuelles  à 
tout  instant  donnerait  seulement  la  loi  de  déformation  du  système 
et  non  celle  de  son  déplacement  par  rapport  à  d'autres  corps. 

Je  dis  que,  même  dans  ce  cas,  la  proposition  n*est  pas  exacte 
au  point  de  vue  mécanique;  tout  au  moins,  elle  ne  peut  se 
concilier  avec  les  faits  que  moyennant  des  hypothèses  peu 
vraisemblables. 
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Considérons  un  système  de  corps  qui  a  été  parfaitement 
étudié»  aussi  bien  par  la  théorie  que  par  Tobservation,  le  sys- 
tème solaire,  dans  lequel  nous  supposerons  que  chacun  des 
corps  puisse  être  assimilé  à  un  point  matériel.  Les  étoiles  n'exer- 
cent sur  lui  aucune  force  appréciable,  et  si  nous  les  supposons 
éteintes  ou  masquées,  ou  simplement,  si  nous  nous  interdisons 
de  les  observer,  nous  rentrons  dans  le  cas  prévu  :  nous  opérons 
sur  un  système  qui  n'a,  au  moins  pratiquement,  aucune  relation 
mécanique  ou  géométrique  avec  quoi  que  ce  soit  en  dehors 
de  lui. 

Pour  étudier  expérimentalement  ce  système,  nous  n*avons 
rien  de  mieux  à  faire  que  de  supposer  fixe  Tun  quelconque  des 
points,  la  Terre  par  exemple,  ainsi  que  la  droite  passant  par  ce 
point  et  par  Tun  des  autres,  tel  que  le  Soleil,  et  enfin  le  plan 
mené  par  cette  droite  et  par  un  troisième  point,  soit  Jupiter,  le 
tout  choisi  uniquement  par  la  considération  de  la  plus  grande 
commodité. 

Ce  point,  cette  droite  et  ce  plan  déterminent  un  système  d*axes 
rectangulaires  auxquels  nous  pouvons  rapporter  les  positions 
des  planètes.  Si  nous  avons  le  moyen  de  mesurer  à  tout 
instant  leurs  distances  mutuelles,  nous  en  déduirons  les  coordon- 
nées et  nous  pourrons  former  des  tables  donnant  pour  toute 
époque  la  position  de  chacun  des  astres.  La  description  du 
mouvement  sera  complète  au  point  de  vue  cinématique. 

Il  est  vrai  qu*en  fait,  les  moyens  par  lesquels  nous  détermi- 
nons les  distances  ne  sont  pas  indépendants  de  la  loi  de  Pattrac- 
tion  ;  mais  il  suffit  pour  ce  qui  va  suivre  que  Texactitude  très 
approchée  de  ces  distances  ne  soit  pas  contestée. 

Il  s*agit  maintenant  de  trouver  la  loi  de  ces  mouvements,  la 
formule  qui  les  relie.  Pour  cela,  nous  allons  employer  une 
méthode  de  synthèse. 

Nous  admettons  que  les  corps  considérés  s'attirent  suivant  la 
loi  newtonienne  et  nous  cherchons,  d*après  les  théories  de  la 
mécanique,  les  équations  de  leurs  mouvements  rapportés  à 
trois  axes  de  direction  fixe,  ou  au  moins  supposée  fixe  jusqu'à 
nouvel  ordre,  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système. 
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Pour  le  corps  de  rang  i,  dont  In  masse  est  m^,  nous  avons  trois 
équations  telles  que  la  suivante: 

/  est  la  constante  de  l'attraction. 

Intégrons  ces  Zn  équations.  Nous  ne  pouvons  le  faire  que 
par  approximation,  en  profilant  des  particularités  que  présente  le 
système  solaire;  mais  rien  ne  nous  empêche  d'essayer»  à  titre 
d'hypothèse,  de  reconstituer  notre  système  avec  ces  particula- 
rités, notamment  d  employer  pour  les  masses  les  valeurs  admises 
par  les  astronomes. 

Les  équations  intégrales  contiennent  6n  constantes  arbitraires 
que  nous  déterminerons  aussi  à  Taide  des  valeurs  admises  par 
les  astronomes  pour  les  éléments  des  orbites  planétaires.  Les 
formules  sont  alors  complètement  réduites  en  nombres;  elles 
nous  permettent  de  calculer  potir  toute  époque  les  coordonnées 
rectangulaires  de  chaque  planète. 

Pour  comparer  ces  coordonnées  avec  celles  qu*a  fournies 
Tobservatiou,  il  faut  les  rapporter  à  une  même  origine.  Par 
exemple,  je  transporte  parallèlement  h  eux-mêmes,  au  centre  de 
gravité  déterminé  à  Taide  de  Thypothèse  faite  sur  les  masses, 
les  axes  des  coordonnées  observées. 

Une  dernière  transformation  reste  à  opérer  :  c*est  de  faire 
coïncider  en  direction  les  axes  des  coordonnées  calculées  avec 
ceux  des  coordonnées  observées,  ce  que  je  puis  toujours  faire  au 
moins  pour  une  époque  donnée  prise  comme  initiale;  j'opère  à 
cet  effet,  au  moyen  des  méthodes  connues,  sur  les  coordonnées 
calculées. 

Ceci  fait,  je  constate,  pour  lepoque  initiale,  une  coïncidence 
complète  entre  les  deux  séries  de  coordonnées.  Mais  cette  coïn- 
cidence disparaît  aussitôt  et  des  écarts  croissants  se  manifestent. 

Au  contraire,  si  au  lieu  de  comparer  directement  entre  elles 
les  coordonnées,  je  me  sers  seulement  de  celles-ci  pour  calculer 
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les  posilioDs  relatives  des  astres,  leurs  distances  angulaires  ou 
linéaires,  je  trouve  une  coîncidenee  parfaite  entre  le  calcul  et 
lobservation. 

Ainsi,  mes  hypothèses  rendent  parfaitement  compte  des  mou- 
vements relatifs  des  astres;  comme  ces  mouvements  relatifs  seuls 
sont  abordables  a  Tobservation,  il  y  a  là  une  vëriûcation  com- 
plète de  ces  hypothèses  qui  comprennent  non  seulement  la  loi 
de  Tattraction,  les  valeurs  admises  pour  les  masses  et  pour  les 
données  qui  caraclérisent  Tétat  initial  du  système,  mais  aussi  les 
principes  de  la  mécanique  et,  en  particulier,  Thypothèse  du 
mouvement  absolu  que  j  ai  invoquée  explicitement  pour  établir 
les  équations  différentielles  (1). 

Ce  n*est  toutefois  qu*une  véri6cation  ;  voyons  jusqu'à  quel 
point  elle  est  décisive  en  ce  qui  concerne  cette  dernière  question. 

Les  axes  qualifiés  de  fixes  auxquels  sont  rapportées  les  coor- 
données des  équations  (1)  occupent  dans  Tespace  des  positions 
bien  déterminées  par  rapport  aux  planètes.  Par  exemple,  Taxe 
des  X  forme  des  angles  connus  avec  les  rayons  vecteurs  passant 
par  Jupiter  et  par  la  Terre;  un  observateur  placé  au  centre  de 
gravité,  origine  des  axes,  pourrait  donc  en  déterminer  la  posi- 
tion dans  le  ciel.  L'expérience  prouve  qu'ils  ne  coïncident  pas 
d'une  manière  continue  avec  les  axes  d'observation,  parallèles 
à  ceux  que  nous  avions  déterminés  au  moyen  de  la  Terre,  du 
Soleil  et  de  Jupiter,  et  la  coïncidence  établie  à  IVpoquc  initiale 
prouve  que  ce  fait  ne  résulte  pas  des  valeurs  attribuées  aux  con- 
stantes d'intégrations.  Ce  sont  donc  bien  les  équations  différen- 
tielles elles-mêmes  qui  ne  peuvent  pas  être  vérifiées  par  des 
coordonnées  rapportées  à  ces  axes  d'observation. 

Au  contraire,  nous  savons  par  la  théorie  que  si  elles  sont 
vérifiées  pour  certains  axes,  elles  le  seront  aussi  pour  tout  sys- 
tème d'axes  qui  occupe  une  position  invariable  par  rapport  au 
premier. 

La  même  théorie  nous  explique  pourquoi  elles  ne  peuvent 
l'être  pour  aucun  système  d'axes  ne  remplissant  pas  cette  condi- 
tion. Car  l'accélération  relative  à  ce  système  s'obtient,  ainsi  que 
Coriolis  l'a  montré,  en  composant  l'accélération  absolue,  donnée 
XX.  4 


par  les  seconds  membres  des  ëqnad'ons  (I),  avec  raccélération 
d  entraînement  prise  en  sens  contraire  et  avec  Taccélcration  cen- 
trifuge composée. 

En  parlant  de  la,  on  trouve  aisément  que  si  Ion  désigne  par 
p,  9,  r  les  composantes,  suivant  les  nouveaux  axes,  de  la  rota- 
tion du  système  de  ces  axes  par  rapport  à  ceux  qualifiés  de  ûxes, 
auxquels  s'appliquent  les  équations  (1),  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  rapporté  à  ces  nouveaux  axes  seront 
pareilles  à  celles-ci  : 


lit' 
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;>,  q,  r  sont,  ou  des  fonctions  explicites  du  temps  données  à 
priorif  ou  des  fonctions  de  certaines  coordonnées,  comme  il  arri- 
verait dans  le  cas  des  axes  d'observation  envisagés  ci-dessus. 

L'intégration,  même  approximative,  de  ces  équations  ne  serait 
sans  doute  pas  facile;  n)ais  on  peut  les  vérifier  à  posteriori  lors- 
qu'on connaît  à  tout  instant  la  position  des  axes  par  rapport  à  un 
système  fixe. 

Ainsi  cette  notion  de  fixité  (en  direction)  que  nous  avons  intro- 
duite dans  notre  mise  en  équations  avec  son  acception  vulgaire, 
si  elle  n'est  pas  actuellement  vérifiable  dans  cette  acception,  se 
trouve  au  moins  correspondre  à  un  fait  expérimental  :  il  y  a  des 
systèmes  d'axes  par  rapport  auxquels  les  mouvements  planétaires 
satisfont  aux  équations  (1),  et  d'autres  pour  lesquels  il  faut 
recourir  aux  équations  (2). 

Prenant  ce  fait  comme  définition  provisoire,  nous  convien- 
drons d'appeler  les  premiers  axes  (ixes,  et  les  antres  axes  mobiles. 

Tous  les  systèmes  fixes  en  ce  seris  occupent  des  positions 
iiivariables  les  uns  par  rapport  aux  autres,  et  des  positions 
variables  par  rapport  aux  systèmes  mobiles,  comme  cela  aurait 
lieu  avec  la  signification  usuelle  des  mots. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  le  système  planétaire,  nous 
pourrions  le  répéter,  en  termes  exactement  parallèles,  pour  le 
mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité,  pour 
eelui  du  gyroscope  de  Foucault  ou  du  barogyroscope  de  Gilbert, 
pour  celui  du  pendule  de  Foucault.  Pour  chacun  de  ces  mouve- 
ments, nous  trouverions  des  systèmes  d*axes  par  rapport  aux- 
quels se  vérifient  les  équations  établies  pour  des  axes  fixes,  dans 
rhypothèse  du  mouvement  absolu,  et  d^autres  par  rapport  aux- 
quels elles  ne  se  vérifient  pas. 

Il  y  a  plus.  Si  nous  observons  simultanément  ces  divers  mou- 
vements, nous  reconnaîtrons  que  les  axes  qui  se  comportent 
comme  fixes  pour  Tun  d*eux  jouissent  de  la  même  propriété 
pour  les  autres.  Nouvelle  concordance  avec  la  notion  vulgaire  de 
iixité,  concordance  bien  remarquable  puisqu*elle  se  produit  entre 
des  phénomènes  qui  semblent  n'avoir  aucune  relation  entre  eux. 

Voilà  donc  un  ensemble  considérable  de  faits,  disons  mieux, 
Tensemble  de  tous  les  faits  suffisamment  précis  de  la  mécanique, 
<]ui  se  montrent  en  parfait  accord  avec  Thypothèse  du  mouve- 
ment absolu. 

Comment  les  concilier  avec  celle  de  la  relativité  du  mouve- 
ment ?  Je  n'en  vois  guère  le  moyen.  Si  Ton  peut  comprendre  à  la 
rigueur  que  certains  axes  jouissent,  par  rapport  à  un  ensemble 
de  corps,  de  propriétés  spéciales,  comme  en  ont,  par  exemple,  les 
axes  principaux  d'inertie,  on  comprend  moins  que  ces  propriétés 
puissent  s'étendre  à  tous  les  axes  formant  avec  les  premiers  des 
angles  invariables,  et  l'on  ne  comprend  plus  du  tout  qu'elles 
s'étendent  à  des  axes  déterminés  par  un  système  de  corps  entiè- 
rement indépendant  du  premier. 

Il  importe  de  remarquer  que  ceue  notion  expérimentale  de  In 
fixité  et  ces  vérifications  sont  obtenues  sans  aucun  recours  aux 
étoiles.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  s'appliquerait  alors  même 
que  les  étoiles  ne  seraient  pas  observables.  Mais  nous  obtien- 
drons une  nouvelle  vérification,  plus  frappante  encore,  si  nous 
supposons  écarté  l'écran  fictif  qui  nous  les  cachait. 

iNous  constatons  alors,  en  effel,  que  nos  axes  fixes  ^ont  réelle- 
ment fixes,  au  sens  habituel  du  mot,  par  rapport  aux  étoiles;  ils 


ij*éprouvent  par  rapport  à  elles,  ou  celles-ci  n*éprouvent  par 
rapport  à  eux  que  des  déplacements  extrêmement  lenis,  très 
inégaux  de  Tune  è  Tautre  ;  c*est  ce  qu'on  appelle  les  mouve- 
ments propres  des  étoiles.  Les  axes  dits  mobiles  se  déplacent  plus 
ou  moins  rapidement  dans  le  ciel  étoile. 

Ce  nouveau  fait  permet  de  présenter  sous  une  forme  bien 
concrète  Tinexactitude  de  Ténoncé  de  M.  Mansion.  Supposons^ 
en  effet,  que,  sans  aucun  changement  dans  les  mouvements  rela- 
tifs des  planètes  et  du  Soleil,  Tensemble  du  système  prenne  un 
mouvement  tel  que  Taxe  de  Técliptique,  au  lieu  de  rester  pres- 
que immobile  dans  le  ciel»  en  fasse  le  tour  en  un  an.  Rien  ne 
serait  changé  aux  {n{n  —  1)  distances,  et  cependant  il  y  aurait 
certes  un  changement  considérable  dans  la  loi  du  mouvement, 
dans  les  forces  qui  le  déterminent,  dans  les  équations  qui  le 
régissent. 

Ce  fait  est  d'ailleurs  en  parfaite  harmonie  avec  Thypothèse  du 
mouvement  absolu. 

Il  est  bien  vrai,  nous  le  savons,  que  les  étoiles  ne  sont  pas 
véritablement  fixes.  Mais  nous  savons  aussi  quVIIes  sont  très 
loin,  et  cela  suffit  pour  qu'elles  se  comportent  à  peu  près  comme 
des  points  (ixcs.  C'est  ainsi  qu'en  pleine  mer,  lorsque  plusieurs 
bateaux,  tous  en  mouvement,  sont  en  vue  les  uns  des  autres, 
ceux  qui  sont  très  loin  de  l'observateur  peuvent  lui  servir  comme 
de  repères  fixes  pour  observer  de  combien  il  tourne  sur  lui- 
même  ou  comment  se  modifie  sa  position  par  rapport  è  des 
objets  rapprochés;  le  temps  pendant  lequel  on  peut  pratiquement 
les  regarder  comme  fixes  dépend  de  leur  distance,  de  leur 
vitesse  propre,  du  degré  de  précision  dont  on  a  besoin. 

Ainsi,  la  fixité  approchée  par  rapport  aux  étoiles  résulte  de 
la  peliiessc  des  mouvements  angulaires  de  celles-ci,  conséquence 
de  leur  immense  éloignement.  Elle  n'est  qu'un  fait  accidentel  : 
les  axes  fixes  et  les  étoiles  n'ont  les  uns  par  rapport  aux  autres 
que  des  déplacements  extrêmement  faibles  parce  que  les  uns  et 
les  autres  sont  fixes  absolument  ou  à  peu  près. 

Toutefois,  l'intervention  des  étoiles  dans  la  question  fournit 
un  moyen,  le  seul  qui  reste,  ce  me  semble,  d'expliquer,  dans  le 


syslème  relaliviste,  les  coïncidences  que  nous  avons  signalées. 
Cesl  d'admettre  que  cette  immobilité  relative  des  axes  fixes  par 
rapport  aux  étoiles^  au  lieu  d*ètre  un  fait  accidentel,  est  un  fait 
essentiel  :  ce  serait  parce  qu'ils  sont  immobiles  par  rapport  aux 
étoiles  que  les  axes  Uxes  jouissent  des  propriétés  que  nous 
leur  avons  reconnues  dans  le  mouvement  des  corps. 

En  d'autres  termes,  Ténoncé  de  M.  Mansion,  inexact  quand 
on  considère  séparément  le  système  solaire  ou  tout  autre  sys- 
tème partie^!,  deviendrait  exact  à  la  condition  de  comprendre 
nécessairement  les  étoiles  parmi  les  n  corps  auxquels  il  s'ap- 
plique. 

J'ai  montré  dans  un  précédent  travail  (*)  qu'il  ne  parait  pas 
impossible  de  soumettre  cette  thèse  au  contrôle  de  l'expérience 
par  une  étude  sur  les  mouvements  propres  des  étoiles,  étude 
qui  la  renverserait  complètement  si  elle  concluait  d'une  cer- 
taine manière,  sans  toutefois  la  démontrer  ou  même  la  rendre 
sensiblement  plus  vraisemblable  si  elle  concluait  à  l'opposé. 

Jusqu'à  ce  que  ce  travail  soit  fait,  je  reconnais  bien  volontiers 
qu'il  n'est  pas  possible  d'opposer  autre  chose  que  des  vraisem- 
blances à  la  proposition  de  M.  Mansion  ainsi  comprise.  Elle 
reste  gratuite;  on  ne  peut  pas  dire  qu'elle  soit  impossible. 

On  pourrait  se  demander  ce  que  signifie  la  notion  de  fixité  par 
rapport  à  un  système  éminemment  variable  et  déformable 
comme  celui  des  étoiles.  On  répondrait  que  l'immobilité  a  lieu 
par  rapport  au  système  des  axes  principaux  d'inertie  de  l'uni- 
vers ou  par  rapport  à  quelque  autre  système  de  comparaison 
déterminée  d'une  manière  analogue. 

On  pourrait  se  demander  aussi  comment,  sans  faire  interve- 
nir les  étoiles  dans  nos  raisonnements,  sans  nous  préoccuper 
d'elles  en  aucune  façon,  nous  avons  pu  obtenir  un  système  d'équa- 
tions, les  équations  (1),  qui  n'est  exact  que  pour  des  axes 
4léterminés  par  les  étoiles. 

On  répondrait  que  celles-ci  sont  intervenues  dans  nos  calculs 

(*)  Sur  la  réalité -de  Vetpaee  et  le  mouvement  absolu  {XKfH.  df.  i.a  Soc.  scirntif. 
DB  Baox.,  t.  XVIII,  189i,  9*  partie  p.  !297 
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d'une  manière  implicite  et  en  quelque  sorte  latente,  parce 
qirelles  constituent  le  système  de  comparaison  essentiel  par 
rapport  auquel  se  vérifie  le  principe  de  Tinertie,  base  de  tous 
nos  raisonnements. 

Tout  cela  peut  se  soutenir,  mais,  ainsi  que  je  Tai  déjà  fait 
observer  dans  le  travail  précité,  pour  que  ce  système  de  compa- 
raison détermine  les  corps  à  se  mouvoir  d'une  marn'èrc  plutôt 
que  d'une  autre,  il  ne  suffit  pas  qu'il  fournisse  géométrique- 
ment des  directions,  il  faut  qu'il  agisse  physiquement  sur  les 
corps.  Il  faut  donc  attribuer  aux  étoiles  cette  action  physique,  et 
nous  tombons  forcément  dans  le  système  d'Ernest  Mach,  que 
j'ai  rappelé  d'après  Streintz  :  «  Les  corps  célestes  lointains,  qui 
n'ont  aucune  influence  sur  les  accélérations  des  corps  du  sys- 
tème solaire,  en  ont  une  sur  les  vitesses.  >  Et  cette  influence 
doit  l'emporter  absolument  sur  celle  des  corps  rapprochés. 

Ainsi  donc,  pas  de  milieu  :  il  faut  admettre,  ou  bien  l'hypo- 
thèse de  directions  fixes  absolues,  qui  rend  compte  de  tout  d'une 
manière  si  simple,  qui  est  si  naturelle  à  l'esprit  et  qui  a  été 
admise  implicitement  et,  en  quelque  sorte,  instinctivement  dans 
tous  les  travaux  de  mécanique,  ou  bien  l'hypothèse  de  Mach, 
avec  celte  action  à  distance  qui  ne  décroît  pas,  qui  augmente 
peut-être  par  l'éloignement.  Le  système  de  Mach  est  bien, 
connue  je  Tai  dit,  le  dernier  refuge  du  relativisme.  Et  dans  quel 
but  accepterait-on  cette  conception  étrange?  Uniquement  pour 
accommoder  ta  science  à  un  dogme  relativislc  posé  à  priori  d'une 
façon  entièrement  arbitraire.  Pour  moi,  je  n'hésite  pas,  mon 
choix  est  fait. 

Je  me  suis,  dans  ce  qui  précède,  placé  à  un  point  de  vue 
exclusivement  expérimental.  J'ai  mdutré  (|u'apiès  avoir  étudié 
les  mouvements  d'une  manière  géométrique,  par  l'observation 
des  distances  des  corps  entre  eux,  on  est  amené,  lorsqu'on  veut 
s'en  rendre  compte  mécaniquement,  par  la  considération  des 
forces,  à  faire  intervenir  des  directions  fixes,  iiidépendanies  des 
corps  en  mouvement.  Cela  ne  conduit  pas  tout  à  fait  au  mouve- 
ment absolu,  mais  seulement  à  la  rotation  absolue.  Expérimen- 
talement, on  ne  peut  pas  aller  plus  loin.  Dans  mon  mémoire  sur 


—  ai  — 

la  réalité  de  Tespace,  j'ai  montré  (loc.  cit.y  p.  303)  comment,  de 
là,  on  est  conduit  logiquement  au  mouvement  absolu.  Jai 
exposé  aussi  des  raisons  philosophiques  qui  militent  en  faveur 
du  mouvement  absolu,  notamment  la  considération  de  Ténergie. 

Le  mouvement  absolu  conduit  logiquement  à  la  réalité  de 
lespace.  Cette  action  directrice  que,  dans  le  système  relativîste, 
on  doit,  de  toute  nécessité,  attribuer  aux  étoiles,  il  faut  bien, 
dans  le  système  absolu,  qu'elle  soit  exercée  par  quelque  chose, 
et  cette  action,  toute  physique,  ne  peut  être  exercée  que  par  un 
être  réel.  Cet  être  réel,  qui  agit  ainsi  dans  tous  les  lieux  accessi- 
bles aux  corps,  c'est  l'espace. 

L*espace  réel  a  d'ailleurs  sa  raison  d'être  philosophique,  indé- 
pendamment même  du  caractère  absolu  du  mouvement,  de 
sorte  que  ces  deux  conceptions,  celle  du  mouvement  absolu  et 
celle  de  l'espace  réel,  se  soutiennent  mutuellement. 

Je  ne  veux  pas  revenir  ici,  ft  cet  égard,  sur  ce  que  j'ai  exposé 
dans  le  mémoire  déjà  plusieurs  fois  cité.  Je  voudrais  seulement 
faire  observer  que  l'espace  réel  fournil  peut-être  un  terrain  de 
conciliation  à  offrir  aux  relativisies.  Grâce  à  lui,  le  mouvement 
absolu  conserve  encore  un  caractère  relatif;  c'est  toujours  im 
déplacement  par  rapport  à  quelque  chose  et  è  quelque  chose  de 
réel;  seulement  ce  quelque  chose  n'est  pas  de  la  matière. 
L'espace  réel  répond  ainsi  à  un  véritable  besoin  de  l'esprit;  il 
suffit,  ce  me  semble,  à  le  satisfaire. 

Nous  n'observons  le  mouvement,  au  moins  d'une  manière 
directe,  que  sous  la  forme  d'un  déplacement  relatif  des  corps, 
des  parties  de  la  matière.  En  conclure  que  c'est  lè  son  essence, 
qu'il  n'y  a  pas  autre  chose  en  lui,  c'est,  à  mon  avis,  se  confiner 
dans  un  empirisme  excessif  et  étroit.  La  continuité  de  l'espncene 
nous  permet  d'en  saisir  la  présence  et  de  l'observer  que  par  Tin- 
termédiaire  d'agents  matériels.  Le  nier  par  ce  motif  ne  serait  pas 
plus  justifié  que  de  nier  l'âme  de  notre  voisin  parce  que  nous 
ne  pouvons  l'observer  aussi  que  par  l'intermédiaire  de  la  matière. 
Avant  de  nous  prononcer  sur  ces  questions,  il  faut  analyser 
rationnellement  les  faits.  C'est  une  partie  de  cette  analyse  que 
j'ai  essayé  de  présenter  dans  ce  qui  précède. 


M.  Mansion  fail  observer  que  si  l*on  prend  pour  coordonnées 
des  points  du  système  solaire  les  distances  de  ces  points  à  quatre 
points  d*un  solide  terrestre  invariable,  on  peut  décrire  tous  les 
mouvements  du  système  considéré;  la  description  serait  plus  com- 
pliquée que  celle  dont  parle  M.  Vicaire,  mais  elle  serait  tout  aussi 
complète.  Inversement,  que  de  mouvements  de  systèmes  ter- 
restres dont  la  description  par  rapport  aux  axes  fixes  de  M.  Vi- 
caire serait  plus  compliquée  que  la  description  par  rapport  aux 
quatre  points  dont  nous  parlons  ! 

M.  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin  communique  à  la  section  In 
note  suivante  :  Sur  la  série  de  Lambert. 

1.  La  série  de  Liambert  est  la  suivante  : 


00  ^IW 
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Cette  série  est  étroitement  liée  à  celles  que  Jacobi  a  introduites 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  cette  dépendance  per- 
met d'exprimer  d'un  grand  nombre  de  manières  la  somme  de  la 
série  par  des  intégrales  définies. 

Nous  croyons  utile  d'appeler  Tattention  sur  ces  résultats, 
parce  qu'ils  nous  paraissent  devoir  être  le  point  de  départ  néces- 
saire de  toute  recherche  sur  cette  série. 

S.  Rappelons  d'abord  quelques  relations  auxiliaires  qui  vont 
nous  être  utiles.  On  a  (*) 

sin  é 

d'où 

sin  né 


M^n)  ^  gô<(»— ï  H-  •••  -4-  e^"-*>^' 


sm  9 


(*)  Voir  Gilbert,  Cours  d'analyse,  4«  édition,  p.  3i0. 
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et»  en  changeani  n  en  2n  -4- 1, 

fin  $ 
c'est-à-dire 

8in(2iiH-  i)ê 

On  a  d^ailleurs 

sin(2fi -f- 1)9        .    ^     cosé 

: =»  8in  ^n$  -, h  cos  2ii«, 

sm  •  8in  ê 

par  suite  aussi 

J  sin  (^nê)  cot  4  =  1  —  cos  Sud 

^  I     -f- 2 [cos2d-«-cos  44 -f- ••• -4-005(211  — â)^]. 

Les  relations  (1)  et  (2)  nous  permettent  de  calculer  aisément 
les  valeurs  des  intégrales  définies  correspondantes 


X 


(-> /' 


sm(ân -4-1)4  n 
■             cré  cB  -.  I 

siné  2 

0 


r 


(P) /     8in(2nd) 


cotda4=»  -• 

2 


Si  Ton  change  0  en  ^  —  9  dans  ces  intégrales,  il  vient 


/•«C08(2ll-f-  I    «    ,  .        .V     «^ 

cosd  '       ^   2 

0 
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3.  Sommation  de  la  série  de  Lambert  par  des  intégrales  des 
fonctions  0|  et  O2  de  Jacobi,  On  a  (*) 

log<,(i)— log(29isinx)—  2  -  T-^r  —  2  2 -.         „C08 2rx, 

~rl—  ^  ~rl  —  ç 

log5,(x)=log(29i  cosx)-  2  -  fZr^ -  2  2  -^  J3T  «)s  2rx. 

En  différenliant  par  rapport  à  x,  on  trouve 

— : cot  X  =  4  >  7  sin  2rx, 

«.  (X)  -^  i  -  9»' 

^  (x)  fl*' 

H   tg  X  -=  4^ ,(—  1  y  — ^ — r sin 2rx; 

«,(x)         ^  -^^        ^  \—q^ 

d*où,  par  la  Tormule  (P), 

/•»  /^,  (x)  \  .  ^      ?" 

0 

et  par  la  formule  ((3'), 

0 

Ces  deux  expressions  sont  les  plus  simples  que  nous  ayons 
obtenues  pour  représenter  la  série  de  Lambert.  Les  autres  fonc- 
tions 0  peuvent  servir  au  même  usage,  mais  conduisent,  comme 
nous  allons  voir,  à  des  résultats  moins  élégants. 

4.  Sommation  de  la  série  de  Lambert  par  des  intégrales  des 
fonctions  6  et  O3  de  Jacobi.  On  a 


«    r      .v«    9^ 


logd(x) 2-7-^-2  5--^^ cosârx, 


(*)  Voir,  par  exemple,  Ennepeb.  FMipthche  FuticUonen  Théorie  und  Gettchichte, 
Zweite  AuDa^r^.  Halle,  1S9().  p.  H  V 


d'où,  en  différentianl  par  rapport  à  x, 

puis,  en  multipliant  membre  à  membre  avec  régalité  (*) 
q  sin  2x 


i  —  2qf  cos  2x  -4-  q 


ê 

et  intégrant  par  rapport  à  x, 


-  =iç  sin  2x  -f-  q^  sin  4x  -♦-  qf'  sin  6x 


,T 


r^B'jx)  ysin2x  y      ^"^ 

,/      d  (x)  1  —  î27  cos  2x  -♦-  9«       "^  *^-^  1  —  7*^  ' 


et  par  le  changement  de  9  en  —  9, 


/>  ^,(x)  q  sin  2x  ^    ^     7*" 

^(x)  ^ -f.  29  cos  2x -♦- 9«       ""       ^r1— 9"" 
0 

5.  Sommation  de  la  série  de  Lambert  par  les  fonctions  (u  et  pu 
de  Wcierstrass.  Ces  formules  sont  équivalentes  à  la  première  des 
formules  du  n*  5,  mais  il  est  aussi  simple  de  les  obtenir  directe- 
ment. 

On  a  (**),  en  posant  pour  abréger  v  ■=■  j^» 

Çu  «=  —  (  4>f,»,y  -♦-  T  col  JTv  -+-  iîT  y  7-^ — r-  sin  2mjrv) , 
2w,  \  T  ^  —  ?  / 

d'où,  en  posant  nv  =  x, 

—  M  —  xl  —  col  X  —  -—  X  -V  42  7-3-5;  »•"  2»»x, 


(*)  Cette  formule  s'obtient  en  différentiant  la  formale  correspondante  da  n<>  6. 

(•')  Jordan,  Cours  d'anali/Me  de  tÈcole  polif technique,  2»  é^Won  MR9i\  t.  îî,  p  434. 


et,  par  la  formule  (P), 


/       I — M — ^J — cotxlcot«ax  =  — p/      xcotxax 


m  ^1m 


Mais  on  a 


/      X  cot  xdx  —  /     x.d/  gin  X  =  —  /      /  sîn  «rfx  =  — 


fân 


ety  par  conséquent. 


/[t«(t')— ']"-^-^*T-'-?.-^ 


Si,  pour  simplifier,  on  construit  la  fonctloo  (u  avec  les  périodes 
Sg»!  <a  ff  et  %^^  la  formule  se  réduit  à 

(Çii  —  cot  u)col  udu  —  ifi/2  -♦-  2ir5  -~^ 

u 

Par  une  intégration  par  parties   on   trouve,  toujours  dans 
Thypothèse  2a)|  «=  ir. 


[pu  —  -— —  /(sîn  u)du=ti^l'2  -4-  î2it5  ; 

\  SIÏT  ul  T  *  —  fl 


ç** 


6.  Sommation  de  la  série  de  Lambert  au  moyen  de  la  fonction 
sn  z.  Cette  formule  est  équivalente  à  celles  du  n*  4  dont  elle  se 


(*)  Voir  GiLBKBT  (ouvrage  cité),  p.  43il. 
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déduirait  par  une  intégration   par  parties,  mais  nous  allons 
encore  rétablir  directement.  On  a  (*)  : 


2E, 


fq  ces  2x       âç*  008  4x      39'  cos  6x  ~] 

Li^g.         «-9*  i-9*  J' 

D  autre  part  (**), 

I  a*  a' 

— X  '(^  —  2?  <^*  2x  -♦-  9')  c=s  9  cos  2x  -f-  —  cos  4x  -♦-  —  cos6x  -f- 
z  2  3 


••• 


Multipliant  membre  à  membre,  puis  intégrant  par  rapport  à  x, 
il  vient  : 

fkKy    /»«  .         ^                    ^     ,2Kx  .  *     9* 

(  — ]    /      /(^  —  29C08  2x-f.9')sn' rfx  — rjr^ 


gim 


ou,  en  changeant  x  en  |y 


(?)'/'- 


Rx  •      o*" 
/(i  —  29  cosx-f-9*)dx«27r2— ^—t;^ 


Cette  dernière  relation  est  moins  simple  que  celles  du  n*  4 
auxquelles  on  peut  la  ramener,  comme  le  montre  la  relation  de 
Jacobi  : 


/ 


«'sn'xdx  =aT7 TT 

K       B{x) 


mais  elle  a  déjà  été  signalée  (***)  et  c  est  ce  qui  nous  engage  à  la 
reproduire  ici.  Les  recherches  que  nous  avons  faites  nous  portent 


(')  Jacobi,  Œuvres  complètes,  i.  \,  p.  168. 
(**)  Gilbert,  Cours  d'analyse,  p.  349. 

(**')  0.  SchlOmilch,  îiotit  ùber  die  Lambertsche  Heihe,  Journal  de  Schlomilcu, 
\Xa,  384. 


à  croire  que  la  série  de  Lambert  ne  peut  pas  8*exprimer  sous 
forme  finie  au  moyen  des  fonctions  0  de  Jacobi,  mais  il  nous 
semble  que  s*il  est  possible  de  la  définir  par  une  équation  diffé- 
rentielle» ce  sont  les  relations  des  n**  3  et  S  sur  lesquelles  il  faut 
s'appuyer  pour  la  découvrir. 

M.  Mansion  fait  une  communication  sur  Une  nouvelle  forme 
de  la  relation  entre  les  distances  de  cinq  points  en  géométrie  non 
euclidienne  dont  voici  le  résumé  : 

Soient  OX,  OY,  OZ,  trois  axes  rectangulaires,  dans  un  espace 
riemannien;  M,  un  point;  a,P,  y,  d^  ses  distances  aux  plans  coor- 
donnés et  à  Torigine;  a,  6,  c,  les  projections  de  9  sur  les  axes, 
toutes  ces  longueurs  étant  rapportées  à  la  constante  riemannienne 
prise  pour  unité.  Si  Ton  pose 

xs^sina,     ycsssinp,     z^^^siny,     u  =  ces  «l, 
X  «=  tang  a,     Y  «  lang  6,     Z  «=  tang  c, 

on  prouve  aisément  que  Ton  a 

X  s=  Xm,     y  ==  Yii,     z  =-  Zm,     «•  -h  y  -+-  z*  -+-  li*  =  ! . 

On  trouve  ensuite,  pour  la  distance  12  de  deux  points, 

cos  (12)  «  X|X^  -4-  y,yt  -^  ZiZi  -^  w.t/,, 

relation  qui  donne  la  précédente,  quand  2  coïncide  avec  1. 
La  relation  riemannienne  entre  cinq  points  est 

|x.,y,,r,  M„0|'=0,     (•-:i,2,3,4,5). 

On  peut  lui  donner  la  forme  nouvelle 

I  Xt,yt,Zt,UtyUi  I  =0, 

où  les  mineurs  des  éléments  de  la  dernière  colonne  sont  les 
racines  carrées  de  fonctions  des  dislances  seules  de  ces  points; 
Ut  est  le  cosinus  de  la  dislance  du  point  ta  une  origine  arbi- 
traire. 


Ce  qui  précède  s^élend,  mutatù  tnutaudis,  à  la  géométrie 
lobalchefskienne. 

M.  Mansion  espère  déduire  les  formules  fondamentales  rela- 
tives aux  aires  et  aux  volumes,  en  géométrie  non  euclidienne,  de 
la  relation  générale  entre  les  distances  de  cinq  points. 

M.  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin  présente  un  Mémoire  intitulé  : 
Sur  la  fonction  C  (s)  de  Biemann. 

MM.  C.  Jordan  et  P.  Mansion  sont  nommés  commissaires  pour 
examiner  ce  travail. 


Deuxième  section. 

MM.  Perron,  Leconte,  Thiry  et  Van  der  Mensbrugghe  se  font 
excuser  de  ne  pouvoir  pas  assister  à  la  séance. 

Le  secrétaire  présente  à  la  section,  au  nom  de  M.  Duhem, 
professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux,  un  mémoire 
intitulé  :  Troisième  fragment  d*un  cours  d'optique.  M.  Van  der 
Mensbrugghe  et  le  R.  P.  Thirion  sont  chargés  d*examiner  ce 
mémoire. 

M.  L.  Henry,  professeur  à  TUniversité  catholique  de  Louvain, 
fait  la  communication  suivante  : 


Études  de  chimie  classique.  —  Les  lois  de  nombre  en  chimie  (*). 

A.  Lois  des  poids.  Loi  générale  ou  loi  de  la  constance  des 
rapports  des  masses  réactionnelles.  —  Il  existe  des  rapports 
constants  entre  les  quantités  pondérables  des  corps  qui  inter- 


;'}  M.  Hearj  croil  quil  e!»t  possible  de  iiiodiUer  uiileineiit  l'éuouré  habituel  des  luis  Is 
noinOre,  Il  les  formule  comme  il  auit  dans  »cs  leçons. 


viennent  dans  les  actions  chimiques  soit  comme  facteurs^  soit 
comme  produits. 

L'expression  de  ce  rapport,  dans  des  cas  particuliers,  constitue 
des  lois  spéciales. 

Cette  loi  générale  peut  être  envisagée  de  deux  manières  : 

a)  dans  une  réaction  untçtie,  considérée  en  soi. 

6)  dans  plusieurs  réactions  considérées  ensemble. 

A .  Dans  une  réaction  unique»  considérée  en  soi. 

a)  Loi  de  Lavoisier  ou  principe  de  la  conservation  de  la 
masse.  —  Ce  rapport  est  celui  de  Tégalité  entre  ce  qui  existe 
avant  et  ce  qui  existe  après  une  réaction. 

Envisagée  dans  Tacte  pariiculier  de  la  combinaison  et  dans 
son  résultat,  la  loi  de  Lavoisier  devient 

6)  La  loi  des  poids.  —  Le  poids  d'un  composé  est  égal  à  la 
somme  des  poids  de  ses  constituants. 

c)  La  loi  de  Proust  ou  la  loi  des  proportions  définies,  ou 
mieux  la  loi  de  la  constance  de  composition  des  corps  composés. 

Un  corps  composé  est  toujours  formé  des  mêmes  éléments 
unis  dans  les  mêmes  proportions. 

B.  Dans  un  ensemble  de  plusieurs  réactions. 

a)  La  loi  de  Stas.  —  Les  corps  se  combinent  suivant  des 
rapports  constants  dans  toutes  les  combinaisons,  quelles  qu'elles 
soient,  où  Ion  en  constate  la  présence. 

6)  La  loi  des  rapports  simples,  —  Il  existe  un  rapport  simple 
entre  les  quantités  diverses  d*un  même  corps  susceptibles  de 
réagir  sur  une  même  quantité  d'un  autre  corps. 

Appliquée  au  phénomène  de  la  combinaison  et  è  son  résultat, 
c'est  la  loi  de  Dalton  ou  des  proportions  multiples.  Il  existe  un 
rapport  simple  entre  les  quantités  diverses  d'un  même  élément 
susceptible  de  se  combiner  avec  une  quantité  constante  d'un 
autre  élément  pour  former  une  série  de  combinaisons  chi- 
miques. 

c)  La  loi  des  masses  réactionnelles  en  général.  —  Les  nombres 
qui  expriment  les  rapports  suivant  lesquels  des  corps  réagissent 
sur  une  quantité  constante  d'un  autre  corps,  expriment  aussi  les 
rapports  suivant  lesquels,  ou  suivant  les  multiples  desquels,  ils 
réagissent  entre  eux. 


Appliquée  au  phénomène  de  la  combinaison  et  aux  corps  com- 
posés, c'est  la  loi  de  Berzélius  ou  des  nombres  proportionnels, 

B  Lois  des  volumes.  —  Rien  n'est  aussi  variable  que  le 
volume  occupé  pr  les  masses  réactionnellesy  au  milieu  des 
actions  chimiques. 

Les  lois  qui  règlent  les  volumes  des  masses  réactionnelles  ne 
peuvent  être  établies  que  pour  Tétai  gazeux  (dans  des  conditions 
physiques  semblables,  de  pression  et  de  température). 

Cela  étant,  on  peut  formuler,  quant  aux  volumes,  des  lois 
identiques  à  celles  qui  règlent  les  poids. 

Loi  générale  ou  loi  de  la  constance  des  rapports  des  volumes 
réactionnels.  —  Il  existe  des  rapports  constants  entre  les  volumes 
des  corps  qui  interviennent  dans  les  actions  chimiques  soit 
comme  facteurs,  soit  comme  produits. 

Loi  spéciale,  —  Ces  rapports  constants,  entre  les  volumes  réa- 
gissants, entre  la  somme  de  ceux-ci  et  le  volume  du  produit  ou 
des  produits  de  la  réaction,  sont  simples. 

L'expression  de  ce  fait  constitue  les  lois  de  Gay^Lussac, 

Dans  son  mémoire,  M.  L.  Henry  reviendra  d*une  manière 
spéciale  sur  les  propositions  qui  se  rattachent  aux  deux  lois 
générales  réglant  les  poids  et  les  volumes  des  masses  réaction- 
nelles. 

M.  Tabbé  Coupé,  secrétaire  de  la  section,  donne  lecture  de  la 
communication  suivante  : 

Sur  quelques  expériences  propres  à  faire  comprendre  la  constitution 
des  liquides  (suite)  (*),  par  M.  G.  Van  der  Mensbrogghe. 

Décrivons  actuellement  quelques  expériences  ayant  pour  but 
de  montrer  qu'une  compression  produite  dans  un  système  de 
corps  élastiques  qui  tendent  à  se  rapprocher  avec  des  forces 
inégales,  se  communique  de  proche  en  proche  et  délerminc 


(')  Voir  le  premier  article  sur  ce  sujet  {Ann.  de  la  Soc.  scient,  de  Bruxelles,  session 
«1  octobre  1895). 
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entre  ces  corps  des  écarts  d'autant  plus  marqués  que  les  forces 
tendant  à  les  rapprocher  sont  moindres. 
,  I.  Procurons-nous  une  série  de  balles  en  caoutchouc  de  même 
diamètre  et  travaillées  avec  grand  soin,  afin  quVIIes  aient  autant 
que  possible  la  forme  sphérique;  choisissons  ensuite  un  tube  en 
verre  de  40  à  50  centimètres  de  longueur»  dans  lequel  ces  balles 
puissent  se  mouvoir  sans  frottement  et  sans  laisser  un  intervalle 
libre  de  plus  d'un  demi-millimètre;  fermons  Tune  des  extré- 
mités du  tube  à  Taide  d*un  bouchon  de  caoutchouc,  et  introdui- 
sons ta  série  des  balles  élastiques,  six,  par  exemple.  Assurons- 
nous  que,  le  tube  reposant  verticalement  sur  le  bouchon,  la  suite 
des  points  de  contact  des  balles  soit  sur  une  même  droite  (fig.  1). 
Dans  Tappareil  qui  nous  a  servi,  cette  condition  n'était  remplie 
qu'à  peu  près;  mais  les  balles  n'avaient  pas  rigoureusement  le 
même  diamètre  (21  millimètres  environ)  et  n'étaient  pas  abso- 
lument spliériques.  Toutefois,  les  résultats  obtenus  ont  été  assez 
concordants. 


FlG.  i. 


Fig.  1 


Fig.  3. 


Soulevons  le  tube  verticalement  au-dessus  d*une  plaque  de 
caoutchouc  et  k  une  vingtaine  de  centimètres  au-dessus  de  cette 
plaque;  puis  laissons  tomber  l'appareil,  mais  de  manière  à  pou- 


voir  le  saisir  immédiatement  après  le  choc  ;  nous  verrons  ainsi 
que  la  balle  inférieure  se  sépare  un  peu  du  fond,  la  balle  sui- 
vante un  peu  plus  de  celle  qui  est  en  dessous  d'elle,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  supérieure  qui  rebondit  en  laissant  le  plus  grand 
intervalle  entre  elle  et  celle  qui  la  suit  immédiatement. 

Pour  expliquer  cet  eiïei,  remarquons  que,  par  l'action  du 
poids  total  du  tube,  du  bouchon  et  des  balles  élastiques,  il  se 
produit,  pendant  le  choc,  un  léger  aplatissement  dans  le  bouchon 
et  dans  chacune  des  balles;  seulement,  pour  celles-ci,  la  défor- 
mation est  d'autant  plus  marquée  que  la  balle  considérée  est  plus 
voisine  du  fond  ;  pour  cette  double  raison,  il  se  développe  ainsi, 
au  bas  du  tube,  une  compression  plus  forte  que  partout  ailleurs 
dans  la  série  des  corps  superposés.  Si  ces  derniers  étaient  doués 
d'une  élasticité  parfaite,  les  quantités  de  mouvement  annulées 
pendant  le  choc  seraient  rendues  intégralement  pendant  la  détente  ; 
mais  cette  restitution  n'est  que  partielle  ;  on  voit  par  là  qu'après 
le  choc,  la  balle  inférieure  doit  se  soulever  à  peine  au-dessus  du 
bouchon,  la  deuxième  un  peu  plus  au-dessus  de  la  première,  la 
troisième  encore  un  peu  davantage  au-dessus  de  la  deuxième, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  supérieure,  qui  doit  rebondir  en  se 
séparant  le  plus  fortement. 

II.  J'ai  varié  l'expérience  précédente  en  opérant  comme  suit. 

Soit  un  petit  bloc  en  bois  de  chêne  A  (fig.  2),  à  base  inférieure 
bien  lisse,  et  percé  de  trois  ouvertures  équidistantes,  de  4  à  5  milli- 
mètres de  diamètre  et  destinées  à  recevoir  trois  bâtons  ou  tubes 
de  verre  solidement  fixés  ;  ces  tubes,  de  50  à  60  eentimètres  de 
longueur,  sont  disposés  parallèlement  entre  eux  et  de  manière 
que,  si  le  bloc  A  repose  sur  un  plan  horizontal,  ils  soient  bien 
verticaux.  Cela  étant,  engageons  dans  Pintervalle  des  trois  tubes 
une  balle  de  caoutchouc  et  scrrons-la  entre  eux  et  le  bloc  A; 
puis  introduisons  dans  le  même  intervalle  cinq  ou  six  billes  en 
ivoire  de  même  diamètre  et  susceptibles  de  se  mouvoir  libre- 
ment, mais  sans  trop  de  jeu,  dans  l'espace  compris  entre  les  trois 
liges;  les  billes  dont  je  me  suis  servi  avaient  environ  22  milli- 
mètres de  diamètre;  elles  étaient  presque  rigoureusement  sphé- 
riques.  Pour  maintenir  le  parallélisme  des  tiges,  j'ai  fait  usage 


d'un  autre  petit  bloc  B  en  chêne,  où  étaient  pratiqués  aussi  trois 
petits  trous  de  15  à  20  millimétrés  de  profondeur,  et  susceptibles 
de  recevoir  les  extrémités  supérieures  des  trois  tubes  :  de  ceue 
manière,  le  système  offrait  une  fixité  suffisante. 

Cela  étant,  j  appuie  fortement  le  bloc  A  contre  un  plan  hori- 
zontal, puis  je  soulève  doucement  la  bille  inférieure  et  en  même 
temps  les  cinq  autres,  et  cela  jusqu'au  contact  de  la  bille  supé- 
rieure  avec  le  bloc  B;  ensuite  je  laisse  retomber  la  série  entière  ; 
chaque  bille  aura  parcouru  à  fort  peu  près  le  même  chemin  au 
moment  du  choc  de  la  bille  inférieure  contre  la  balle  de  caout- 
chouc; comme  le  système  est  très  élastique,  chaque  bille  trans- 
mettra son  énergie  à  la  suivante  vers  le  bas,  de  sorte  que  la  balle 
de  caoutchouc  sera  comprimée  avec  une  énergie  h  fort  peu  près 
égale  à  Hmv^. 

Si  rélasiiciié  du  caoutchouc  était  parfaite,  la  détente  se  ferait 
avec  une  énergie  égale  à  6mv*.  En  réalité,  il  n'y  a  qu'une  por- 
tion de  cette  énergie  qui  est  rendue  disponible;  avant  de  rebon- 
dir, la  bille  inférieure  éprouve  des  chocs  provenant  des  cinq 
autres,  et  ne  s'élève  ensuite  que  d'une  petite  quantité;  la 
deuxième  remonte  un  peu  plus  haut,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la 
dernière,  qui  s'élève  le  plus;  ainsi  se  trouve  réalisée,  grossière- 
ment, il  est  vrai,  la  variation  de  la  densité  dans  la  couche  super- 
(icielle  d'un  liquide,  densité  qui  est  la  moindre  à  la  surface 
limite  même. 

III.  Soil(fig.3)une  éprouveitcE  remplie  d'eau  ou  d'un  liquide 
quelconque;  disposons-la  verticalement  au-dessus  d'un  plan 
horizontal  portant  une  plaque  de  caoutchouc  C,  de  telle  manière 
qu'elle  puisse  semouvoirà  travers  rouverlured'un  anneau  fixe  A, 
qui  ne  lui  laisse  que  peu  de  jeu,  sans  pourtant  donner  lieu  à  un 
frottement  sensible;  quand  le  liquide  est  parfaitement  en  repos, 
soulevons  l'éprouvetie  à  une  hauteur  de  15  à  20  centimètres, 
puis  laissons  la  retomber  verticalement  sur  la  plaque  élastique  C; 
le  choc  au  point  de  contact  a  du  verre  et  du  caoutchouc  pro- 
duira une  réaction  qui  se  propagera  de  proche  en  proche  aux 
portions  liquides  voisines  du  filet  vertical  passant  par  a;  cette 
détente  imprimera  donc   In   plus  grande  vitesse  à   la  portion 


extrême  b  de  ce  filet,  puis  une  vitesse  décroissante  aux  portions 
inférieures  à  b;  aussi,  en  Tabsence  de  louie  cause  perturbatrice, 
nous  verrons  se  lancer  dans  Tair  une  suite  de  globules  liquides 
dont  le  supérieur  sera  toujours  le  plus  écarté  du  suivant. 

Un  eiïet  du  même  genre  s'observe  à  chaque  coup  d*un  bélier 
hydraulique,  quand  le  tuyau  d'ascension  du  liquide  a  une  portion 
communiquant  librement  avec  Pair  extérieur,  indépendamment, 
bien  entendu,  du  tuyau  d'écoulement. 

Le  K.  P.  Tbirion,  S.  J.,  résume  le  mémoire  de  M.  Rônigen  : 
«  Sur  une  nouvelle  espèce  de  rayons  »;  il  expose  ensuite  les  expé- 
riences qu'il  a  réalisées  au  laboratoire  du  Collège  de  la  Compa- 
gnie de  Jésus,  à  Louvain. 

La  bobine  dont  il  est  servi  peut  doimer  12  centimètres  d'étin- 
celle, mais  il  a  constaté  qu'une  bobine  de  puissance  moindre 
donnait  encore  des  résultats  convenables. 

On  lance  dans  le  circuit  primaire  le  courant  de  neufaccumula- 
leurs;  un  rhéostat,  installe  dans  le  circuit,  permet  de  faire  varier 
l'intensité  du  courant  jusqu'à  ce  que  le  tube  de  Crookes,  inter- 
calé dans  le  circuit  secondaire,  s'éclaire  bien  et  régulièrement, 
l'étincelle  d'exira-courant  à  l'interrupteur  étant  faible. 

Le  tube  de  Crookes  dont  il  s'est  servi  est  un  tube  vertical,  dont 
la  cathode  est  un  demi-cylindre;  il  est  enfermé  dans  une  caisse 
en  bois  dont  la  partie  supérieure  reste  ouverte.  Les  fils  qui  y 
amènent  le  courant  secondaire  traversent  une  des  parois  latérales 
de  la  caisse.  On  peut  intercaler  un  condensateur  en  dérivation 
sur  le  circuit  secondaire;  mais  il  n'est  pas  nécessaire,  et  a  l'in- 
convénient d'exposer  les  tubes  à  s'échauffer  outre  mesure. 

La  bobine  étant  mise  en  marche  et  l'obscurité  étant  faite  dans 
le  laboratoire,  on  pince  en  guise  de  couvercle,  sur  la  caisse  qui 
contient  le  tube,  des  cartons,  des  plancheues,  un  livre,  etc.,  et  par- 
dessus un  écran  fluorescent.  Celui  du  P.  Thirion  est  une  feuille 
de  papier  bristol  sur  laquelle  on  a  étendu  une  couche  de  cyanure 
de  platine  et  de  bariiim. 

L'écran  s'est  éclairé  h  travers  plusieurs  feuilles  de  gros  carton, 
à  travers  un  volume  de  300  pages,  à  travers  des  planchettes  de 
sapin  dont  l'épaisseur  dépassait  5  centimètres,  etc. 


—  tu  — 

•  Pour  montrer  rapidement  Topacité  inégale  des  métaux,  on 
place  des  découpures  d*aluminium,  de  cuivre,  de  plomb,  etc.« 
entre  deux  cartons  ou  deux  planchettes  minces.  Ces  boites  se 
posent  sur  Touverture  supérieure  de  la  caisse,  et  on  met  par- 
dessus récran  fluorescent  :  Tombre  plus  ou  moins  opaque  des 
objets  interposés  se  dessine  sur  Técran.  Quand  les  parois  de  la 
boite  sont  assez  épaisses,  il  est  bon  de  se  couvrir  la  léle  du  voile 
noir  des  photographes  pour  empêcher  que  toute  lun)iére  étran- 
gère ne  nuise  à  la  netteté  du  phénomène. 

Au  lieu  de  découpures  métalliques,  on  peut  évidemment  pla- 
cer entre  les  deux  cartons,  ou  entre  les  deux  planchettes,  d'autres 
objets  :  un  crayon,  par  exemple, qui  montre  lombre  de  son  àme 
de  plombagine,  une  patte  de  grenouille,  un  poisson,  etc. 

L'emploi  de  Técran  fluorescent  permet  jusqu'à  un  certain  point 
de  régler  la  position  et  la  distance  du  tube  donnant  Tombre  la 
plus  nette.  On  enlève  alors  I  écran  et  on  le  remplace  par  une 
plaque  sensible  enfermée  dans  un  sac  de  papier  fort  ou  même 
dans  son  ch^^ssis  ordinaire,  le  volet  restant  fermé.  Dans  les  pre- 
miers essais,  la  plaque  posait  au  moins  quarante  minutes;  de 
nouveaux  tubes  ont  permis  de  procéder  plus  rapidement.  Le 
développement  doit  être  poussé  énergiquemcnl  et  exige  parfois 
un  temps  assez  long.  On  obtient  alors  Timpression  permanente 
des  on)bres  que  montrait  IVcran  fluorescent. 

Cet  écran  ne  s'éclaire  pas  seulement  quand  on  le  place  horizon- 
talement en  regard  de  la  cathode,  mais  aussi  quand  on  le  place 
verticalement  à  proximité  de  la  partie  phosphorescente  du  tube; 
en  sorte  qu'en  enlevant  le  tube  de  la  caisse  on  a  pu  faire  poser 
à  la  fois  plusieurs  plaques  photographiques. 

Parmi  les  photographies  que  le  P.  Thirion,  aidé  du  P.  Van 
Tricht,  a  obtenues,  la  plus  intéressante  est  celle-ci  :  ils  ont  placé 
entre  deux  carions  un  papier  bristol  sur  lequel  étaient  écrits 
quelques  mots  avec  du  cyantire  de  platine  et  de  barium.  Ils  ont 
exposé  cette  boiie  aux  radiations  du  tube  après  avoir  placé  dessus 
une  plaque  sensible  enfermée  dans  un  double  sac  de  fort  papier. 
Au  développement,  sur  le  cliché  négatif,  récriture  est  venue  très 
hetlement  en  blanc^  c*esi-à-dire  que  la  substance  fluorescente  a 
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agi  sur  les  rayons  Rôntgen  comme  un  corps  opaque.  En  réalité, 
les  rayons  x  passent  partout  où  ils  ne  rencontrent  pas  la  sub- 
stance fluorescente;  là  où  ils  la  rencontrent,  une  transformation 
s*opére  :  ils  deviennent  rayons  lumineux  ordinaires.  Mais  ces 
rayons  lumineux  ne  peuvent  traverser  le  second  carton,  les 
lettres  doivent  donc  venir  en  blanc  sur  le  cliché  négatif. 

Sur  quelques  observations  météorologiques  faites  à  Kimuenza 
près  de Léopoldville  (Congo),  par  le  R.  P.  De  Hert»  S.  J.  — Il  existe 
jusqu'ici  relativement  peu  do  documents  concernant  le  climat  des 
différentes  régions  qui  constituent  TEtat  indépendant  du  Congo. 
Une  série  d*observations  complètes  a  été  faite,  pendant  un  an  et 
demi,  par  M.  le  D'  Etienne,  à  Banana;  d^aulres,  mais  incom- 
plètes, ont  été  faites,  entre  autres  par  M.  le  lieutenant  Lemaire,  à 
TEquateur,  et  par  M.  le  D' Dupont,  à  Basoko.  Depuis  le  1*'  octobre 
1894,  des  observations  semblables  ont  été  commencées  à  Ki- 
muenza; elles  embrassent  la  série  complète»  tel  que  cela  se 
pratique  dans  les  stations  établies  sur  toute  la  Belgique,  par  les 
soins  de  l'Observatoire  royal  d'Uecle.  Le  résultat  de  ces  obser- 
vations pendant  la  saison  chaude  et  pluvieuse  d'octobre  1894  à 
mai  1893  a  été  traduit  dans  les- diagrammes  présentés  à  la 
section.  L'inspection  des  diagrammes  des  pressions  atmosphé- 
riques montre  que  le  baromètre  oscille  entre  deux  extrêmes, 
dont  la  différence  n'est  que  de  8°'°',8.  Jamais  on  n'y  a  constaté 
des  chutes  de  la  colonne  mercurielle  semblables  à  celles  qui  se 
produisent  dans  nos  régions  pendant  les  orages  ;  très  souvent,  en 
dehors  des  heures  ordinaires  d'observation,  lorsqu'une  tornade 
se  déchaînait  sur  la  contrée,  le  baromètre  a  été  consulté,  aussi 
bien  au  commencement  qu'au  milieu  et  à  la  fin  de  la  tourmente, 
et  toujours  il  s'en  est  montre  indépendant.  A  en  juger  par  ces 
diagrammes,  on  dirait  qu'une  cause  ou  un  phénomène  inconnu 
fait  monter  le  mercure  à  un  maximum,  suivi  d'une  chute  de 
valeur  à  peu  près  égale;  toutefois,  la  longueur  de  cette  période  de 
montée  et  de  descente  est  fort  inégale.  Des  observations  ulté- 
rieures sont  nécessaires  néanmoins  pour  démontrer  si  cette 
assertion  est  fondée. 


—  tt  — 

Les  orages  Tiennent  presque  tous  du  nord-est.  Cependant 
peu  d*entre  eux  ont  éelaté  au  zénith  de  la  station. 

Il  doit  y  avoir  une  cause  de  déviation  sur  le  Congo,  au  delà  du 
StanleyPool,  ou  sur  le  Pool  lui-même,  ou  dans  une  vallée  au 
sud-est  de  Kimuenzaetdans  laquelle  coule  la  Djéri,  affluent  du 
Congo. 

Il  y  aurait  sous  ce  rapport  une  élude  intéressante  &  faire, 
si  différents  observateurs  voulaient  s*imposer  la  tâche  d'annoter 
exactement  le  commencement,  la  durée,  Pintensité,  etc.,  des 
orages,  principalement  è  Berghe-Sainte-Marie,  Brazzaville,  Kin- 
shassa,  Kimuenza,  Ntampa  ou  Ndembo  et  Kisantu. 

Les  diagrammes  de  la  température  (thermomètre  abrité) 
montrent  un  certain  nombre  de  chutes  de  la  colonne  mercurielle 
assez  considérables  ;  ces  chutes  ont  eu  lieu  pendant  les  pluies  ou 
au  moins  le  lendemain  de  pluies  abondantes.  Elles  sont  plus 
fortes  dans  le  thermomètre  non  abrité  et  sont  dues  à  la  même 
cause;  une  fois  il  y  a  eu  entre  le  maximum  du  thermomètre  non 
abrité,  observé  à  une  heure,  et  celui  du  lendemain,  annoté  à  la 
même  heure,  une  différence  de  30  degrés. 

Dans  la  livraison  d*octobre  1895  de  la  Re^me  des  questions 
scientifiques,  le  R.  P.  De  Hert  a  donné  un  résumé  détaillé  de 
toutes  les  observations  météorologiques  qu*il  a  faites  pendant  la 
saison  chaude  1894-1895,  h  In  colonie  Sainte-Marie-de-Kimuenza. 

Le  R.  P.  Bâreel,  S.  J.,  présente  la  communication  suivante 
sur  les  résultats  d'une  expérience  relative  à  une  pile. 

Nous  avons  signalé  récemment  (*)  une  simplification  avanta- 
geuse de*  la  pile  Leclanché,  simplification  consistant  dans  la  sup- 
pression du  vase  poreux  et  du  bioxyde  de  manganèse. 

Voici  une  expérience  qui  montre  que  loxygène  de  Tair  inter- 
vient dans  ces  conditions  nouvelles,  comme  dépolarisant. 

Deux  piles  ont  été  disposées  suivant  le  schéma  ci  après  :  Tune 
Leclanché  ordinaire,  Paulrc  simplifiée. 


(*)  Session  d'octobre  iH95. 


Le  flacon  A,  coupé  en  deux  pour  recevoir  I*élénieni,  a  éié 
ensuite  refermé  et  luté  avec  soin,  et  muni  d*un  tube  de  dégage- 
ment. 

K  est  un  flacon  vide,  et  G  un  flacon  plein  d*eau. 

Cetti*  disposition  permet  d^observer  une  augmentation  ou  une 
diminution  dans  les  volumes  gazeux  a  et  6. 


Si  on  laisse  fonctionner  pendant  quelque  temps  les  deux  piles 
ainsi  montées  séparément,  on  observe  d^abord  que  la  pile  pourvue 
de  bioxyde  de  manganèse  ne  manifeste  ni  absorption  ni  dégage- 
ment de  gaz.  Quant  à  la  pile  simplifiée,  il  en  va  tout  autrement. 
D*abord,  une  absorption  se  produit,  et  une  certaine  quantité 
d'eau  passe  du  flacon  C  en  B,  puis  c'est  un  dégagement  de  gaz 
insoluble  qui  a  lieu,  refoulant  leau  de  C  en  D. 

Remarquons  que  le  volume  de  Teau  aspirée  par  l'absorption 
correspond  sensiblement  au  cinquième  du  volume  d'air  qui  sur- 
monte la  pile  en  A,  ce  qui  permet  de  supposer  que  l'oxygène  de 
cette  atmosphère  se  combine  avec  l'hydrogène  mis  en  liberté. 
Ensuite,  l'oxygène  venant  à  faire  défaut,  l'hydrogène  se  dégage 
et  refoule  Tean  comme  nous  avons  dit.  Il  n'y  a  plus  alors  qu'une 
dépolarisation  physique,  la  nature  du  charbon  (*)  permettant 
aux  bulles  gazeuses  de  se  détacher  facilement  pour  venir  crever 
à  la  surface  du  liquide. 

Comme  on  le  voit,  il  est  avantageux  de  laisser  l'air  se  renou- 
veler librement  dans  la  pile.  Grèce  à  la  porosité  du  charbon,  qui 


C)  L'expérience  a  été  faite  avec  des  chart>ons  Laeoinb4;. 
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agit  alorSy  quoique  à  un  moindre  degré,  comme  la  iiiousse  de 
platine,  ou  bien  comme  le  charbon  platiné  de  la  pile  Maiche,  les 
deux  gaz  hydrogène  et  oxygène  peuvent  entrer  en  combinaison 
pour  formor  de  Peau.  Il  va  sans  dire,  toutefois,  que  cette  dépo- 
larisation n*est  pas  complète,  pas  plus  que  dans  la  pile  Leclan- 
ché  ordinaire. 

Quand  à  la  variation  d'intensité,  de  résistance,  etc.,  elle  suit 
sensiblement  la  même  marche  dans  les  deux  modèles. 

M.  labbé  Coupé  entretient  la  section  des  trousses  photogra- 
phiques dites  «  objectifs  universels  ». 

Celui  qui,  dans  les  sciences  comme  dans  les  arts,  veut  se  faire 
de  la  photographie  un  puissant  auxiliaire  pour  saisir  à  l'instant 
d'irréfutables  documents,  sait  combien  il  importe  pour  lui  de 
pouvoir  garnir  son  appareil  de  systèmes  optiques  appropriés  aux 
diverses  circonstances  dans  lesquelles  il  peut  se  trouver. 

Que  de  fois  un  géologue,  par  exemple,  étudiant  la  conforma- 
tion des  roches  et  voulant  les  photographier,  ne  se  trouve-t-il  pas 
dans  la  nécessité  de  dresser  son  appareil  è  une  distance  que  lui 
détermine  la  disposition  du  terrain  sur  lequel  il  travaille.  Tantôt 
il  se  trouve  tout  rapproché  de  l'objet  à  prendre,  ayant  derrière 
lui  un  cours  d*eau,  ime  fondrière,  un  rocher;  tantôt  il  en  est 
éloigné  plus  qu'il  ne  voudrait  par  un  infranchissable  obstacle. 
Ou  bien  encore  il  lui  faut  opérer  du  seul  point  d'où  le  document 
est  appréciable  dans  toute  sa  vérité. 

Chacune  de  ces  circonstances  le  forcerait  à  faire  usage  d'objec- 
tifs de  foyers  diiïérents.  Pour  se  tirer  d'aiïaire,  il  n'a  que  deux 
moyens  :  ou  bien  se  munir  d'une  série  d'objectifs  couvrant 
une  même  plaque  avec  des  angles  différents,  ou  bien  faire  usage 
d'un  de  ces  objectifs  dits  «  universels  »,  d'une  trousse. 

Le  premier  moyen,  la  série  d'objectifs,  est  encombrant,  coû- 
teux; le  second,  l'usage  de  la  trousse,  était  jusqu'ici  bien  peu 
conseillé. 

L'idée  m'est  venue,  l'an  dernier,  de  rechercher  expérimentale- 
ment, parmi  tous  les  objectifs  qui  encombrent  le  marché  photo- 
graphique, un  objectif  universel  capable  de  rendre  au  touriste 


—  »»  — 

comme  au  savani  tous  les  services  désirables,  en  prenant  pour 
l}pe  de  plaque  à  couvrir  le  13  x  18. 

C'est  le  résultat  de  ces  recherches  que  j'ai  Thonneur  de  vous 
présenter. 

Grâce  à  Tobligeance  de  plusieurs  fournisseurs  d'appareils  pho- 
tographiques, j'ai  pu  réunir  une  assez  jolie  collection  de  ces 
trousses.  J'en  ai  eu  de  toutes  les  dimensions,  de  toutes  les 
formes,  les  unes  dans  des  écrins  volumineux  comme  des  valises, 
les  autres  dans  de  petites  bonbonnières.  Dans  ces  écrins,  un 
choix  de  lentilles  d'une  étonnante  variété.  Par  exemple,  dans 
une  de  ces  séries,  j'ai  trouvé  des  éléments  de  80  centimètres  de 
foyer  ;  dans  une  autre,  des  lentilles  exigeant  un  tirage  de  I  mètre 
20  centimètres. 

Quant  aux  qualités  photographiques  de  ces  lentilles,  pour  la 
plupart  anonymes  (il  en  était  pourtant  qui  portaient  des  noms 
qui  m'ont  fort  surpris  sur  semblables  instruments),  elles  étaient 
navrantes. 

L'élément  premier,  l'élément  constitutif  dans  la  composition 
d'une  trousse,  c'est  l'objectif  simple,  et  cet  élément,  qu'on  peut 
exiger  parfait  en  lui-même,  doit  être  tel  que,  combiné  avec  un 
autre  élément  de  la  même  trousse  h  foyer  identique  ou  diiïérent, 
il  forme  avec  lui  un  doublet  irréprochable  comme  chacun  de 
ses  éléments  constitutifs. 

Or,  cet  élément  premier,  Tobjoctif  simple,  présentait,  dans  le 
très  grand  nombre  de  lentilles  que  j'ai  exnminérs,  des  défauts 
tels  qu'ils  laissaient  à  peu  près  tout  à  désirer. 

Les  plus  graves  défauts  étaient  la  courbure  du  champ  de 
l'image,  une  forte  distorsion,  l'astigmatisme  très  prononcé,  enfin 
des  aberrations  sphérique  et  chromatique  tant  et  plus  qu'on  n'en 
voudrait. 

Il  est  clair  qu'une  trousse  composée  de  lentilles  élémentaires 
de  cette  qualité  ne  pourrait  rendre  service  qu'aux  amateurs  du 
flou.  Mais  comme  le  savant  est  généralement  nettiste,il  en  résulte 
que  ces  objectifs  universels  ne  pourraient  lui  être  d'aucune  utilité. 
Il  en  ferait  donc  ce  que  j'ai  fait  de  ceux  qui  m'avaient  été  confiés, 
les  renvovcr  aux  fournisseurs. 
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Ce  fut  alors  que,  grâce  à  Tobligeance  de  M.  Krauss,  rexcellent 
consiructeur  parisien  concessionnaire  des  breveis  Zeiss,  je  fus 
mis  en  mesure  d'étudier  à  fond  une  trousse  nouvelle,  construite 
par  cet  habile  opticien. 

Le  D'  Rudolf  en  avait  déterminé  la  combinaison. 

Déjà  en  1893,  le  savant  collaborateur  de  H.  Zeiss  avait  créé 
des  lentilles  formées  de  la  combinaison  de  trois  verres  in6ni- 
meni  supérieure  à  celles  données  jusqu*ici. 

Continuant  ses  recherches,  le  D'  Rudolf  finit  par  composer  ses 
lentilles  de  deux  couples  de  verres  collés  ensemble.  Ces  couples 
sont  composés  chacun  d*un  élément  positif  et  d*un  élément 
négatif.  Mais  tandis  que  dans  Tun  des  couples  Tindice  de  réfrac- 
tion de  réiément  positif  est  plus  petit  que  celui  de  Félément 
négatif,  dans  Tautre  Tindice  de  réfraction  de  Télément  positif  est 
plus  grand.  Un  coup  d  œil  jeté  sur  cette  figure  fera  comprendre. 


Le  résultat  de  cette  combinaison  a  été  des  éléments  d*objeclifs 
excessivement  remarquables  au  point  de  vue  de  la  correction  des 
aberrations  sphérique  et  chromatique  et  de  Tastigmatisme. 
L'image  est  absolument  plane,  présente  une  netteté  parfaite  de 
bord  è  bord  avec  une  définition  absolue  de  détails  et  sans  défor- 
mation sur  les  bords.  Ces  objectifs  simples  couvrent  ainsi  à 
toute  ouverture  (/'/I2.5)  un  angle  de  80  degrés  environ  et  sont 
d*une  rapidité  telle  qu'ils  permettent  aisément  les  instantanés  à 
l'ombre. 

Mais,  en  outre,  ils  se  combinent  deux  è  deux,  et  forment  ainsi 
des  doublets  qui,  diaphragmes  à  /y6.3,  présentent  des  types  abso- 
lument parfaits. 

J'ai  tenu  à  étudier  à  fond  cette  remarquable  combinaison. 
Toutes  les  promesses  faites  par  le  constructeur  ont  été  parfaite- 
ment tenues,  et  je  me  plais  à  signaler  la  trousse  Krauss-Zeiss  è 


i'atieniion  des  membres  de  la  Société  scientifique  comme  étant 
un  progrès  immense»  laissant  loin  derrière  elle  toutes  les  com- 
binaisons de  ce  genre. 

La  trousse  est  formée  de  trois  éléments  simples  :  le  premier 
de  3S0  millimètres  de  foyer,  le  deuxième  de  285  millimètres  et 
le  troisième  de  224  millimétrés. 

Mais  le  constructeur,  pour  faciliter  Tachât  de  ce  bel  instrument, 
fournit,  une  à  une,  les  lentilles  qui  le  composent. 

Voici  les  combinaisons  possibles  dans  une  trousse  13x18. 
Je  signale  dans  le  même  tableati  Pouverture  maxima,  Fangle 
utilisé  et  la  surface  couverte  à  /'/12.5  et  h  //25. 


DISTANCE  FOCALE 


lentille 
antérieure. 


lentille 
postérieure. 


résultante. 


OUVERTURE 

relative 

maxima 

utilisable. 


ani;le 

utilisé  sur 
plaque 

la  X  ts. 


COUVRANT 


à 
//25. 


350 
350 
S85 


350 
!285 

286 
S24 
âS4 


350 
â85 

179 
156 
143 


mvi 


35o 

21X28 

43* 

16X21 

53« 

13  X 18 

640 

16X21 

710 

15X20 

770 

13X21 

29X34 
24X30 
21X27 
18X24 
16X21 
13X21 


On  fera  peut-être  Tobjection  que  cette  trousse  ne  présente 
pas  d*objeelif  assez  grand  angulaire,  de  9  centimètres  de  foyer, 
par  exemple,  couvrant  le  13x18,  comme  le  fait  le  Steinheil. 

Il  ne  faut  pas  être  très  versé  dans  Toptiquc  photographique 
pour  comprendre  que  semblable  combinaison  nécessiterait  une 
modification  complète  de  la  lentille  simple  qui  ne  pourrait  plus 
se  joindre  à  d'autres  foyers.  Ce  serait,  somme  toute,  ajouter 
un  objectif  à  la  trousse,  qui  perdrait  ainsi  dans  ses  éléments 
constitutifs  son  caractère  universel. 

J*ai  cru  que  le  sujet  pouvait  intéresser  tous  ceux  qui  se  font 
de  la  photographie  un  puissant  auxiliaire,  et  j'ai  tenu  à  signaler 
le  résultat  de  Tétude  comparative  à  laquelle  je  me  suis  livré. 


—   7«  — 


Troisième  section. 

Le  R.  p.  Dierckx,  S.  J.»  présente  aux  membres  de  la  section 
quelques  spécimens  des  tableaux  muraux  qui  servent  actuelle- 
ment à  renseignement  des  sciences  biologiques  au  Collège  de  la 
Compagnie  de  Jésus,  à  Louvain. 

Celte  communication  est  d*un  caractère  exclusivement  prati- 
que. Elle  tend  à  montrer  comment  le  professeur  peut  se  former, 
à  peti  de  frais^  un  attirail  complet  et  durable  d'excellentes  pièces 
de  démonstration  théorique  pour  n'importe  quelle  branche  de 
rhistoire  naturelle. 

D'ordinaire  on  sr  contente  d'esquisser  d'une  manière  quelcon- 
que les  dessins  et  les  schémas  que  choque  leçon  comporte.  Sur 
un  tableau  noir  en  verre  dépoli  et  au  moyen  de  craies  tendres  de 
cinq  ou  six  couleurs,  on  peut  arriver  à  un  bon  résultat,  obtenir 
de  la  netteté  malgré  la  multiplicité  des  détails. 

Seulement,  après  la  leçon,  le  dessin  est  sacrifié.  De  là  perte  de 
temps  et  de  travail  pour  le  professeur,  et,  pour  l'étudiant,  impos- 
sibilité de  compléter  ou  de  corriger  sa  copie  ordinairement  très 
défectueuse.  Au  surplus,  une  esquisse  rapidement  crayonnée  est 
rarement  irréprochable. 

On  trouve  dans  le  commerce  des  collections  de  tableaux  mu- 
raux qui  ne  manquent  pas  de  valeur;  mais,  outre  que  leur  prix 
est  très  élevé,  elles  ne  répondent  d'ordinaire  qu'imparfaitement 
aux  exigences  de  l'enseignement  dont  on  est  chargé. 

Il  est  donc  utile  que  le  professeur  puisse,  une  fois  pour  toutes, 
exécuter  lui-même  ou  faire  exécuter  les  dessins  de  son  choix,  et 
leur  donner  toutes  les  qualités  requises  pour  une  démonstration 
publique.  Ce  problème,  nous  croyons  l'avoir  résolu  d'une  manière 
satisfaisante. 

Nos  dessins  ont  toujours  été  empruntes  aux  meilleurs  ouvra- 
ges; leur  provenance  est  indiquée  dans  la  légende.  De  cette  façon, 
il  est  possible  de  contrôler  leur  exactitude  et  d'en  retrouver 
immédiatement  une  explication  détaillée  et  précise.  Cette  précau- 


—  »•  — 

lion  est  nécessaire  à  d^aulres  titres.  Plusieurs  fois  nous  avons 
simplifié  les  schémas  à  reflet  d*éliminer  des  détails  encombrants 
et  inutiles  pour  le  but  à  atteindre.  Il  nous  est  arrivé  aussi  de 
combiner  plusieurs  dessins.  Dans  les  deux  cas,  les  indications 
bibliographiques  renseignent  les  figures  mises  à  contribution,  et 
le  contrôle  est  aisé. 

Pour  supprimer  le  collage  sur  toile,  nous  peignons  sur  du 
fort  papier  de  dessin.  Les  côtés  sont  bordés  d*un  ruban  cousu  ; 
le  haut  et  le  bas  sont  cloués  comme  on  le  fait  pour  les  cartes 
géographiques  déroulables. 

Les  couleurs  à  Tanilinc  doivent  être  absolument  rejetées  :  leur 
altérabilité  à  la  lumière  compromet  la  durée  des  tableaux.  Il  y  a 
tout  avantage  à  employer  exclusivement  les  terres  et  les  couleurs 
en  poudre,  en  vente  chez  tous  les  droguistes.  Délayées  dans  Teau 
avec  de  la  gomme  arabique  ou  de  la  dextrine,  elles  adhèrent 
solidement  et  gardent  indéfiniment  leur  fraîcheur.  Cette  prépa- 
ration est  d*un  maniement  facile.  Elle  permet  la  retouche  :  bien 
des  fois  nous  avons  fait  avec  succès  des  modifications  importantes, 
après  un  simple  lavage  h  Teau  an  moyen  d*une  éponge. 

Dans  certains  cas,  il  faut  conserver  aux  objets  représentés 
leur  couleur  naturelle;  dans  d*autres  cas,  Temploi  de  couleurs 
conventionnelles  est  à  recommander.  Le  bien  et  le  rouge  seront 
adoptés  pour  distinguer  le  système  veineux  du  système  artériel. 
Dans  les  schémas  du  système  nerveux,  les  neurones  sensitifs 
auront  des  tons  rouges,  les  neurones  moteurs  des  tons  verts  ;  et 
les  neurones  de  même  sorte,  qui  s'articulent  entre  eux,  recevront 
des  teintes  différentes  d*une  même  couleur.  Les  localisations 
cérébrales  pourront  être  indiquées  au  moyen  des  couleurs  cor- 
respondantes. En  embryologie,  on  choisira  de  même  trois  cou- 
leurs pour  suivre,  à  travers  toutes  leurs  différenciations,  les  tissus 
d'origine  exodermique,  mésodermique  ou  endodermique,  etc.  En 
minéralogie,  on  colorera  différemment  les  axes  binaires,  ter- 
naires, etc  ;  on  teintera  les  facettes  de  troncature,  eton  les  teintera 
diversement,  si  elles  ne  sont  pas  de  la  même  espèce,  etc.  L'emploi 
judicieux  des  couleurs  permet  ainsi  d'arriver  à  une  clarté  que  ne 
sauraient  donner  ni  la  gravure,  ni  le  dessin  à  la  craie  blanche. 


Mais,  dans  un  tableau  mural  destiné  à  renseignement,  la 
légende  du  dessin  n*imporle  pas  moins  que  le  dessin  lui-même. 
Nous  avons  spécialement  soigné  cette  partie,  et  c^est  en  cela 
surtout  que  consiste  Toriginalité  de  notre  système. 

La  légende  s*imprime  h  Vencre  d'imprimerie^  au  moyen  d'un 
composteur  à  main  et  de  caractères  mobiles  en  métal^  mesu- 
rant 2  centimètres  de  hauteur.  Le  type  choisi  est  la  majuscule 
réduite  à  ses  éléments  essentiels  et  présentant  dans  toutes  ses 
parties  la  même  épaisseur  de  trait;  il  a  sur  la  minuscule  Pavan- 
tage  d*èlre  bien  plus  lisible  à  distance  et  de  n  avoir  point  de 
hauteurs  inégales  pour  les  différentes  lettres.  Les  caractères  en 
caoutchouc  ne  sont  généralement  pas  bien  dressés  ;  ils  se  défor- 
ment après  quelques  jours  d*usage.  Quant  à  Tencre  à  tampon, 
elle  ne  résiste  ni  à  la  lumière,  ni  aux  vapeurs  acides  ou  ammo- 
niacales. Aussi,  après  quelques  tâtonnements,  nous  nous 
sommes  arrêtes  à  IVmploi  exclusif  des  caractères  en  alliage,  et  de 
Tencre  d'imprimerie  à  base  de  noir  de  fumée  absolument  inalté- 
rable. Élégance,  netteté,  rapidité  d'exécution,  solidité,  voilà  les 
principaux  avantages  du  composteur  à  lettres  mobiles. 

Avec  un  éclairage  convenable,  nos  légendes  sont  lisibles  pour 
un  œil  normal  è  la  distance  de  6  mètres  au  moins. 

Pour  les  grands  auditoires,  il  faudrait  augmenter  les  dimen- 
sions. Même  dans  ce  cas,  le  composteur  l'emporterait  sur  le 
pinceau  pour  la  beauté  et  la  rapidité  de  l'exécution. 

Un  membre  de  la  section  émet  le  vœu  de  voir  publier  cette 
série  de  tableaux  réduits  à  de  moindres  dimensions.  Le 
R.  P.  Dierckx  fait  observer  que  les  sujets  représentés  répondent 
aux  besoins  d'un  enseignement  un  peu  spécial;  que  la  réduction 
de  ces  pièces  leur  ferait  perdre  leur  utilité  au  point  de  vue 
didactique;  qu'au  surplus  son  seul  dcsii*,  en  faisant  cette  com- 
munication, était  de  rendre  service  à  ses  collègues  en  leur  sug- 
gérant un  moyen  relativement  simple  et  éminemment  pratique 
de  suppléer  par  eux-mêmes  à  l'insuflisance  des  dessins  faits  à  la 
planche  et  des  tableaux  que  renseignent  les  catalogues  des 
naturalistes. 
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M.  le  chanoine  de  Dorlodoi,  professeur  à  FUniversilé  de  Lou- 
vain,  présente  deux  mémoires  pour  lesquels  il  demande  la  nomi- 
nation de  commissaires.  M.  de  la  Vallée  Poussin,  professeur  k 
la  même  Université,  est  désigné  comme  rapporteur. 

I  Le  premier  de  ces  mémoires,  intitulé  Sur  la  genèse  de  la 
crête  du  Condroz  et  de  la  grande  faille^  a  pour  but  de  rechercher 
jusqu'à  quel  point  les  travaux  les  plus  récents  obligent  à  modifier 
les  théories  de  M.  Gosselet  relativement  a  lorigine  de  ces  grands 
accidents  tectoniques.  L  auteur  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

A.  Relativement  à  la  genèse  de  la  crête  du  Condroz  : 

I"  Contrairement  à  Popinion  de  M.  Gosselet,  on  doit  admettre 
aujourd'hui  que  les  bassins  de  Dînant  et  de  Namur  ne  consti- 
tuaient, à  répoque  du  dépôt,  qu'un  seul  bassin  hydrographique. 

2*  Néanmoins,  il  faut  reconnaître  que,  dès  Tépoque  de  Tim- 
mersion  du  bassin  de  Namur,  Taxe  de  la  crête  du  Condroz  était 
tracé,  cet  axe  étant  détermine  par  la  limite  nord  des  dépôts 
dcvoniens  inférieurs.  L'auteur  pense  que  la  zone  où  ces  dépôts, 
d'une  puissance  moyenne  d'au  moins  1500  mètres,  cessaient  de 
s'interposer  entre  les  schistes  siluriens  et  la  base  du  dévonien 
moyen,  constituait  une  ligne  de  moindre  résistance  tout  à  fait 
favorable  à  la  formation  d'un  genou  anticlinal.  Le  genou  dévonien 
une  fois  dessiné,  la  nature  des  schistes  siluriens  et  l'inclinaison 
générale  de  leurs  feuillets  vers  le  sud  ont  du  déterminer  un  déve- 
loppement considérable  du  pli  dans  le  sens  de  la  hauteur. 

3"*  Il  est,  en  outre,  probable  que,  pendant  la  période  rhénane, 
la  côte  nord  du  bassin  de  Dinant  a  subi  déjà  un  léger  relève- 
ment, tandis  que  l'ensemble  du  bassin  s'enfonçait.  Quelque 
faible  qu'on  le  suppose,  ce  mouvement  du  sol  constituait  la 
première  ébauche  de  la  crête  du  Condroz  et  a  dû  exercer  son 
influence  sur  le  développement  ultérieur  de  cette  crête.  —  L'au- 
teur fait  remarquer  que,  si  l'on  admet  cette  dernière  conclusion, 
il  n'y  a  rien  à  changer  au  fond  de  la  théorie  de  M.  Gosselet  sur 
l'origine  première  de  la  crête  du  Condroz.  Il  faut  seulement 
diminuer  considérablement  Fintensité  aUribuée  à  la  première 
phase  du  soulèvement. 

XX.  6 


4*  L*au(eur  cherche  ensuite  à  établir,  par  diverses  considé- 
rations, que  le  développement  pris  par  la  crête  du  Gondroz,  après 
le  dépôt  du  houiller,  est  plus  considérable  encore  qu*on  ne 
semble  Tavoir  supposé  jusqu'ici. 

S"*  Cette  crête  gigantesque,  dont  le  flanc  nord  était  renversé, 
n*a  pu  conserver  cette  position  inclinée  :  faction  de  la  pesanteur 
s'ajoutant  à  celle  du  refoulement,  elle  a  dû  se  coucher  sur  le 
grand  plateau  houiller  du  bassin  de  Namur. 

L*auteur  met  sous  les  yeux  de  rassemblée  un  profil  représen- 
tant la  reconstitution  de  Tétat  du  sol  dans  la  phase  qui  a  précédé 
la  formation  de  la  grande  faille,  le  long  de  la  coupe  n*  5  de 
ses  Recherches  sur  le  prolongement  occidental  du  silurien  de 
Sambre  et' Meuse  et  sur  la  terminaisofè  orientale  de  la  faille  du 
Midi  (*). 

B.  Relativement  à  la  genèse  de  la  grande  faille  : 

1*  Après  avoir  récapitulé  les  principaux  résultats  des  recher- 
ches les  plus  récentes,  Tauieur  conclut  que  la  grande  faille^ 
appartenant,  ainsi  que  ses  diverses  ramifications,  à  la  catégorie 
des  chevauchements  horizontaux^  ne  constitue  pas  simplement 
une  phase  avancée  de  la  formation  de  la  crête  du  Condroz,  dans 
ce  sens  qu'elle  consisterait,  comme  Fa  admis  M.  Gosselet,  dans 
le  glissement  du  flanc  sud  sur  le  flanc  nord  de  Tanticlinal. 

"2"*  Néanmoins  il  est  vrai,  dans  un  certain  sens,  que  la  for- 
mation de  la  grande  faille  est  due  à  Texagération  du  phénomène 
qui  a  donné  naissance  à  la  crête  du  Condroz.  Il  est  manifeste, 
en  efl^et,  que  le  résultat  de  cette  faille  a  été  de  refouler  la  crête 
du  Condroz  sur  le  grand  plateau  houiller  qui  s'étendait  à  ses 
pieds  vers  le  nord.  Or,  on  comprend  parfaitement  que  la  poussée 
venant  du  sud^  après  avoir  écrasé  dans  un  pli  gigantesque  la 
région  située  immédiatement  au  nord  des  dépôts  rhénans,  ait 
déterminé  ensuite  le  refoulement  en  masse  de  ce  pli  le  long 
d'une  surface  de  cassure  aboutissant  au  pied  nord  de  la  crête,  et, 
à  partir  de  ce  dernier  point,  sur  le  sol   même  du  plateau  qui 
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s*étcndait  au  nord  et  n*offrai(  aucune  résistance  à  celte  progres- 
sion. 

3*  La  relation  intime  de  la  eréte  du  Condroz  avec  la  grande 
faille  semble  d*ailleurs  résulter,  en  outre,  de  ce  que  le  principal 
accident  que  présente  la  crête  du  Condroz,  rt  qui  consiste  dans 
le  remplacement  de  Tanticlinal  qui  la  constitue  h  Test  de  Sart- 
Eustache  par  un  anticlinal  situe  plus  au  sud,  est  accompagné 
d*une  modification  correspondante  de  la  grande  faille,  qui,  repré- 
sentée exclusivement  jusque-là  par  la  faille  d'Ormont,  se  com- 
plique par  la  formation  d*une  branche  à  affleurement  plus  méri- 
dional qui  nVst  autre  que  la  faille  du  Midi,  et  qui  devient  bien- 
tôt la  branche  principale.  Les  relations  de  la  faille  du  Midi  avec 
Tanticlinal  du  sud  sont  d*ailleurs  si  manifestes,  qu*d  son  origine 
Cette  faille  parait  continuer  Tanticlinal.  La  faille  d*Ormont,  qui 
prend  égak*ment  son  origine  dans  le  silurien,  parait  avoir  des 
relations  semblables  avec  Tanticlinal  nord. 

IL  Dans  son  second  travail,  intitulé  :  Quelques  remarques  sur 
les  rapports  entre  la  tectonique  des  Alpes  et  celle  du  massif 
primaire  de  la  Belgique,  M.  H.  de  Dorlodot  fait  observer  qu*outre 
sa  faible  altitude,  notre  massif  primaire  diffère  principalement, 
au  point  de  vue  tectonique,  du  massif  des  Alpes,  par  Tabsence 
des  grands  plis  couchés,  et  par  Tailurc  des  grands  chevau- 
chements horizontaux,  surtout  en  ce  qui  concerne  leur  lèvre 
inférieure. 

L*auteur  pense  qu'on  peut  facilement  rendre  raison  de  ces 
faits,  sans  supposer  aucune  différence  dans  le  mode  d*action,  ou 
même  dans  Tintensité  des  forces  orogéniques. 

1*  La  différence  d'altitude  parait  due  uniquement  à  Taneien- 
nelé  de  nos  montagnes  primaires,  qui  a  permis  à  Térosion 
d*achever  son  œuvre  de  démolition.  Après  la  formation  de  la 
grande  faille,  le  point  culminant  du  grand  pli  couché  qui  consti- 
tuait la  crèle  du  Condroz  devait  atteindre  une  altitude  qu*il  serait 
difficile  d*évaluer  à  moins  de  14  à  15  kilomètres  au-dessus  dii 
niveau  actuel  des  mers,  si  Ton  faisait  abstraction  du  laminage  des 
couches  et  de  Férosion  contemporaine  au  soulèvement.  On  voit 
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que,  même  en  accordant  une  très  grande  importance  i  ces  deux 
facteurs,  l'altitude  dépasserait  encore  de  beaucoup  celle  des 
Alpes  actuelles. 

2°  Labience  des  grands  plis  couchés  sVxplique  suffisamment 
par  le  fait  qu'il  ne  nous  reste  plus  que  les  fondements  de  nos 
anciennes  montagnes,  tandis  que,  dans  les  Alpes,  ces  fondements, 
situés  profondément  sous  le  sol,  échappent  à  fobservation.  En 
effet,  le  renversement  doit  être  d*autant  plus  faible  que  Ton  est 
plus  près  de  la  racine  des  plis.  —  Toutefois,  il  est  possible  qtie 
cette  différence  soit  due,  dans  certains  cas,  à  la  résistance  plus 
faible  du  buttoir  et  à  la  formation  précoce  des  grandes  failles.  La 
grande  analogie  que  présente  la  tectonique  des  préalpes  romandes 
et  des  Elippen  avec  celle  de  notre  massif  primaire  pourrait 
donner  créance  à  cette  explication. 

3°  La  première  raison  invoquée  pour  expliquer  labsence  des 
grands  plis  couchés  dans  le  massif  belge,  rend  également  compte 
de  la  différence  d'allure  des  chevauchements  horizontaux,  Les 
grandes  failles  dirigent  nos  massifs  refoulés  vers  la  surface  du 
grand  plateau  houiller,  qui  occupait  la  partie  centrale  du  bassin 
de  Namur;  mais  Térosion  a  démoli  la  partie  avancée  de  ces 
massifs,  qui  reposait  sur  le  sol  houiller  primitif,  et  nous  ne 
possédons  plus  que  la  partie  profonde,  où  le  massif  refoulé 
glissait  à  la  surface  de  la  cassure.  Dans  les  Alpes,  au  contraire, 
la  partie  avancée,  qui  repose  à  la  surface  tertiaire  de  la  partie 
centrale  des  synclinaux,  est,  en  général,  seule  visible,  la  partie 
profonde  étant  encore  enterrée  à  un  niveau  notablement  inférieur 
au  sol  actuel  {*). 

En  résumé,  les  différences  que  présente  la  tectonique  des 
Alpes  avec  celle  de  notre  massif  primaire  de  Bcigiqtie  paraissent 
dues,  en  grande  partie  sinon  excitisivement,  à  ce  que,  les  mon- 


(')  U  est  à  remarquer,  en  outre,  que  dans  létat  actuel  du  sol,  les  massifs  refoulés  qui 
reposent  sur  les  plateaux  éocèoes  des  Alpes  suisses,  sont  souvent  séparés  de  leur  racine 
et  coDstituent  des  lamheuux  de  recouvrement.  Ce  fait  parait  avoir  été  facilité  par  des  80ulè> 
vements  postérieurs;  mais,  en  supposant  que  des  phénomènes  analogues  se  soient 
produits  en  Kelgique,  nous  ne  pourrions  le  constater,  toute  la  partie  avancée  du  niassif 
refoulé  ayant  dis|»aru. 


tagnes  belges  étant  beaucoup  plus  anciennes,  Tœuvre  de  dissec- 
tion opérée  par  Térosion  y  est  beaucoup  plus  avancée.  L'auteur 
conclut  que,  si  Ton  veut  avoir  des  notions  complètes  sur  Tana- 
tomie  d'une  montagne,  il  faut  étudier  des  montagnes  de  difTé- 
renls  égcs. 

Le  gisement  d*insectes  de  Tétage  corallien  de  la  Bavière,  la 
prétendue  pôriode  glaciaire  à  Tépoque  houillère  de  M.  Julien  et 
la  faune  enlomologique  du  stéphanien  de  Commentry,  font 
Tobjet  de  deux  communications  de  M.  F.  Meunier. 
La  section  vole  leur  publication  dans  les  Annales, 
Le  même  auteur  montre  quelques  Agrionidae  du  corallien  de 
la  Bavière,  qui  lui  ont  été  envoyés  par  M.  le  professeur  Zittel,  et 
un  autre  fossile  du  musée  Teyicr,  à  Haaricm,  qui  a  beaucoup 
d'analogie  avec  nos  Gicadaircs.  Il  est  cependant  impossible  de 
déterminer  rigoureusement  cet  articulé  en  se  basant  sur  les 
observations  imparfaites  de  Weyenbcrg  et  d'Oppenheim. 

Un  magnifique  exemplaire  de  hache  de  pierre  polie  est  sou- 
mis à  la  section  par  le  R.  P.  Bolsius,  S.  J. 

Le  savant  jésuite  développe  aussi  diverses  considérations  sur 
les  organes  segmentaires  des  Hirudinées. 

M.  Proosi,  inspecteur  général  de  ragricuhure,  fait  parvenir 
un  curieux  rhizome  roulé  par  les  vagues,  dont  il  serait  intéres- 
sant de  déterminer  la  provenance,  et  un  spécimen  très  rare  de 
colonie  de  Serpules  (vers  marins  sédentaires)  qu'il  a  trouvé  sur 
le  littoral  septentrional  de  la  Corse.  A  première  vue,  on  dirait  une 
roche  volcanique  ou  corallienne,  ou  un  tuf  moderne. 

Sur  une  motion  de  M.  le  comte  A.  de  Limburg-Stirum,  la 
section  charge  le  bureau  de  transmettre  au  Conseil  de  la  Société 
le  voeu  que  la  prochaine  expédition  antarctique  belge,  organisée 
sous  les  auspices  de  la  Société  royale  de  géographie  de  Bruxelles, 
ne  soit  point  perdue  de  vue  par  la  Société  scientifique. 


A  la  fin  (le  la  séance,  il  est  donné  communication  d*une  note 
du  R.  P.  Schmitz,  S.  J.,  sur  un  gisement  de  trente-trols  troncs- 
debout. 

Récemmenu  il  nous  a  été  donné  de  faire  une  observation 
pleine  d'intérêt  aux  charbonnages  du  Bois-d*Avroy  (Sclessin- 
Ougrée).  Nous  devons  à  ce  propos  nos  meilleurs  remerciemenis 
à  Tobligeance  de  la  Direction. 

Il  s^agit  de  la  présence  au  toit  de  la  couche  Grande-  Veine  de 
trente-trois  troncs^debout.  Nous  les  avons  observés  à  la  cote 
409  mètres,  dans  le  dressant  qui  passe  au  sud  de  la  faille  de 
Seraing  et  à  Test  du  dérangement-est. 

Le  gisement  de  ces  végétaux  n*a  que  92  mètres  de  long  et 
2  mètres  de  haut,  élévation  de  la  galerie.  Rien  de  plus  naturel 
que  de  croire  à  une  trouvaille  in  loco  natali. 

Mais  cette  interprétation  ne  peut  être  maintenue  devant  un 
détail  d*une  grande  importance.  La  faible  couche  de  faux-toit 
qui  fait  la  transition  naturelle  entre  le  toit  et  la  couche  et  qui 
sépare  les  troncsdebout  du  lit  de  houille,  contient  des  empreintes 
couchées  i  plat. 

Certaines  de  ces  empreintes,  de  fortes  branches  de  Sigillaires, 
sont  appliquées  et  nettement  moulées  sur  la  base  arasée  des 
troncs'debout. 

Il  est  donc  impossible  de  conclure  que  les  troncs  sont  in  loco 
uatali,  car  les  racines  auraient  eu  bien  de  la  peine  à  remplir 
leurs  fonctions  dans  de  pareilles  conditions. 

La  portée  du  fait  signalé  est  grande  et  pourrait  remettre  en 
question  plusieurs  phénomènes  du  même  genre  accueillis  et 
expliqués  avec  trop  peu  de  critique. 

Ailleurs  (*)  nous  reviendrons  sur  Tétude  détaillée  de  notre 
observation. 


(*)  Postérieuremeut  à  la  réunion  de  la  Société  scientifique,  l'Académie  royale  des 
sciences  de  Belgique  a  voté  l'impression  d'une  note  détaillée  qui  va  paraître. 
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M.  Victor  LambioUe,  directeur-gérant  aux  charbonnages 
d'Oignies-Aiseau,  communique  i  la  section  deux  concrétions  de 
limonite,  trouvées  dans  le  gravier  du  terrain  houiller,  et  pré- 
sentant cette  particularité  de  renfermer  de  nombreuses  concré- 
tions miliaires  ou  pisaires  d*argile  limonitifère.  Ces  échantillons 
ont  été  recueillis  à  proximité  du  charbonnage  du  Roion,  à 
Farciennes. 

Quatrième  section. 


La  quatrième  section  a  entendu  une  intéressante  communica- 
tion de  M.  le  D'  Guermonprez,  professeur  à  la  Faculté  catho- 
lique de  Lille,  sur  le  cancer  des  fumeurs  et  sur  certaines  de  ses 
conditions  étiologiques.  Pour  M.  Guermonprez,  Finfluence  de  la 
pipe  et  surtout  du  vulgaire  c  brûle-gueule  »  n'est  pas  douteuse. 
Mais  cette  influence  est  bien  plus  mécanique  et  physique  que 
spécifique. 

Le  cancer  siège  particulièrement  à  la  lèvre  inférieure,  du  côté 
où  le  fumeur  tient  la  pipe,  rarement  à  la  lèvre  supérieure  ;  on 
le  trouve  aussi  à  la  face  interne  des  joues  et  beaucoup  plus  rare- 
ment à  la  face  dorsale  de  la  langue  et  à  Tamygdale.  Dans  ces 
deux  derniers  cas  surtout,  les  malades  sont  ordinairement  éden- 
tés,  et  c'est  parce  qu'ils  sont  obligés  d'engager  le  tuyau  de  la 
pipe  beaucoup  plus  profondément  dans  la  bouche  que  l'irrita- 
tion se  produit  plus  profondément  aussi,  là  où  la  chaleur  du 
tuyau  et  la  fumée  de  tabac  se  dégagent  de  la  pipe. 

Mais  le  cancer,  malgré  le  peu  de  succès  des  expériences,  est 
considéré  comme  étant  de  nature  microbienne.  Et  pour  qu'il  se 
manifeste  au  point  où  l'irritation  se  produit,  il  faut  que  le 
microbe  y  soit  amené.  D'où  vient  ce  microbe?  Si  l'on  se  rap- 
pelle que  le  cancer  des  fumeurs  sévit  surfout  dans  la  classe 
ouvrière;  que  les  ouvriers  fréquentent  des  cabarets  où  l'eau  du 
réservoir  sert  i  laver  les  verres  et  n'est  renouvelée  qu'au  bout 
d'un  jour,  quand  ce  n'est  pas  au  bout  d'une  semaine,  on  recon- 
naîtra qu'en  fin  de  compte  il  existe  chez  les  ouvriers  une  pro- 


—  «•  — 

miscuité  dangereuse  dès  que  Tun  d*eux  est  atteint  d*une  affection 
susceptible  de  se  communiquer  par  la  bouche. 

M.  le  professeur  Lefebvre,  MM.  Borginon  vi  Dumont  prennent 
part  à  la  discussion  qui  suit  la  communication  de  M.  Guermon- 
prêt. 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE. 


Après  lecture  du  rapport  du  trésorier  sur  les  recettes  et  les 
dépenses  pendant  Tannée  écoulée,  M.  Tabbé  Renard,  professeur 
i  rUnivcrsité  de  Gand,  fait  une  savante  conférence  sur  Les  Fon- 
dateurs de  la  minéralogie^  dont  voici  un  aperçu  : 

c  Les  recherches  minéralogiques  vraiment  scientifiques  com- 
mencent vers  le  milieu  du  siècle  dernier.  Sténo  avait  découvert, 
en  1669,  que  le  cristal  déroche  se  présente  sous  des  angles 
dièdres  constants,  quelles  que  soient  la  forme  et  la  dimension 
des  facettes.  Rome  De  Tlsle  généralise,  en  1772,1a  loi  delà 
constance  des  angles;  il  montre  qu*en  eflectuant  sur  ime  forme 
polyédrique  primitive  des  troncatures  symétriques,  on  obtient 
des  formes  secondaires,  et  il  indique  les  relations  géométriques 
qui  unissent  tous  les  solides  d*un  même  groupe.  Il  établit  six 
séries  de  solides  primitifs  auxquels  il  applique  la  méthode  des 
troncatures  sur  les  angles  solides  et  sur  les  arêtes,  et  arrive  ainsi 
a  montrer  le  lien  qui  unit  presque  toutes  les  formes  de  cristaux 
connues  à  cette  époque.  Il  découvre  la  loi  d*bémitropie  et 
signale  les  pseudomorphoses. 

Au  moment  où  De  flsle  se  livrait  à  ses  recherches,  les  pro- 
grès de  la  chimie  minérale  vinrent  permettre  de  classer  métho- 
diquement les  minéraux  connus  et  de  dévoiler  leur  composition; 
l'introduction  du  chalumeau  aida  puissamment  ces  premières 
investigations  chimiques  sur  les  espè(*es  minérales.  Mais  toutes 
les  découvertes  faites  jusqu'ici  sont  surpassées  par  celles  de 


l*abbé  Haôy  qui,  presque  immédiatement  après  la  publication 
des  mémoires  de  De  Tlsle,  fit  connaître  ses  vues  sur  la  structure 
moléculaire  des  cristaux.  G* est  en  1784  que  fut  publiée  cette 
œuvre  capitale  pour  Tétude  du  règne  minéral.  Il  substitue  i  la 
forme  primitive  arbitraire  celle  que  donne  le  solide  de  clivage; 
il  fait  connaître  la  loi  de  symétrie  d*après  laquelle  toutes  les 
modifications  se  répètent  de  la  même  manière  et  produisent  le 
même  effet  sur  toutes  les  parties  extérieures  identiques  du 
cristal. 

Il  montre  par  sa  loi  des  décroissements  que  les  faces  secon- 
daires ont  une  direction  déterminée,  répondant  i  la  soustraction 
d*un  certain  nombre  de  rangées  de  molécules  intégrantes,  dont 
répaisseur  est  mesurée  par  un  multiple  d*une  molécule.  Cette 
loi,  qu*on  désigne  généralement  sous  le  nom  de  c  loi  de  la  ratio- 
nalité des  axes  »,  est  le  principe  de  tous  les  calculs  cristallogra- 
phiques,  et  dès  ce  moment  on  peut  dire  que  la  branche  la  plus 
importante  de  la  minéralogie  est  fondée.  Les  minéralogistes  alle- 
mands, Weiss  et  Mohr,  substituent  au  système  d*Haôy  celui  des 
axes  crisiallographiques,  mais,  dans  leur  conception  absolument 
géométrique,  ils  trouvent  cependant  réalisées  les  lois  établies 
par  leur  illustre  devancier.  Vers  1819,  Brewster  montre,  par 
Tétude  des  propriétés  optiques,  les  liens  qui  unissent  les  six  sys- 
tèmes cristallins. 

Les  chimistes,  parmi  lesquels  Klaproth  et  Scheele,  contribuent 
largement  à  augmenter  les  connaissances  sur  le  règne  minéral.  » 

M.  Renard  s^arrète  au  moment  où  les  sciences  minérales 
subissent  la  .division  du  travail,  rendant  impossible  un  résumé 
des  recherches  variées  dont  les  minéraux  sont  Tobjet. 

La  conférence  du  savant  professeur,  vivement  applaudie  par 
les  nombreux  auditeurs,  a  été  suivie  d*expIications  données  par 
M.  Renard  sur  divers  points  spéciaux. 

Elle  sera  publiée  prochainement  dans  la  Revue  des  questions 
scientifiques. 
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A  BRUXELLES 


SÉANCE  DES  SECTIONS 


Première  section. 

Mardiy  14  avril  1896.  —  La  section  procède  d  abord  au  renou- 
vellement de  son  bureau. 
Sont  élus  : 

Président  :  MM.  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin. 

Vice-Présidents  :  le  C*'  de  Sparre, 

E.  Goedseels. 
Secrétaire  :  H.  Dutordoir. 

La  section  pose  ensuite  comme  sujet  de  concours  la  question 
suivante  :  Démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudre  en  nombres 
entiers  l'équation  indéterminée  x"  -t-  }"  =  2",  quand  n  est  supé^ 
rieur  à  %  ou  prouver  l'inexactitude  de  ce  théorème  de  Fermât. 

M.  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin  analyse  une  partie  de  ses 
nouvelles  Recherches  analytiques  sur  la  théorie  des  nombres 
premiers. 

M.  Mansion  lit  une  note  de  M.  G.  Lechalas  sur  Vldenlité  des 
plans  de  Riemann  et  des  sphères  d'Euclide.  Il  fait  suivre  cette 
lecture  d'Observations  relatives  i  un  point  de  la  note  de 
M.  Lechalas.  La  section  vote  Tinsertion  de  la  note  de 
M.  Lechalas  et  des  observations  de  M.  Mansion  dans  les  Annales. 


—  ••  — 

Enfin  M.  Mansion  donne  quelques  renseignements  sur  la  nou- 
velle démonstration  du  postulatum  d*Euclide  publiée  récem- 
ment par  M.  Frolov.  La  réfutation  de  cette  démonstration  sera 
publiée  dans  Mathesis, 

Mercredi.  15  avril  1896.  —  Il  est  donné  lecture  du  rapport 
suivant  de  M.  C.  Jordan  sur  le  mémoire  de  M.  Ch.-J.  de  la  Val- 
lée Poussin  intitulé  :  Recherches  analytiques  sur  la  théorie  des 
nombres  premiers.  Première  partie  :  La  fonction  Ç  (s)  de  Rie* 
mann  et  les  nombres  premiers  en  générai 

Le  mémoire  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  a  pour  objet  Tétude 
des  zéros  de  la  fonction  ((«)  de  Riemann,  définie  (pour  s  réel  et 
>  1)  pour  la  série 

où  la  somme  s'étend  aux  entiers  positifs,  et  le  produit  aux  nom- 
bres premiers  p. 

L'auteur  rappelle  dans  un  premier  chapitre  les  propriétés  de 
cette  fonction  établies  par  Riemann  et  par  M.  Hadamard  et  en 
déduit  sans  peine  cette  double  expression  de  D  log  i;(s)  : 

D,.,;,.,  — 2^=1,0,.-.-:'-.- 

(1)  .      ' 


-D.ogr(î^i)-.2,4: 


la  somme  du  second  membre  étant  étendue  aux  racines  imagi- 
naires pi,p9,...  de  réquation  Ç (s)  «=0,  rangées  par  ordre  de 
modules  croissants. 
Ces  racines  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 
1^  Elles  sont  en  nombre  infini  et  conjuguées  deux  à  deux; 

2*  La  série  £p"*  est  absolument  convergente  si  m  <  —  1  ; 

p 
3*  La  partie  réelle  de  chacune  des  racines  p  est  >  0,  mais  <  1  • 

Ces  préliminaires  posés,  Tauteur  énonce  le  théorème  suivaitl, 


—  ••  — 

dont  la  démonstration  rigoureuse  forme  Tobjet  principal  de  son 
mémoire  : 

Parmi  les  racines  p,  il  n'en  existe  aucune  dont  la  partie  réelle 
soit  égale  à  1. 

Il  montre  tout  d*abord  que  s*ii  existait  des  racines  de  la  forme 
1  H-  ^if  leur  ordre  de  multiplicité  serait  nécessairement  égal  à  1. 

Mais  la  supposition  de  leur  existence  conduit  à  une  contra- 
diction. 

Pour  rétablir,  il  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  (1) 

por  ts^lyl^vy  '"^^K**®  ^®  ^  —  6t  à  a  -+-  6i  et  cherche  la  limite 
vers  laquelle  tendent  les  deux  membres  lorsque  b  tend  vers  oo . 

La  détermination  rigoureuse  de  cette  limite  est  assex  délicate. 
On  se  trouve  en  effet  conduit  i  intégrer  une  série  entre  des 
limites  inGnics,  et  il  est  nécessaire  de  s'assurer  8*il  est  permis 
d'intégrer  terme  à  terme.  M.  de  la  Vallée  Poussin  ayant  déjà 
approfondi  le  problème  de  rinlégration  des  séries  dans  un 
mémoire  antérieur  couronné  par  la  Société,  était  bien  préparé 
à  traiter  cette  question  particulière. 

Sa  démonstration,  fondée  sur  les  propriétés  de  Tintégrale 

ne  laisse  rien  à  désirer  comme  rigueur  ni  comme  clarté.  Nous 
nous  bornerons  à  indiquer  le  résultat  final  de  son  analyse.  H  est 
exprimé  par  Téquation  ei-dessous  : 


f 


"  —  ^  ^v       y** 


(*)  •  •  -(.-,)(,.-<)y-'"-'>)?(.-,)(,-,) 


M  —ta» 


i  (2m-»- m)  (2m  -^  v) 

Dans   celte  formule,  les  sommations  du   premier  membre 
s*étendent  &  toutes  les  puissances  p^  de  nombres  premiers  qui 


sont  <  y;  y  et  a  sont  supposés  réels  et  >  1  ;  u  et  t;  ne  sont  pas 
des  pôles  de  la  fonction  D  log  ((s). 

Posons  dans  Téquation  (3)  i;  <=»  0  et  faisons  tendre  u  d*abord 
vers  l^puis  vers  une  racine  pi  de  2;(«X  et  ajoutons  les  deux 
résultats  obtenus.  Nous  obtiendrons  Téquation 


I 


(3) 


—  Iim  1  -^——  H : 

V» 


1  A  ç'(0) 


.y       yP-y  Ç  (0)       1  -  p/ 


P  p(p 


-2« 


.V 


I) 


'«!2m(!2fii  +  I) 


p    p(p^Pi) 


-Pi 


J  2m  (2tw  -♦-  /9,) 


Les  sommes  du  premier  membre  sont  encore  étendues  à  toutes 
les  puissances  p^  de  nombres  premiers  qui  sont  <  y;  et  dans 

la  somme  £'  la  valeur  p  =>  pi  est  exclue  à  la  sommation. 

p 

Supposons  maintenant  que  pi  soit  de  la  forme  1  +  ^i.  L*équa- 
tion  (3)  pourra  s'écrire 

les  sommes  du  1*'  membre  s*étendant  aux  nombres  premiers 
<  y;  L  désignant  une  somme  de  termes  qui  pour  y=»cc  ten- 
dent vers  une  limite  finie,  et  P  désignant  Texpression 


^— /»!  P{P—^)  P(p  —  Pi) 


la  somme  S  s*étendant  aux  racines  p  de  la  forme  1  -i-  Pt; 
somme  S'  aux  mêmes  racines,  sauf  p|. 


—  9é  — 

Cette  expression  P  est  une  somme  de  termes  périodiques,  de 
la  forme 

(^) 2  ""  ^^®  *"'»  ■*"  *-  ^'"  *«'y» 

les  séries  £a.,  £6.  étant  absolument  convergentes,  et  les  coeffi- 
cients a.  ne  tendant  pas  vers  zéro. 

M.  de  la  Vallée  Poussin  se  trouve  ainsi  conduit  i  étudier  les 
fonctions  9(2/)  de  la  variable  //  qui  pour  y  >  1  admettent  un 
développement  de  la  forme 

■ 

f(y)  =  L-*-P, 

L  convergeant  pour  j/  «=>  00  vers  une  limite  fixe,  et  P  étant  une 
série  de  termes  périodiques  de  la  forme  (5).  Il  établit  que  ce 
développement  ne  peut  se  faire  que  d*une  seule  manière. 

Gela  posé,  si,  dans  Téquatioii  (4),  on  sépare  les  parties  réelles 
et  les  parties  imaginaires,  on  obtiendra  deux  équations  de  la 
forme 

^Ip  .V      ^  •*-  cos  6/1/  ^  , 


p 


p  y 


P  P  y     f 

R  et  J  désignant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  la  partie 
imaginaire  dans  P. 

Ces  équations  peuvent  se  simplifier.  M.  de  la  Vallée  Poussin 
montre  en  effet  que  les  premiers  termes  de  chacune  déciles  sont 
de  la  forme  L.  On  pourra  donc  écrire 

i  -♦-  ces  Bly  ^1  ,        ,        _ 

y       p 

(7) ±B^l,^^^^i, 

y    p 

Mois  ces  deux  équations  sont  incompatibles.  L'auteur  montre 


—  •*  — 


en  effet  que,  de  leur  combinaison,  on  pourrait  en  déduire  une 
troisième  de  la  forme 


(8) 


i  -4-  eosply^  .        , 


Ri  étant  une  somme  de  termes  périodiques  non  identique  à  R. 
Le  premier  membre  des  formules  (6)  et  (8)  admet  done 
deux  développements  distincts  de  la  forme  L  h-  P,  contrairement 
i  ce  qui  a  été  établi. 

Le  théorème  dont  nous  venons  de  résumer  la  démonstration 
est  intéressant  en  lui-même,  et  plus  encore  par  les  conséquences 
asymptotiques  qui  en  découlent  relativement  à  la  théorie  des 
nombres  premiers. 

Posons,  en  effet,  dans  la  formule  (2)  v  =«  0  et  faisons  tendre  u 
vers  Punité.  Nous  obtiendrons  un  résultat  de  la  forme 

(9)  .  .  .  2-^--2'p=''y-*-"C-^'- 

c  tendant  vers  zéro  pour  y  «>  oo  et  C  désignant  une  constante» 
que  Pauteur  montre  être  identique  à  la  constante  d*Euler. 

Intégrant  cette  équation  de  1  à  y,  on  trouve,  après  quelques 
réductions, 


i    -H  € 


et  Ton  en  déduit  sans  peine  la  relation 
(iO) lim  -î —  -=  1 . 


Donc  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  y  est  asymptotiqtie  à  y. 

Ce  beau  théorème,  énoncé  par  M.  Stieltjes,  ne  parait  pas  avoir 
été  démontré  jusqu*à  présent  d*une  manière  rigoureuse. 


L^équalion  (9)  simplifiée  au  moyen  de  la  relation  (10)  donne 
cette  autre  formule  non  moins  intéressante  : 


':?.  ("  -^7^)-'- 


C  désignant  la  constante  d'Ëuler. 

Cette  courte  analyse  nous  parait  suffire  pour  montrer  que  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles  doit  sVstimer  heureuse  que  ce 
remarquable  mémoire  ail  été  destiné  à  ses  Annales, 

Sur  la  proposition  de  M.  Mansion»  second  rapporteur,  la 
section  vole  Timpression  du  mémoire  de  M.  de  la  Vallée  Poussin 
dans  les  Annaleê  et  adresse  des  remerciements  à  Tauteur. 

M.  Vicaire  présente  diverses  observations  critiques  sur  les 
Leçons  de  mécanique^  de  Gustave  Kirchhoff.  Ces  observations 
peuvent  se  résumer  ainsi  : 

Le  traité  de  mécanique  de  Kirchhoff  parait  avoir  exercé  une 
assez  grande  influence  sur  renseignement  de  cette  science;  il 
résume  avec  autorité  la  plupart  des  tendances  que  M.  Vicaire  a 
cherché  à  combattre  dans  diverses  publications.  Il  y  aura  donc 
un  sérieux  intérêt  à  en  examiner  les  premiers  chapitres»  les 
seuls  dans  lesquels  les  principes  soient  en  cause. 

La  définition  de  la  mécanique  donnée  au  début  de  la  préface  : 
science  des  phénomènes  dans  lesquels  on  a  à  considérer  exclusi- 
vement des  mouvements,  est  très  bonne,  à  cela  près  qu*il  ne 
serait  pas  sans  intérêt,  vu  son  importance,  de  viser  explicitement 
le  cas  particulier  de  l'équilibre.  Le  mot  de  phénomènes  implique 
qu*il  s'agit  de  mouvements  des  corps  ;  cela  distingue  la  mécanique 
de  la  cinématique  qui,  suivant  une  remarque  présentée  ailleurs 
par  M.  Vicaire,  doit  être  définie  comme  la  science  du  mouvement 
des  figures  (*). 


C)  Mémoire  sur  la  réaiUi  de  l'espace  et  te  mouvement  absolu,  (Ann.  DE  LA  SoC. 
ftciEXTinQUË  DE  Bruxelles,  t.  XVIII,  OSH^  S*  partie,  p.  30S.) 


—  •!  — 

Diaprés  celle  définilion,  la  mécanique  esl  essentielleroeiii  une 
science  physique,  une  science  expérimentale.  Par  une  conlradic- 
lion  élrange,  lorsqu*on  en  vienl  à  Texécution  quelques  lignes 
plus  bas,  elle  est  présentée  comme  une  sGienc^  entièrement 
déductive  construite  «  par  des  considérations  purement  mathé- 
matiques »  à  Taide  seulement  des  concepts  d*espace,  de  temps  et 
de  matière.  Kirchhoff  justifie  celte  proposition  par  le  fait  que  ces 
trois  concepts  sont  nécessaires  et  sudisatits  pour  concevoir  le 
mouvement.  Mais  avoir  le  concept  ou  la  définilion  du  mouve- 
ment  et  en  connaître  les  lois  sont  deux  choses  bien  différentes. 
Que  dirait-on  d  un  zoologiste  qui  voudrait  constituer  sa  science 
A  priori  en  portant  de  la  notion  d*animal? 

Cette  contradiction  se  retrouve  partout  dans  la  suite.  Tantôt 
les  formules  du  mouvement  sont  posées  à  priori;  mais  cette 
synthèse  est  impuissante  par  insullisance  des  données;  elle  ne 
peut  conduire  qu*à  des  formules  de  cinématique  donnant  des 
mouvements  qui  sont  géométriquement  possibles,  sans  fournir 
aucun  motif  d  admettre  qu*ils  se  produiront  réellement  dans  la 
nature  de  préférence  à  d*au(res  également  possibles;  tantôt  elles 
sont  données  comme  résultant  par  voie  d*analyse  de  Tobservation 
des  mouvements  naturels,  mais  cette  analyse  est  défectueuse 
parce  qu*elle  ne  peut  être  faite  que  d'une  manière  approchée, 
sans  qu'on  ait  le  moyen  de  déterminer  le  degré  d*approximation, 
ni  de  prouver  que  les  éléments  négligés  ne  sont  pas  essen- 
tiels. 

Des  exemples  du  premier  cas  se  présentent  dans  la  deuxième 
leçon  où  Ton  donne  les  équations  du  mouvement  d'un  point  ou 
d'un  système  de  points  assujettis  à  des  liaisons;  des  exemples  du 
second,  dans  la  première  leçon,  où  sont  analysés  la  chute  des 
graves  et  le  mouvement  des  planètes. 

L'analyse  et  la  synthèse  se  présentent  tout  autrement  dans  la 
mécanique  traditionnelle.  Les  fondateurs  de  la  science  ont  com- 
mencé par  l'analyse  des  mouvements  naturels;  cette  analyse, 
bien  ou  mal  faite,  les  a  conduits  à  formuler  un  certain  nombre 
de  notions  et  de  principes  fondamentaux  dont  le  caractère  n'a 
peut-être  pas  été  assez  exactement  apprécié,  mais  qu'il  convient, 
XX.  7 


—  9H  — 

ainsi  que  M.  Vicaire  Ta  fait  remarquer  (*),  de  considérer  eomnit* 
les  éléments  d'une  hypothèse  analogue  à  celles  qui  se  présentent 
dans  toutes  les  branches  de  la  physique.  Alors  intervient  la  syn- 
thèse :  on  développe  mathématiquement  les  conséquences  <ie 
rhypothése  et  ce  développement  constitue  la  mécanique  ration- 
nelle. Les  résultats  de  ce  développement,  comparés  avec  les 
faits  dans  les  cas  accessibles  h  Texpérience,  permettront  d  ap- 
précier si  Tanalyse  initiale  a  été  bonne  ou  mauvaise.  Tous  les 
problèmes  mis  à  l'étude  roulent  sur  des  données  hypothétiques 
plus  ou  moins  voisines  de  celles  qui  se  rencontrent  dans  les  cas 
naturels  correspondants;  les  solutions  ne  sont  qu'approxima- 
tives, mais  on  constate  qu'elles  sont  de  plus  en  plus  approchées 
à  mesure  que  les  données  serrent  de  plus  près  les  conditions 
naturelles.  La  théorie  faisait  prévoir  les  écarts;  elle  fournit  pro- 
gressivement le  moyen  de  les  faire  disparaître. 

Kirchhoiïa  voulu,  en  outre,  bannir  de  la  mécanique  la  notion 
des  forces  considérées  comme  causes  du  mouvement,  parce  que, 
dit-il,  les  notions  de  cause  et  de  tendance  manquent  de  clarté. 
Les  forces,  pour  lui,  ne  sont  plus  que  des  grandeurs  auxiliaires, 
des  expressions  mathématiques  destinées  à  faciliter  la  traduction 
des  formules  en  langage  ordinaire.  Il  est  obligé  cependant  de 
recourir  à  la  considération  de  systèmes  de  forces  combinées  en- 
semble suivant  la  règle  du  polygone  et  il  reconnaît  qu'il  lui  est 
impossible  de  donner  de  ces  forces  une  définition  complète. 

La  considération  des  causes  a  Tavanlage  incontestable  de  don- 
ner cette  définition,  d'expliquer  pourquoi  les  divers  mouvements 
sont  dus  à  des  systèmes  de  forces  plus  ou  moins  complexes,  de 
montrer  comment  on  peut  trouver  les  expressions  des  forces 
élémentaires  et  enfin  de  justifier  la  règle  du  polygone. 

Kirehhoff  démontre  par  son  propre  exemple  l'impossibilité  de 
s'en  passer;  quand  il  veut  étudier  une  question  qui  ne  soit  pas 
un  problème  de  fantaisie,  il  procède  exactement  comme  tout  le 


(*)  ANNALES  DE  LA  SOCIÉTÉ  sciEKTiFiQn:  DE  BRUXELLES,  t.  XVUI,  4894,  3*  partie, 
p.  307,  et  t.  XX,  189«,  1"  partie,  p.  40. 


monde  :  il  analyse  séparément  les  diverses  causes  en  jeu  et  en 
combine  les  effets  suivant  la  règle  du  polygone.  Voir,  par  exem- 
ple, la  8*  leçon,  consacrée  à  la  mesure  de  la  pesanteur  par  le 
pendule. 

Au  surplus,  si  Tidée  de  cause  n*esl  pas  dépourvue  d'obscurité, 
celles  d*espace,  de  temps  et  de  matière  ne  le  sont  pas  davantage. 
La  force-cause  n*est  nullement  un  concept  abstrait  et  mathéma- 
tique; nous  en  acquérons  la  notion  très  nette  par  la  sensation 
de  Teffort  musculaire  et  nous  la  généralisons  tout  naturellement. 
En  mécanique,  elle  n  est  pas  seulement  une  grandeur  auxiliaire; 
elle  est  très  souvent  une  donnée,  comme  nous  venons  de  le  dire 
dans  le  cas  du  pendule;  elle  est  très  souvent  aussi  un  résultat. 
Dans  les  problèmes  de  statique,  c*est  presque  toujours  elle  qui 
est  la  véritable  inconnue. 

Faute  d*y  avoir  recours,  Kirchhoff  est  réduit  à  ne  traiter  que 
des  cas  susceptibles  d*une  expression  mathématique  très  simple. 
Une  fois  ou  deux,  il  fait  allusion  au  frottement,  mais  il  n'établit 
les  formules  générales  de  la  mécanique,  y  compris  le  principe  de 
d'Alembcrt,  que  pour  les  mouvements  sans  résistances,  c*est-à-dire 
pour  des  cas  purement  théoriques;  même  pour  ces  cas,  il  n'in- 
dique la  véritable  marche  à  suivre  pour  traiter  les  problèmes 
que  lorsqu'il  oublie  son  système.  Un  disciple  qui  l'aurait  par- 
faitement compris,  mais  qui  n'aurait  pas  appris  la  mécanique 
ailleurs,  serait  incapable  de  résoudre  le  moindre  problème. 

En  somme,  les  innovations  que  Kirchhoff  a  voulu  introduire 
dans  la  manière  d'exposer  la  mécanique  constituent  une  ten- 
tative  entièrement  manquée. 

La  communication  de  M.  Vicaire  donne  lieu  à  une  longue 
discussion  sur  renseignement  de  la  mécanique  à  laquelle  prennent 
part  MM.  Pasquier,  Ch.-J.  de  la  Vallée  Poussin,  Perron,  Dutor- 
doir  et  Mansion. 

Jeudij  16  avril  4896.  —  M.  Ferron  fait  une  communication 
Sur  t équilibre  instantané  des  poutres  principales  dans  les  ponts 
métalliques.  • 
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Cette  comniunieation  donne  lieu  aussi  à  une  discussion  à 
laquelle  prennent  part  MM.  Vicaire,  Dutordoir  et  Ch«?J.  de  la 
Vallée  Poussin. 

II  est  ensuite  donné  lecture  d*une  note  de  M.  C.  Le  Paige 
Sur  les  notations  algébriques  avant  Descaries.  Elle  sera  publiée 
dans  les  Annales,  2*  partie. 

M.  de  la  Vallée  Poussin  continue  Tanalyse  du  mémoire  dont 
il  a  parlé  à  la  section  deux  jours  auparavant.  11  a  considéra- 
blement étendu  ses  recherclies  depuis  la  présentation  du 
mémoire  sur  lequel  M.  Jordan  a  fait  rapport.  Il  présente  à  la 
seriion  la  suite  de  ce  mémoire  et  se  propose  de  réunir  toute  son 
élude  sous  le  titre  :  Reclierches  analytiques  sur  la  théorie  des 
nombres  premiers.  Cette  étude  se  compose  de  trois  parties.  Le 
premier  mémoire  en  forme  la  première,  qui  a  pour  objet  la 
fonction  Ç(«)  de  Riemann  et  les  nombres  premiers  en  général. 
Les  deux  parties  nouvelles  se  rapportent  respectivement  aux 
nombres  premiers  représentables  par  une  forme  linéaire  et  à 
ceux  qui  sont  représentables  par  une  forme  quadratique  donnée. 

M.  de  la  Vallée  Poussin  expose  brièvement  la  méthode 
suivie  et  les  résultats  obtenus  dans  ce  nouveau  travail. 

La  méthode  est  une  extension  toute  naturelle  de  celle  qui  a 
été  suivie  dans  la  première  partie.  Le  résultat  principal  relatifs 
la  théorie  des  nombres  premiers  est  le  suivant  : 

Si  Ton  désigne  par  ÇrIcs  nombres  premiers  de  la  forme  linéaire 
primitive  Mx  -+-  N,  le  rapport 

a  pour  limite  -^.  quand  t  tend  vers  Tinfini. 

Si  Ton  désigne  par  q^  les  nombres  premiers  de  la  forme  qua- 
dratique proprement  primitive  de  déterminant  négatif  ( —  A) 

/  s=  ax'  -4-  "ibxy  -4-  cy*, 
le  rapport 
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i 
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a  pour  limite  ^^  quand  t  tend  vers  rinfini,  si  f  est  une  forme 
ambiguêyet^  dans  le  cas  contraire.  On  désigne  par  A  le  nombre 
des  formes  proprement  primitives  du  déterminant  ( —  A). 

La  méthode  ne  8*étend  qu*ineomplètement  au  cas  des  déter- 
minants positifs. 

MM.  C.  Jordan  et  Mansion  sont  nommés  commissaires  pour 
examiner  la  suite  du  mémoire  de  M.  de  la  Vallée  Poussin. 

M.  Mansion  donne  ensuite  un  aperçu  de  renseignement 
mathématique  à  TUniversité  bénédictine  de  Salzbourg  en  1770, 
d'après  les  Praelectiones  Malhemaiicae  du  P.  D.  Beck.  Il  revien- 
dra ultérieurement  sur  ce  sujet,  dans  une  autre  session. 

MM.  De  Tilly  et  Pasquier  sont  nommés  commissaires  pour 
examiner  un  travail  de  M.  Ferron  intitulé  :  ifé/notre  exjoo^an^ 
un  point  de  doctrine  nouveau  relatif  à  la  théorie  générale  d'un 
système  de  corps. 

Deuxième  sectfoD. 

Mercredi^  45  avril  1896.  —  La  section  procède  d*abord  à 
réiection  de  son  Bureau  pour  Tannée  1896-1897.  Sont  élus  : 

Président:  MM.  Edouard  Branly. 

Vice 'Présidents  :  G.  Van  der  Mbnsdui]G(.he 

et  H.  De  Prêter. 
Secrétaire  :  Tabbé  Coupé. 

M.  G.  Van  der  Mensbrugghe  fait  ensuite  la  communication 
suivante  : 

Principes  généraux  d'une  nouvelle  théorie  capillaire, 
par  G.  Van  der  Mensbrugghe. 

Le  domaine  de  la  capillarité  comprend  Tensemble  de  tous  les 
phénomènes   physiques  produits    par  les  forces  moléculaires 
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exercées  soit  entre  les  molécules  d'un  même  liquide,  soit  entre 
deux  liquides  différents,  soit  enfin  entre  un  solide  et  un  liquide. 

Avant  de  formuler  des  hypothèses  sur  la  nature  des  liquides, 
nous  allons  examiner  brièvement  celles  que  les  résultats  de 
Tobservation  empêchent  de  mettre  en  avant. 

Et  d*abord  nous  ne  pouvons  pas,  à  l'exemple  de  Laplace, 
regarder  les  liquides  comme  incompressibles;  car  Texpérience 
prouve  que  leur  compressibilité  n'est  pas  nulle,  et  que,  de  plus, 
ils  jouissent  d'une  clasticilé  parfaite.  Il  suit  de  là  que  la  théorie 
capillaire  de  Laplace  exclut  à  priori  réiasticité  des  liquides 
comme  cause  possible  des  phénomènes  qu'il  s'agit  d'expliquer. 

En  second  lieu,  les  liquides  peuvent-ils  être  considérés, 
d'après  Laplace  et  Gauss,  comme  ayant  un  volume  constant  et 
une  constitution  uniforme  partout?  Je  ne  le  pense  pas,  car,  dans 
ces  conditions,  on  négligerait  l'effet  de  l'évaporation;  en  outre,  la 
(lensité  d'un  liquide  passerait  brusquement  &  celle  de  la  vapeur 
qui  s'en  sépare  constamment  pour  se  répandre  dans  le  milieu 
ambiant.  D'ailleurs,  si  une  masse  liquide  soumise  exclusivement 
à  ses  forces  moléculaires  propres  avait  la  même  densité  dans 
toutes  ses  parties,  où  serait  alors  le  siège  des  forces  figuratrices 
qui  président  h  la  réalisation  de  certaines  formes  d'équilibre, 
siège  que  ni  Laplace  ni  Gauss  n'ont  pu  assigner  nettement? 

C'est  pour  échapper  à  de  pareilles  objections  que  Poisson  et 
plusieurs  analystes  après  lui  ont  admis,  dans  les  tranches  super- 
ficielles d*un  liquide,  une  variation  de  densité  à  partir  de  la 
tranche  libre  jusqu'à  une  profondeur  égale  au  rayon  d'activité 
de  l'attraction  moléculaire;  malgré  cette  restriction,  les  résultats 
auxquels  on  est  parvenu  ainsi  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux 
de  Laplace. 

Enfin  et  surtout,  est-il  permis  de  supposer  en  équilibre  dans 
toutes  ses  parties  une  masse  liquide  soumise  à  ses  seules  forces 
intérieures,  ou  sollicitée  en  outre  par  des  forces  extérieures  telles 
que  la  pesanteur?  Je  n'hésite  pas  à  déclarer  que  cette  hypothèse 
est  inadmissible,  attendu  qu'elle  est  contraire  au  fait  indéniable 
de  l'évaporation. 

Comme  les  théories  classiques  de  la  capillarité  reposent  toule$ 
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sur  cette  supposition  contredite  par  rcxpérience,  je  crois  utile  de 
proposer  une  doctrine  nouvelle  qui  nes*appuie  que  sur  les  pro- 
priétés fondamentales  des  liquides,  et  qui  conduit  à  des  résultats, 
rigoureusement  conformes  à  Tobservation. 

Les  propriétés  essentielles  des  liquides  que  j*invoquerai  spé- 
cialement sont  la  compressibilité,  Télasticité  et  Tattraction 
moléculaire.  En  vertu  des  deux  premières,  on  le  sait,  toute 
pression  exercée  sur  une  masse  liquide  se  propage  aussitôt  et 
également  h  toutes  ses  parties,  et  dès  que  la  pression  cesse  d  agir, 
Texcès  de  force  élastique  développé  fait  reprendre  au  liquide  son 
volume  primitif. 

Quant  à  Tattraction  moléculaire,  elle  s*exercc  entre  les  molé- 
cules d*un  liquide  quelconque,  jusqu*à  une  distance  très  petite,  r, 
qu*on  appelle  le  rayon  d*activité  de  la  force  en  question. 

Après  ce  court  préambule,  examinons  rapidement  les  trois 
genres  principaux  de  phénomènes  capillaires.  Dans  la  note 
actuelle,  je  parlerai  des  phénomènes  du  premier  genre. 

I.  Phénomènes  capillaires  dus  aux  seules  forces  moléculaires 
d'un  liquide.  —  Conformément  à  ce  que  nous  venons  de  dire, 
considérons  un  liquide  comme  un  corps  peu  compressible,  mais 
éminemment  élastique;  d'après  cela,  pour  savoir  si  un  liquide 
supposé  de  même  densité  partout  peut  être  en  équilibre,  nous 
aurons  à  rechercher  si  le  degré  de  compression  des  diverses 
parties  est  le  même  dans  chacune  déciles  et,  par  conséquent, 
s*il  en  est  de  même  de  la  force  élastique  qui  s*y  trouve  déve- 
loppée. Si  cette  dernière  a  partout  la  même  valeur,  Féquilibre 
aura  lieu  ;  dans  le  cas  contraire,  Téquilibre  sera  impossible. 

Soit  donc  une  masse  liquide  sans  pesanteur  et  de  même  densité 
partout.  Pour  un  point  a  de  la  surface  libre  (fig.  i,a),  construi- 
sons la  sphère  d'attrsction  moléculaire;  comme  la  moitié  de  cette 
sphère  est  extérieure  au  liquide,  nous  n*aurons  à  parler  que  des 
molécules  de  lauire  hémisphère  ;  soit  m  une  de  ces  molécules  ; 
elle  attirera  a  avec  une  force  afr,  mais  elle  sera  attirée  par  a  avec 
une  force  égale  et  contraire  mn;  quel  sera  reiïet  de  ces  deux 
forces?  Elles  vont  tendre  évidemment  à  augmenter  le  degré  de 
rapprochement  des  molécules  comprises  entre  a  et  m;  un  effet 


du  même  genre  est  produit  par  l'ensemble  de  loiites  les  molé- 
cules de  l'hémisphère  liquide;  nous  pouvons  donc  conclure  que, 
dans  le  liquide  auiour  de  la  molécule  a,  il  se  développera  un 
certain  degré  de  cohésion,  el  que  pour  empêcher  le  rapproche- 
menl  indéOni  des  molécules  autour  de  a,  il  faudra  une  foreu 
élasliqne  que  j'appelle  f. 


Soit  actuellement  un  point  a'  sîiué  dans  la  couche  superficielle 
d'épaisseur  r  (Og.  1,  P),  et  dans  la  spliére  d'atiraclion  relative 
i  a',  considérons  les  deux  segments  égaux  cdmn,  mnef;  prenons 
un  point  quelconque  p  du  premier,  et  sur  le  prolongement 
de  fw',  choisissons  le  point  p'  tel  quep'a'^pa'.petp'aittreront 
a'  avec  des  forces  égales  ci  opposées;  mais  réciproquement 
a'  attirera  p  et  p'  avec  des  forees  égales  pq^  p'q'  et  de  sens  con- 
traires; par  l'effet  de  ces  quatre  forces,  a'  restera  immohile, 
mais  les  forees  de  sens  contraires  pq,  p'q'  tendront  ft  augmenter  le 
degré  de  cohésion  moléculaire  autour  de  a';  il  en  sera  de  même 
de  toits  les  couples  de  points  tels  que  p,  p'  que  l'on  peut  choisir 
dans  les  deux  segments  égaux  en,  em;  quant  au  segment  infé- 
rieur egf,  chacune  des  molécules  dont  il  est  composé  tend  éga- 
lement à  accrotire  la  concentration  des  molécules  autour  de  a'; 
conséquemment,  pour  empêcher  un  plus  grand  rapprochement 
en  a',  il  faudra  une  force  élastique  p  plus  grande  que^. 

Pour  des  molécules  a",  a"', ...  situées  encore  un  peu  plus  Itnn 
de  la  surface  libre  que  a',  on  trouverait  des  forces  élastiques 
r,r'f"  d<^  plus  en  plus  grandes,  jusqu'à  ce  que,  pour  un 
point  a.  situé  i  une  profondeur  précisément  égale  k  r,  on  arri- 


rerait  è  une  force  élastique  F  supérieure  à  chacune  des  prëcé- 
dénies,  et  due  à  [action  des  molécules  distribuées  dans  une 
sphère  entière  de  rayon  r  (fig.  i,  y).  Pour  un  point  quelconque 
pris  au  soin  de  la  masse,  on  trouverait  évidemment  la  même 
force  élastique  F;  car  il  est  à  remarquer  qu^une  molécule  quel- 
conque k  (fig  1,  d),  prise  extérieurement  à  la  sphère  de  rayon  r, 
ne  peut  en  rien  changer  lYtat  de  cohésion  intérieure;  en  eiïet, 
si  A:  attire  une  particule  /  de  ceue  sphère,  réciproquement  / 
attire  A:  avec  une  force  précisément  égale  et  capable  de  contre- 
balancer reiïet  de  la  première  force,  grâce  à  la  parfaite  élasticité 
du  liquide. 

Il  suit  de  là  que  la  masse  liquide  supposée  de  densité  uniforme 
comprendrait  deux  portions  bien  distinctes  :  Tune  intérieure,  où 
la  force  élastique  F  développée  pnr  les  attractions  moléculaires 
serait  la  même  partout;  lauire,  la  couche  superficielle  d*épaissenr 
égale  à  r  et  dont  les  diverses  tranches,  à  partir  de  Tintérieur, 
auraient  des  forces  élastiques  décroissantes  F,  ...  f\f\f,fse 
rapportant  à  la  tranche  fibre.  Et  quel  sera  reiïet  de  la  prépomlé- 
rance  de  la  force  élastique  de  la  masse  intérieure  sur  celles  de 
la  couche  superficielle?  C*estquela  force  élastique  la  plus  grande  F 
se  communiquera  à  toutes  les  molécules  de  cette  couche,  et  les 
écartera  entre  elles  d^autant  plus  fortement  quelles  sont  plus 
près  de  la  surface  libre.  A  Tappuî  de  cette  conclusion,  je  puis 
citer  les  faits  que  j*ai  décrits  récemment  et  qui  montrent  bien  la 
transmission  de  la  force  élastique  d'une  masse  à  une  série 
d'autres  masses  soumises  d*abord  à  des  forces  élastiques  moin- 
dres (•). 

Je  puis  donc  énoncer  le  principe  général  suivant  : 
A.  Dans  une  masse  liquide  homogène  et  soumise  ou  non  à 
la  pesanteur  (**),  fa  force  élastique  correspondant  au  degré  de 


(*)  Voir  à  ce  sujet  ma  uole  ayant  pour  titre:  Quelques  expériences  propres  à  faire 
comprendre  la  constiiution  des  liquides,  Ann.  de  la  Soc.  SCIENT.  DE  Brux.,  i895, 
session  d'dSclobre,  et  4896,  session  de  jan? ier. 

(**)  Les  forces  moléculaires  étant  incomparablement  plus  intenses  que  la  pesanteur, 
celie-ci  peut  être  regardée  comme  n'influant  pas  sur  la  rigueur  des  raisonnements 
précédents. 
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cohésion  à  l'intérieur  est  plu»  grande  que  celle  d'une  tranche 
quelconque  de  la  couche  superficielle  d'épaisseur  égale  au  rayon 
d'activité  de  Vattraction  moléculaire.  L'équilibre  est  donc  pos- 
sible au  sein  de  la  niasse^  jamais  dans  la  couche  superficielle. 

Conséquences.  I.  Le  travail  développé  par  Texeès  dv.  la  force 
élastique  intérieure  F  sur  celles  qui  régnent  dans  les  diverses 
tranches  de  la  couche  superficielle  produit  nécessairement  des 
écarts  entre  les  molécules  de  celle-ci,  écarts  qui  sont  le  plus 
marqués  pour  la  tranche  libre. 

II.  Dans  le  sens  tangentiel,  ces  écarts  donnent  naissance  à  une 
série  de  forces  de  tension  élémentaires  dans  la  couche  superfi- 
cielle d*épaisseur  r  <=»  ^""'/soooo  environ  ;  leur  somme  constitue  la 
tension  superficielle  constatée  par  des  expériences  innombrables. 

Les  raisonnements  qui  précédent  s^appliquent  aussi  bien  à 
une  surface  courbe  qu*à  une  surface  plane,  pourvu  que,  etc*est 
le  cas  le  plus  fréquent  dans  les  expériences  de  capillarité,  le 
rayon  d'activité  r  soit  incomparablement  plus  petit  que  les  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  liquide. 

Si  la  surface  liquide  est  courbe,  la  tension  uniforme  T  qui  y 
régne  donne  lieu,  d'après  un  théorème  de  statique  bien  connu, 
à  une  pression  normale  P  =  ±  T  (^  -*-  ~),  le  signe  -h  se  rappor- 
tant à  une  surface  convexe  et  le  signe  —  à  une  surface  concave. 
G*est  la  formule  de  Thomas  Young;  il  Ta  obtenue  en  supposant 
démontrée  Texistencc  de  la  tension  superficielle. 

Si  Ton  appelle  énergie  potentielle  le  travail  nécessaire  pour 
augmenter  la  couche  superficielle  d*un  carré  construit  sur  Tunité 
de  longueur,  on  conçoit  aussitôt  que  la  surface  limite  d'une 
masse  liquide  aura  une  énergie  potentielle  d'autant  plus  grande 
qu'elle  est  plus  étendue.  D'après  cela,  malgré  l'impossibilité  d'un 
équilibre  absolu  dans  toutes  les  parties,  le  liquide  soumis  à  ses 
seules  forces  moléculaires  pourra  affecter  une  figure  d'équilibre 
dès  que  l'énergie  potentielle  sera  réduite  au  minimum  compatible 
Hvec  les  conditions  de  l'expérience.  C'est  ce  qui  nous  explique  la 
réalisation  des  bulles  de  savon,  par  exemple,  qui,  malgré  le 
renouvellement  des  molécules  des  couches  superficielles,  conser- 
vent sensiblement  la  même  forme  pendant  toute  leur  durée. 
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III.  Sî  nous  examinons  Peffet  des  écarts  moléculaires  dans  le 
sens  normal  h  la  surface,  nous  pourrons  conclure  que,  pour  les 
liquides  peu  visqueux,  les  réactions  dues  à  Télasticité  devront 
repousser  les  molécules  extrêmes  en  dehors  de  la  sphère 
d  aUraction  des  particules  plus  profondes  et  causer  ainsi  le  départ 
continu  d*une  infinité  de  molécules  liquides  :  c*est  le  phénomène 
si  connu  de  Tévaporation.  On  a  constaté  que,  dans  les  conditions 
ordinaires,  la  couche  superficielle  de  Teau  se  renouvelle  entière- 
ment en  4  à  5  secondes,  et  celle  de  Téther  sulfurique  en  Vio  de 
seconde.  Par  suite  du  renouvellement  en  question,  toutes  les 
particules  d*un  liquide  quelconque  doivent  être  soumises  à  des 
mouvements  vibratoires  permanents;  en  outre,  au  travail  dépensé 
pendant  Tévaporation  correspond  une  perte  de  chaleur  que 
l'observation  a  constatée  depuis. 

IV.  Si  la  courbure  de  la  surface  terminale  du  liquide  est  com- 
parable à  celle  de  la  sphère  d*attraction  sensible,  il  y  a  lieu  de  dis- 
tinguer le  cas  des  surfaces  concaves  et  celui  des  surfaces  convexes. 

Si  la  surface  liquide  est  concave  et  à   rayon  de  courbure 

extrêmement  petit  (fig.  2),  le  mode  de  démons- 
tration employé  plus  haut  montre  immédia- 
tement que  la  sphère  d^attraction  ayant  pour 
centre  un  point  de  la  couche  superficielle 
renfermera  plus  de  liquide  que  dans  le  cas 
p.    ^  d'une  surface  plane;  il  s'ensuit  que  le  degré 

de  cohésion  près  de  chacun  de  ces  points 
sera  plus  grand  que  dans  le  cas  d'une  surface  plane;  la  différence 
entre  la  force  élastique  intérieure  et  celles  des  différentes  tranches 
de  la  couche  superficielle  sera  donc  aussi  moindre  que  pour 
une  surface  à  courbure  relativement  faible;  donc  aussi  la  tension 
et  révaporation  développées  seront  moindres.  Ainsi  se  trouve 
expliqué  bien  simplement  le  fait  indiqué  dès  187t  par  lord 
Kelvin,  qu'une  surface  liquide  concave  de  forte  courbure  con- 
dense plus  facilement  la  vapeur  qu'une  surface  plane. 

V.  Sî  la  surface  terminale  est  convexe  et  à  courbure  extrême- 
ment forte  (fig.  3),  la  différence  entre  la  cohésion  intérieure  et 
la  cohésion   de  chaque  tranche  de  la  couche  superficielle  est 


noUblemenl  plue  marquée  que  pour  une  surface  plane;  voilà 
pourquoi  la  tension  doit  éire  plus  forte  également,  et  i'évapora- 
lion  doit  être  extrêmement  rapide.  C'est  ce  qui 
^ — -^         explique  le  changement  constant  dans  la  forme 
JtfB|L       des  nuages,  et  la   disparition  si  prompte  des 
4^^HP^      brouillards  provenant  de  la  condensation  de  la 
vapeur  sortant  des  chaudières  et  se  répandant 
dans  l'atmosphère. 
VI.  Si  le  travail  consistant  à  renouveler  toujours  la  couche 
superficielle  n'est  pas  égal  tout  autour  de  la  masse  liquide, 
celle-ci  devra  se  mouvoir  de  côté  et  d'autre  avec  d'autant  plus  de 
rapidité  qu'elle  est  plus  petite  :  c'est  ce  qu'on  observe  notamment 
dans  les  expériences  sur  l'état  sphéroldal;  cet  état  n'est  nulle- 
ment une  manière  d'être  spéciale  de  la  matière;  il  ne  constitue 
qu'un  eas  particulier,  très  remarquable  à  la  vérité,  des  phéno- 
mènes capillaires. 
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M.  Maurice  Lefcbvre  décrit  ensuite  un  nouce/  appareil  pour 
déterminer  lex  dentitétdes  liquides 
(voir  la  figure  ci-contre).  En  voici 
l'usage  : 

Tous  les  robinets  étant  fermés, 
on  verse  de  l'eau  en  A  jusqu'à  ce 
qu'elle  atteigne  en  B  le  xéro  de 
l'écheilc. 

On  verse  ensuite  le  liquide  i 
étudier  dans  la  branche  B  jusqu'à 
ce  que  son  niveau  dans  ce  tube 
reste  stationnaire  à  la  hauteur  du 
zéro  de  réchellc.  Pendant  cette 
seconde  opération,  le  niveau  de 
l'eau  a  évidemment  baissé  en  B, 
et  une  partie  de  l'eau  s'est  per- 
due par  le  bec  en  déversoir  de 
l'entonnoir  A,  —  ce  bec  étant 
d'ailleurs  situé  juste  à  la  hauteur 
du  téro  de  l'échelle. 


¥ 


Supposons  le  niveau  de  Teau  dans  B  fixé  au  6  de  réchelle, 
et  celui  de  Tautre  liquide  dans  C  fixé  au  4.  (La  graduation  est 
arbitraire,  mais  nous  la  faisons  en  centimètres  et  millimètres.) 

La  surrace  de  Teau  dans  le  tube  fi  supporte  une  pression 
égale  au  poids  d*une  colonne  cylindrique  de  Taulre  liquide 
ayant  pour  base  la  section  du  tube  et  pour  hauteur  4  centimè- 
tres. De  même,  la  surface  du  liquide  étudié  dans  le  tube  C  sup- 
porte une  pression  égale  au  poids  d'une  colonne  deau  de  6  centi- 
mètres de  hauteur.  Ces  pressions  sont  égales,  puisque  les  liquides 
sont  en  équilibre.  Les  poids  des  colonnes  indiquées  sont  donc 
égaux.  Ces  colonnes  cylindriques  ont  même  base  (section  du 
tube);  leurs  volumes  sont  donc  proportionnels  è  leurs  hauteurs. 
Soient  ces  volumes  :  V  pour  la  colonne  d*eau  et  V  pour  Tautre. 

Soient  0°»  densité  de  Peau  et  D'^a  densité  du  liquide  étudié. 

On  a: 

P  P 


D  — 

v' 

D'  =  ~  ; 
V  ' 

D' 

V        6 

D 

^"^^ 

V  ^  V 

Et  comme  D  «=>  1  : 

1)' 

= 

-       1.5. 
4 

Le  robinet  entre  B  et  C  est  utile  quand  il  s*agit  d'un  liquide 
dont  la  densité  est  très  éloignée  de  celle  de  Teau.  Dans  ce  cas, 
après  avoir  introduit  leau  pour  commencer,  comme  il  a  été  dit, 
on  introduit  une  portion  de  Tauire  liquide  en  D  en  maintenant 
le  robinet  ouvert,  et  on  referme  celui-ci  pour  achever  de  rem- 
plir D.  De  cette  façon  on  peut  obtenir  que  Técart  entre  les 
niveaux  en  fi  et  en  C  ne  dépasse  pas  les  limites  do  Téchelle. 

L>ntonnoir  à  robinet  sert  d'ailleurs  à  laver  lappareil. 

Il  va  sans  dire  que  les  deux  robinets  inférieurs  servent  à  vider 
Tappareil,  et  que  celui  entre  C  et  D  sert  particulièrement  è 
recueillir  le  hquide  en  expérimentation  (*). 


C)  Cet  appareil  e^l  construit  sur  les  indications  Ue  M.  Lefebvre  par  la  maiitoa  Orosteo, 
nie  du  Marais,  49,  il  Bruxelles. 
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Le  Secrétaire  donne  ensuite  lecture  d'une  note  du  R.  P.  Leray, 
de  Paris,  sur  quelques  phénomènes  d'induction  électrostatique. 

Le  R.  P.  Thirion,  S.  J.,  décrit  les  curieuses  expériences  qu'il 
a  faites  au  moyen  des  rayons  X,  et  spécialement  celles  qui  se 
rapportent  &  la  recherche  de  diverses  falsiflcations,  par  exemple 
celle  du  safran  frelaté  par  le  sulfate  de  baryum. 

Le  R.  P.  Van  Geersdaele,  S.  J.,  expose  le  procédé  qu'il  a 
suivi  pour  construire  des  écrans  phosphorescents  aux  rayons  X  : 

Obtenir  un  bon  écran  est  chose  difficile.  Voici  la  méthode 
qui  nous  a  le  mieux  réussi. 

La  matière  employée  est  le  fluorure  d'uranyle  ammoniacal 
décrit  par  M.  Van  Meickebcke  {*).  Pour  former  ce  produit,  on 
mélange  1  partie  de  fluorure  d'ammonium  en  solution  saturée 
avec  2  parties  de  nitrate  d'uranyle  également  en  solution  saturée. 
Il  se  dépose  un  précipité  jaune  verdàtre  formé  de  cristaux 
microscopiques.  On  filtre  dans  le  vide;  on  lave  avec  très  peu 
d'eau,  afin  de  débarrasser  le  produit  du  nitrate  d'ammonium  ; 
on  redissout  et  l'on  fait  cristalliser,  ce  qui  peut  se  faire  assez 
rapidement  vu  la  grande  différence  de  solubilité  de  ce  fluorure 
à  chaud  et  à  froid.  On  obtient  ainsi  une  substance  suffisamment 
pure,  qui  possède  une  fluorescence  très  marquée,  un  peu  moins 
vive  pourtant  que  celle  du  plaiinocyanure  de  baryum. 

Il  s'agit  maintenant  de  l'étendre  en  une  couche  uniforme.  Le 
procédé  suivant  est  très  simple  et  permet  d'y  arriver  sans  trop 
de  difficulté.  Nous  broyons  les  cristaux  en  poudre  fine,  et  en 
secouant  un  petit  tamis  nous  distribuons  la  substance  le  plus 
uniformément  possible  sur  un  papier  bristol;  nous  recommen- 
çons deux  ou  trois  fois  s'il  le  faut.  Pour  fixer  la  poussière  fluo- 
rescente, nous  nous  servons  successivement  de  gomme  arabique 
très  diluée  et  de  collodion  à  1  ou  2  7o-  A  cette  fin,  sur  l'écran 
ainsi  préparé,  nous  faisons  tomber  la  partie  la  plus  fine  du  jet 

(*)  Ahnales  de  pharmacie.  lA»uvaiOy  mars  i896. 
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d\in  pulvérisateur  renfermant  la  gomme  arabique;  sans  cette 
précaution,  la  matière  se  ramasse  en  certains  endroits,  en  d*autres 
au  contraire  elle  disparait.  Mais  la  substance  n*adhère  pas 
suffisamment  au  papier  après  ce  traitement;  c*esl  pourquoi  nous 
couvrons  alors  d^ime  couche  très  mince  de  collodion,  en  nous 
servant  encore  du  pulvérisateur,  mais  cette  fois  en  plaçant  le  bec 
du  pulvérisateur  tout  près  du  papier,  de  façon  à  ne  pas  laisser  au 
collodion  le  temps  de  s*évaporer.  Il  faut  remarquer  aussi  qu'on 
doit  conserver  tout  le  temps  la  pression  du  pulvérisateur,  sans 
quoi  le  collodion  en  obstrue  Touverture.  Il  ne  reste  plus  alors 
qtrà  laisser  sécher  Técran.  On  peut  couvrir  la  substance  fluores- 
cente d*un  cadre  de  verre  pour  la  mieux  protéger.  Par  ce  pro- 
cédé, on  prépare  facilement  un  écran  en  deux  ou  trois  heures 
au  plus.  Un  écran  de  3  décimètres  carrés  de  surface  et  de 
0,4  millimètres  d'épaisseur  revient  à  fr.  2.S0  environ.  Un  écran 
de  même  dimension  au  platinocyanure  coiiterait  120  francs. 

M.  L  Henry,  professeur  à  TUniversitc  de  Louvain,  et  M.  Tabbé 
Raclot,  directeur  de  l'Observatoire  de  Langres,  ayant  été  empê- 
chés d'assister  à  la  réunion  de  la  section,  on  renvoie  à  une 
prochaine  session  les  communications  qu'ils  avaient  annoncées, 
le  premier,  sur  Cintensité  du  caractère  fonctionnel  des  compo- 
sants simples  ou  composés  dans  les  séries  homologues;  le  second, 
sur  la  température  du  plateau  de  Langres  et  les  inversions  qui 
s*y  produisent. 

Enlin,  le  R.  P.  Lucas  montre  quelques-unes  des  belles  photo- 
graphies qu'il  a  obtenues  au  moyen  des  rayons  X. 

Troisième  section. 

Mardis  1â  avril  1896.  —  La  section  décide  de  maintenir  au 
concours  la  question  proposée. 

Il  est  donné  lecture  du  rapport  suivant  de  M.  de  la  Vallée 
Poussin  sur  les  mémoires  présentés  par  M.  le  Chan.  de  Dorlodot 
è  la  session  de  janvier  1896  : 
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Rapport  de  M.  de  la  Vallée  Poussin» 

Nommé  commissaire  à  propos  des  deux  communications 
faites  à  la  séance  du  50  janvier  dernier  par  M.  le  Chanoine  de 
Dorlodot,  j*ai  demandé  séance  tenante  l'impression  de  ces  tra- 
vaux géologiques  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique.  Je 
me  suis  appuyé  d*abord  sur  Pimportance  des  éclaircissements 
que  nous  donnait  fauteur  touchant  Torigine  d*un  fait  capital  de 
la  tectonique  de  nos  terrains  primaires.  J*ai  ajouté  que  depuis 
un  certain  temps  déjà  j'étais  mis  au  courant  des  recherches  en 
question,  grâce  à  Tobligeance  de  M.  de  Dorlodot.  A  ma  demande, 
\i\  section  a  voté  Timpression,  réservant  jusqu'à  la  prochaine 
session  sa  décision  quant  au  nombre  et  à  réchelle  des  planches 
qui  doivent  être  annexées  aux  mémoires. 

Après  en  avoir  conféré  avec  M.  de  Dorlodot,  j  ai  Phonneur  de 
proposer  à  mes  confrères  la  publication  de  deux  planches  qui 
seront  des  réductions  des  diagrammes  que  mon  savant  collègue 
a  mis  sous  les  yeux  de  la  section.  La  première  planche  est  une 
coupe  théorique  prise  dans  la  région  de  Charleroi  et  représen- 
tant les  relations  des  terrains  paléozoïques  durant  la  phase  qui 
a  précédé  immédiatement  la  production  des  grands  chemine- 
ments horizontaux.  Dans  cet  essai  de  restitution,  l'auteur  fait 
abstraction  de  deux  éléments  qui  échappent  fatalement  à  Pappré- 
ciation,  à  savoir  :  d  abord  les  résultats  de  la  dénudalion  opérée 
pendant  la  durée  des  phénomènes  de  redressement  et  de  plisse- 
ment; en  second  lieu,  les  proportions  d'allongement  et  de  rétré- 
cissement transversal  déterminés  par  le  fait  du  laminage,  dam 
(les  couches  actuellement  entièrement  disparues»  L'échelle  adop- 
tée serait  le  cent  soixante  millième^  et  les  étages,  l'échelle  lexige, 
seraient  indiqués  par  des  couleurs. 

La  deuxième  coupe,  applicable  à  la  même  région,  dressée  à  la 
même  échelle  et  comportant  les  mêmes  teintes  que  la  première, 
représenterait  l'allure  des  terrains  après  la  formation  des  grandes 
failles.  On  y  tient  compte,  dans  une  certaine  mesure,  des  actions 
déiiudalrices  et  du  laminage  déterminé  par  le  plissement,  parce 
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qui^  Ton  se  rapproche  davantage  de  Téiat  de  choses  acuiel.  Les 
deux  coupes  proposées  comporleronl,  Tune  12  ceniimùlres  de 
liauteur  sur  24  de  largeur;  Tautre,  10  de  hauteur  sur  30  de 
largeur  environ. 

Dans  le  but  de  faciliter  aux  lecteurs  des  Annales  rintelligence 
de  son  œuvre  strntigraphique,  M.  de  Dorlodot  nnet  à  lu  disposi- 
tion de  la  Société  six  cents  exemplaires  de  chacune  des  trois 
planches  (|u*il  a  publiées  dans  les  Annales  de  la  Sociélé  géolo- 
gique de  Belgique.  L'insertion  de  ers  planches  dans  nos  publica- 
tions nVniralnera  donc  aucun  frais  pour  notre  Société.  La 
première  de  ces  planches  indiqyje,  h  rérhelle  du  40  000%  la 
carte  géologique  du  sous-sol  primaire  entre  Lovervul  et  FlorelTe; 
la  deuxième,  Tallure  très  probable  des  failles  en  divers  points 
de  la  même  région,  Téchelle  adoptée  ici  étant  le  20  000*;  la 
troisième  est  une  coupe  verticale  théorique,  au  40000%  des 
terrains  primaires  à  IVst  de  Charleroi.  Elle  répond  à  Tétai  de 
nos  connaissances  :  c'est  ce  tracé  qui  a  servi  de  base  aux  deux 
profils  représentant  les  choses  antérieures,  et  dont  j'ai  Thonneur 
de  proposer  l'impression  à  mes  confrères. 

J'ai  conseillé  à  l'auteur  d'ajouter  à  son  travail  la  reproduction 
de  ces  plis  couchés  et  étirés  dont  les  Alpes  de  Suisse  fournissent 
de  mémorables  exemples.  Cette  reproduction,  qui  serait  faite  en 
noir  et  qui  serait  peu  coûteuse,  aurait  le  grand  avantage  d  ap- 
puyer fortement  l'interprétation  de  M.  de  Dordolot  auprès  de 
ceux  qui  sont  peu  fam  liarisés  avec  la  tectonique  des  Alpes. 
Dans  le  cas  où  l'auteur  agréerait  mon  conseil,  j'appuie  la  publi- 
cation de  ce  troisième  diagramme  auprès  de  mes  honorables 
collègues. 

La  signification  géogénique  des  Ironcs-debout  du  houiller  fait 
Tobjet  d'une  communication  du  U.  P.  G.  Schmitz,  S.  J. 

La  portée  géogénique  des  ironcs-debout. 

On  rencontre  assez  fréquemment,  dans  les  travaux  d'exploi- 
tation du  terrain  houiller  de  Belgique,  des  troncs  d*arbre  pétri- 
XX.  8 
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fiés  occupant  la  station  verticale  par  rapport  au  sens  de  la  stra- 
tification. 

Les  besoins  mêmes  des  travaux  miniers  amènent  le  géologue  à 
faire  pareille  trouvaille  au  voisinage  des  veines  et  tout  parti- 
culièrement au  toit  des  lits  charbonneux.  Les  cylindres  de  pierre 
reproduisent  souvent  à  leur  surface  les  moindres  formes  de 
récorce  du  végétal;  Tévasement  progressif  de  la  base  montre 
nettement  de  quel  côté  se  trouvaient  les  racines. 

Voilà  ce  que  nous  appelons  des  troncs-debout. 

Cette  désignation  fait  donc  abstraction  des  mouvements  sur- 
venus après  le  dépôt  des  sédiments  liouillers.  Il  importe  peu 
que  la  veine  se  présente  en  dressant  (droit)  ou  en  plattcure  (plat), 
pour  rechercher  la  signification  géogénique  des  fossiles  dont  nous 
parlons.  L'important,  c'est  de  voir  si  le  végétal  pétrifié  possède 
des  caractères  qui  imposent  de  conclure  à  sa  situation  m  loco 
natali, 

A  première  vue,  nous  le  voulons  bien,  le  fait  suggère  des 
idées  plutôt  favorables  à  la  formation  sur  place.  Ces  trones- 
debout  sont  souvent  de  belles  dimensions,  ils  occupent  la  station 
verticale  par  rapport  aux  sédiments,  révasemeni  de  leur  base 
indique  à  révidence  le  voisinage  des  racines,  la  proximité  des 
lits  de  houille  semble  les  montrer  comme  des  témoins  irrécu- 
sables de  la  végétation  qui  autrefois  les  entourait  et  qui  8>st 
effondrée  à  leur  pied  pour  donner  le  combustible. 

Voyons  si  ces  conditions  de  gisement  ne  peuvent  se  justifier 
que  par  la  théorie  de  la  formation  sur  place. 

Et  d*abord,  la  station  verticale  implique-t-elle  nécessairement 
que  les  troncs  n'ont  pas  quitté  la  place  où  ils  ont  végété?  Les 
lois  seules  de  la  gravité  peuvent  expliquer  le  fait.  En  efl'et, 
comme  les  végétaux  sont  plus  massifs  à  la  ba.<;e  et  que  le  poids 
peut  encore  être  augmenté  de  ce  côté  par  la  présence  de  racines, 
il  est  naturel  qu'un  courant  d'eau  les  dépose  droits  sur  leur  base 
dès  que  diverses  causes  n'ont  pas  contribué  à  les  mettre  à  plat. 
La  situation  même  du  centre  de  gravité  impose  cette  solution. 
D'autre  part,  si  l'on  compare  le  nombre  des  tiges  à  plat  avec 
celui  des  tiges  verticales,  on  reconnaît  que  ces  dernières  sont  en 
infime  minorité. 


Nous  sommes  porté  à  croire  que  la  plupart  des  troncs-deboui 
sont  des  végétaux  qui,  pour  des  causes  variées,  —  au  nombre 
desc|uelles  nous  plaçons  un  charriage  moins  long,  —  ont  été 
moins  macérés  et  qui  partant  ont  mieux  conservé  leur  structure 
et  leur  forme. 

Il  n*est  pas  superflu  d'ajouter  que  la  t)ase  des  troncs-dcbout 
s'épanouit  assez  souvent  dans  une  couche  plus  ou  moins  épaisse 
et  fort  riche  en  troncs>à-plal.  Pour  nous,  ces  troncs  pourraient 
appartenir  au  même  apport.  Les  uns,  moins  résistants  ou  plus 
attaqués,  sont  arrivés  aplatis  et  horizontaux  ;  la  base  des  autres, 
mieux  conservée,  est  venue  droite  et  s*esl  placée  ainsi  au  milieu 
des  premiers,  étalés  comme  sédiment. 

La  situation  naturelle  dans  laquelle  nous  trouvons  les  troncs- 
debout  peut  donc  fort  bien  avoir  son  explication  dans  Thypo- 
thése  de  la  formation  par  transport. 

Mais  comment  expliquer  que  Ton  rencontre  presque  exclu- 
sivenient  la  base  des  arbres^  base  nettement  accusée  par  la  pré- 
sence de  révasemcnt  radiculaire? 

Sans  admeUre  que  ce  fait  soit  exclusif,  nous  savons  qu'il  est 
ordinaire.  Et  qui  plus  est,  nous  croyons  qu*il  doit  en  être  ainsi, 
tout  juste  dans  rhypothcse  d'un  transport. 

Qu  csl  ce  qui  a  dû  le  mieux  résister  dans  le  charriage  de 
plantes,  surtout  de  plantes  aussi  peu  consistantes  que  l'étaient 
celles  de  l'âge  houillcr?  Etait-ce  la  ramure,  d'ailleurs  peu  impor- 
tante, ou  la  partie  qui  y  confluait?  ou  n'était-ce  pas  précisément 
la  base  même  des  arbres  qui  avaient  atteint  un  plus  grand 
développement? 

Il  serait  même  curieux,  si  la  majorité  des  troncs-dcbout  étaient 
réellement  in  loco  nalati,  que  jamais  on  ne  leur  ait  vu  de  branches 
adhérentes^  et  qu'il  n'y  ait  que  très  rarement  des  racines^  ou 
mieux  des  radicelles,  qui  semblent  partir  des  troncs,  même  les 
plus  gros. 

Il  ne  faut  donc  pas  nécessairement  en  venir  à  la  formation  sur 
place  pour  justifler  la  prédominance  des  parties  basilaires  parmi 
les  troncs-dcbout.  Le  faudra- t-il  pour  une  autre  condition  de 
gisement,  nous  voulons  dire  la  proximité  des  troncs-debout  par 
rapport  aux  lits  charbonneux? 
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Disons  d*abord  que  la  régularité  de  ce  phénomène  pourrait 
bien  n'être  qu'apparente.  Autre  part,  nous  avons  dit  déjà  en  vertu 
de  quelles  considérations  nous  croyons  que  les  ironcs-drbout  ne 
sont  guère  moins  fréquents  au-dessous  (mur)  drs  veines  qu'ils  ne 
le  sont  au-dessus  (toit).  Nous  avons  constaté  la  présence  de 
troncs-dcbout  au  milieu  des  roches  stériles,  et  nous  pensons  que 
si  les  exigences  des  travaux  conduisaient  à  faire  souvent  des 
voios-de-niveau  dans  ces  sédiments,  on  v  constaterait  tout  aussi 
bien  les  phénomènes  que  nous  observons  actucllemcnl  à  l'ap- 
proche des  lits  de  houille. 

Chose  remarquable  :  parmi  tous  ces  troncs,  auxquels  on  en 
appelle  pour  établir  la  formation  sur  place,  aucun,  h  notre  con- 
naissance, ne  prouve  ce  qu'il  serait  cependant  le  plus  important 
de  prouver  :  la  formation  sur  place  de  la  veine  elle-même,  du  lit 
churboimeux. 

Tous  ces  troncs,  ceux  du  mur  aussi  bien  que  ceux  du  toit,  sont 
arasés  nettement  à  l'approche  des  veines.  Jamais  la  souche  du 
mur  n'accuse  une  prolongation  jusqu'au  toit  et  jamais  la 
souche  du  toit  n'accuse  une  prolongation  jusqu'au  mur. 

Bien  plus,  nous  pouvons  dire  que  la  quasi  totalité  des  veines 
est  séparée  du  toit  et  surtout  du  mur  rocheux  par  une  couche 
d'un  schiste  fort  iin,  variable  en  dimensions,  passant  graduelle- 
ment au  charbon  et  contenant  surtout  des  fossiles  frustes 
accusant  plutôt  un  transport.  C'est  le  faux-mur  ou  le  faux-toit 
du  mineur. 

Or,  la  continuité  et  la  régularité  de  cette  formation  établit  un 
départ  tel  entre  les  sédiments  rocheux  et  le  sédiment  végétal, 
qu'il  serait  bien  diflicile  de  croire  à  la  pénétration  d'une  plante, 
voire  même  d'un  arbre,  jusque  dans  la  veine. 

Qii'avons-nous  voulu  montrer?  Que  tous  les  troncs-debout 
doivent  être  attribués  à  la  formation  par  transport?  Nullement. 
Et  nous  tenons  à  insister  sur  ce  point. 

Étant  donné  que  nous  recourrons  pour  la  géogénie  de  l'hori- 
zon houiller  aux  deux  théories,  nous  croyons  qu'il  y  a  des  troncs- 
debout  qui  sont  in  loco  natali  et  d'autres  qui  sont  venus  dans 
leur  gisement  actuel  grâce  h  un  transport. 
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Ce  que  nous  ne  croyons  pas  et  ce  que  nous  avons  voulu 
attaquer  (fans  la  présente  communication,  c*est  Topinion  de  ceux 
qui  attribuent  les  troncs-debout  exclusivement  à  Tun  ou  Tautre 
mode  de  formnlion. 

Il  sVnsuit  que,  sans  un  examen  minutieux,  la  seule  présence 
de  troncs-debout  ne  peut  appuyer,  à  notre  avis,  ni  la  formation 
sur  place,  ni  la  formation  par  transport. 

Le  R.  P.  Bolsius,  S.  J  ,  entretient  la  section  de  la  manière  dont 
il  prépare  à  la  main  des  diapositives  «  holograplies  »  pour 
projections  à  faire  en  classe  ou  dans  des  conférences,  et  en 
montre  quel(|ues  spécimens. 

Le  même  P.  Bolsius  dépose  un  mémoire  :  Sur  le  canal  néphri- 
dîen  dans  les  Giossiplionidcs  et  «  Ventonnoir  »  néphridien  dans 
les  llerpobdcllides,  qui  sera  soumis  à  Texamen  de  deux  com- 
missaires, le  R.  P.  Ilabn,  S.  J.,  et  M.  le  D'  H.  Matagne.  En 
voici  le  résumé  : 

La  continuité  des  organes  ciliés  (l'entonnoir  des  auteurs)  avec 
les  népliridies  cbrz  les  Ilirudinées  étant  encore  un  point  en 
lit'gfs  Tauieur  a  voulu  prouver  par  des  figures  de  sections  sériées 
com|ilùtes  que  dans  beaucoup  d'endroits  cette  continuité  est 
MATÉRIELLEMENT  i^yi'OssiBLE,  VU  quc  CCS  dcux  formations,  «  enton- 
noir •  vi  néphridies,  sont  très  éloignées  Tune  de  Tautre  dans 
des  sections  d'Ilirudinées  fixées  et  enrobées  en  entier^  dans 
lesquelles  par  conséquent  les  positions  réciproques  des  parties 
n'ont  pas  été  dérangées.  Il  a  représenté  trois  séries  de  sections 
d'une  Herpobdellide,  épuisant  ebaque  fois  toute  la  formation 
CILIÉE,  qui  dans  ces  préparations  n'approebe  pas  du  tout  des 
ironçuiis  de  népbridies  contenus  dans  les  mêmes  préparations  ; 
cette  formation  ne  peut  donc  pas  être  en  relation  et  en  continuité 
PAR  CANAt'x  OUVERTS  avcc  la  néplindic.  Si  parfois  un  endroit 
semble  être  favorable  aux  idées  de  nos  antagonistes,  c'est  qu'ils 
ont  pris  une  image  illusoire  pour  une  réalité  objective.  En 
examinant  les  sections  précédentes  et  suivantes,  l'illusion  devient 
souvent  manifeste,  comme  un  exemple  le  prouve  clairement. 

Ln  autre  détail  pareillement  combattu  dans  les  népbridies  des 
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Glossiphonides  (Clepsinides),  c'est  la  liaison  des  cellules  consé- 
cutives par  plus  d'une  commissure  (typiquement  par  trois).  AQn 
de  parer  robjection,  répétée  continuellement  par  scsadversaires, 
que  Tauteur  ne  travaille  que  sur  des  sections,  en  négligeant  les 
dissociations  si  démonstratives  pour  ce  point,  les  figures  celte 
fois  ne  sont  faites  que  d'après  des  préparations  dissociées  suivani 
les  méthodes  indiquées  par  ces  adversaires  eux-mêmes,  et  avec 
des  précautions  spéciales.  Ces  préparations  confirment  d'une 
manière  éclatante  tout  ce  que  l'auteur  avait  avancé  précédem- 
ment sur  l'existence  de  ces  commissures  mulli/tles^  en  se  basant 
pour  lors  sur  des  séries  de  sections  et  sur  des  dissociations^ 
ainsi  que  le  dit  formellement  le  texte  de  plusieurs  mémoires, 
quoique  toutes  les  figures  fussent  en  réalité  empruntées  à  des 
coupes  microtomiques. 

A  la  fin  de  la  séance,  M.  L.  De  Lantsheere  présente  quelques 
considérations  sur  l'usage  juif  de  déchausser  celui  qui  renon- 
çait à  un  droit,  et  compare  cet  usage  a\ec  les  formules  juri- 
diques des  contrais  babyloniens. 

Mercredi  15  avril  1896.  —  M.  Fcrn.  Meunier  présente  à  la 
section  trois  traxaux  :  l""  Chasses  diplérohfjiques  aux  environs 
de  Bruxelles^  l  :  Anlhomyinae^  Schoenomiiinae^  Muscinae;  — 
2*  Sur  de  prétendues  empreintes  d'Arachnides  du  corallien  de  la 
Bavière;  —  3"  Quelques  réflexions  au  sujet  du  nouveau  système 
de  classification  des  insectes  «  muscides  »  de  Al.  Girschner.  —  La 
section  renvoie  ces  travaux  à  lexamen  des  RR.  PP.  Bolsius  et 
Dierckx  et  de  M.  l'abbé  Alph.  Meunier. 

Le  même  membre  montre  à  la  section  une  partie  de  la  col- 
lection d'insectes  fosi^iles  du  Musée  Teyier  à  Ilaarlem.  Quelques 
types  sont  d'une  netteté  remarquable. 

M.  le  M'*de  Trazegnies  a  vu  fonctionner  à  Paris  une  «  couveuse 
d'enfants  •  perfectionnée.  Le  chauiïage  se  fait  par  l'alcool  ou  le 
pétrole.  L'aérage  et  la  température  se  règlent  avec  la  plus  grande 
facilité  vt  sans  aucun  inconvénient.  Les  résultats  obtenus  au  moyen 
de  cet  instrument  sont  vraiment  étonnants. 
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M.  Kiirih  expose  ses  vues  sur  Téiai  actuel  et  Tavenir  des 
études  loponymiques. 

Jeudi  16  avril  1896.  —  La  section  procède  au  renouvellement 
de  son  Bureau.  Sont  nommés  pour  Tannée  18961897  : 

Président  :  M.  le  Chan.  de  Dorlodot. 

/•'  Vice- Président  :  R.  P.  Bolsius,  S.  J. 
â"  •  M.  A.  DB  Lapparent. 

Secrétaire  :  M.  le  Capil.  Van  Ortroy. 

Le  R.  P.  Van  den  Ghoyn,  S.  J.,  expose  Ictat  actuel  de  la 
question  si  controversée  du  site  d^Ophir,  In  contrée  mystérieuse 
(1*011  les  flottes  de  Salomon  rapportaient  Tor,  Tivoire,  les  singes, 
les  paons  et  le  l>ois  de  sanial. 

JusquVu  ces  derniers  temps,  la  solution  généralement  admise 
était  celle  qui  place  Opliir  dans  Tlnde.  Cotte  opinion  s'appuyait 
surtout  sur  un  argument  philologique  qu'on  croyait  indiscu- 
liible  :  les  noms  par  lesquels  la  Bible  désigne  les  singes,  Tivoire, 
les  paons  et  le  bois  de  santal  sont  étrangers  aux  langues  sémi- 
li<|ues  et  ne  trouvent  dVxplication  satisfaisante  que  dans  les 
idiomes  hindous,  le  sanscrit  et  le  tamoid. 

Les  progrés  de  la  philologie  égyptienne  ont  ébranlé  Targu- 
incnl  principal  de  la  thèse  qui  retrouve  Ophir  dans  Tlnde.  En 
eiïet,  le  nom  hébreu  qôf  du  singe  a  pu  dériver  également  de 
Tégyptien  kaf;  de  même  pour  le  mol  habbim^  qui  désigne 
Tivoire,  il  semble  plus  naturel  de  songer  à  IVgypiien  â6,  âbu^ 
qu*au  sanscrit  ibha.  De  plus,  c'est  en  Egypte  seulement  que  le 
nom  de  Tixoire  parait  indigène,  là  aussi  qu'il  apparaît  comme 
primitif.  Dès  la  plus  haute  anti(|uilé,  TËigypte  fait  le  commerce 
de  l'ivoire;  il  y  arrivait  des  régions  du  Haut-Nil,  et  la  ville 
d'Eléphantine,  en  hiéroglyphique  Abu,  semble  indiquer  soit  la 
limite  du  pays  des  éléphants,  soit  le  grand  marché  d'ivoire  de 
rÉgyptc.  Il  s'en  faut  donc  que,  dans  l'antiquité,  Téléphant 
asiatique  ait  fourni  le  monopole  du  trafic  de  l'ivoire.  Les  tradi- 
tions égyptiennes,  dès  les  temps  les  plus  reculés,  attestent  que 
le  premier  ivoire  qui  fut  répandu  par  le  monde  provient  de 
l'élépbant  d'Afrique,  des  pays  de  Koush  et  de  Pount. 
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Quant  aux  termes  iukkiyim  et  almugim,  que  Ton  croit  désigner 
les  paons  et  le  bois  de  sanlal,  il  n*esl  pas  certain,  pour  ee  qui 
concerne  le  premier  mot,  qu*il  faille  y  voir  un  d>Tivé  du  tamoul 
çlkhi.  Plus  risqué  encore  semble  être  le  rapprochement  (Talmu- 
giin^  algumim  avec  le  sanscrit  valgu. 

Le  R.  P.  Van  den  Gheyn  examine  ensuite  In  théorie  à  Inquelle 
les  découvertes  récentes  en  Afrique  australe  ont  donné  un 
regain  de  vogue,  et  qui  place  Ophir  dans  le  Mashonnland.  Il 
discute  les  principaux  arguments  que  Ton  fait  \aloir,  et  montre 
qu*aucun  d'eux  ne  doit  emporter  la  conviction.  Sa  eonclusion  est 
que  Ton  ne  peut  arriver  à  aticun  résultat  certain  pour  fixer  le 
site  d*Ophir,  les  données  bibliques  étant  trop  vagues  à  cet  égard. 

La  session  se  termine  par  la  lecture  d*une  communication  que 
M.  J.-H.  Fabre  a  envo}ée  de  Sérignan  sur  la  Nidification  du 
Scarabée  sacré.  Celle  note  sera  publiée  prochainement  dans  la 
Revue  des  questiOiNs  scientifiques;  nous  nous  contenterons  d*eii 
donner  ici  un  court  résumé. 

Le  Scarabée  sacré,  célèbre  par  les  honneurs  que  lui  accordait 
Taniique  Fgypte  et  par  son  industrie  de  routeur  de  pilules,  n*est 
pas  encore  mieux  connu  d.-ms  ses  mœurs  qifil  ne  Tétait  du  temps 
des  Pharaons.  Le  volumineux  amas  globulaire,  qu1l  roule  à 
reculons  à  travers  champs,  ne  contient  jamais  d*œuf  ainsi  que 
Tadmetiait  la  croyance  générale. 

Ce  nVst  pas  un  berceau,  mais  un  butin,  que  Tinsecte  va 
consommer  au  loin  dans  la  paix  d'une  retraite  temporaire.  Sa 
forme  sphérique  u  est  pas  le  résultat  mécanique  du  roulement 
sur  le  sol.  Au  chantier  même  d'extraciion,  avant  tout  dépla- 
cement de  la  pièce,  le  Scarabée  pétrit  la  matière  et  la  façonne 
exactement  en  globe,  qui  se  prêtera  au  charroi  mieux  que  toute 
autre  forme.  La  configuration  sphérique  précède  le  roulement  au 
lieu  d  en  être  la  conséquence. 

Vers  la  fin  du  printemps,  quand  vient  Theure  d'établir  sa 
famille,  Tinsecte  creuse  un  terrier  de  peu  de  profondeur,  une 
paire  de  décimètres  au  plus.  C'est  une  vaste  crypte,  un  véritable 
atelier  de  modelage  où  la  mère  aura  ses  mouvements  libres 
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«ulour  de  la  pièce  élaborée.  Là  sont  introduits  les  matériaux, 
tantôt  sous  forme  de  pilule,  véhiculée  de  plus  ou  moins  loin, 
tantôt  par  brassées,  par  blo<*s  informes  cueillis  à  proximité. 

Rielie  d*un  amas  suffisant,  Pinsecie  Tinspecte,  Témietie, 
réplucbe  pour  en  éliminer  tout  corps  dur  ou  tout  intrus  qui 
pourrait  prélever  sa  part  des  victuailles.  Le  monceau  épars  est 
alors  de  nouveau  pétri  en  sphère  parfaite  par  la  pression  des 
pattes  qui,  patiemment,  polissent,  retouchent,  perfectionnent.  A 
peu  près  ainsi  se  travaille,  sous  le  pouce  du  modeleur,  le  bloc 
d^argile  immobile. 

En  un  point  du  globe  obtenu,  un  godet  est  excavé,  toujours 
par  pression;  et  dans  ce  godet  un  œuf  est  pondu.  Puis  les  bords 
de  la  cavité  sont  étirés  et  rapprochés  en  un  mamelon  ellipsoïde, 
en  un  col  qu'achève  de  clore  au  sommet  un  petit  tampon  feutré, 
perméable  à  Tair. 

Ainsi  s'obtient  la  chambre  d^éclosion^  où  la  prospérité  du 
germe  exige  Taccès  facile  de  Tair  ainsi  que  des  tièdes  eflluves  Avi 
sol.  Le  pore  supérieur,  à  bouchon  perméuble,  laisse  pénétrer  fuir  ; 
la  mince  paroi  de  la  loge  laisse  arriver  la  chaleur  solaire,  la 
grande  couveuse,  que  modère  le  plafond  du  terrier. 

L'ouvrage  final  a  donc  la  forme  d'une  poire,  non  grossière  et 
par  à  peu  prè.s  mais  d'une  exquise  perfection.  Le  col  est  creux 
et  contient  Tœuf  ;  la  partie  renflée  en  globe  est  Tamas  alimen- 
taire que  la  larve  consommera  en  s'y  creusant  une  loge.  Un 
moment  viendra  où  la  pnnse  de  la  poire  sera  vide;  il  n'en  restera 
que  l'écorce,  formant  solide  eofl^rel  pour  la  métamorphose. 

Abstraction  faite  du  col  de  la  poire,  favorable  à  la  respiration 
et  à  Tineubaiion  de  Tœuf,  à  quoi  bon  la  forme  sphérique  de 
Tamas  de  vivres,  configuration  presque  mathématique  à  laquelle 
l'insecte  doime  des  soins  méticuleux? 

Le  plus  grave  péril  de  la  larve  est  la  dessiccation  prématurée 
des  vivres.  Elle  consomme  sa  miche  pendant  les  chaleurs  cani- 
culaires, alors  que  la  lerie  se  cuit  comme  brique  à  une  pro- 
fondeur bien  plus  grande  que  celle  du  terrier.  Si  les  provisions 
durcissent  avant  l'heure,  le  ver  périt,  rebuté  par  un  pain  trop 
rassis. 


La  mère  conjure  ce  danger.  Elle  sait,  avant  notre  physique, 
que  révaporalion  est  proportionnelle  à  la  surface  évaporante; 
elle  sait,  avant  noire  géométrie,  que  de  toutes  les  formes  la 
sphère  est  colle  qui  enclôt  le  plus  de  matitVc  sous  la  moindre 
enveloppe.  Elle  pétrit  donc  le  pain  de  ses  fils  en  boule  qui, 
diminuant  Tévaporation  par  sa  moindre  surface,  contient  néan- 
moins, avec  sa  plus  grande  capacité,  la  ration  nécessaire  à  la 
prospérité  du  ver. 

A  part  quelques  détails  relatifs  à  la  chambre  dVclosion,  la 
même  configuration  ronde  des  vivres  destinés  à  la  larve  se 
retrouve  dans  Tindustrie  d*une  foule  d*auires  bousiers  de  toute 
région,  bien  divers  de  structure  et  de  taille,  comme  en  font  foi  les 
cinq  espèces  que  fauteur  a  pu  étudier  :  le  Scarabée  sacré, 
le  Scarabée  à  large  cou,  le  Copris  espagnol  du  midi  de  la 
France;  le  Phanée  splendide  et  le  Mégathopc  intermédiaire  des 
pampas  de  TAmérique  du  Sud. 

La  boite  à  conserves  de  moindre  surface  et  de  plus  grand 
volume  est  donc  superbe  inspiration  instinctive  non  déterminée 
par  Toutillage  dont  Tinsecte  dispose. 


Quatrième  section. 


Séance  du  16  avril  1896.  —  Le  Secrétaire  lit,  au  nom  de 
MM.  De  Buck  et  De  Moor,  un  travail  inscrit  à  Tordre  du  jour 
et  ayant  pour  titre  :  Troubles  iropinques  graves  du  membre  infé- 
rieur consécutifs  à  un  traumatisme. 

Un  homme  âgé  d*cnviron  40  ans  reçoit  un  coup  de  pied 
à  la  région  postérieure  de  la  cuisse  droite.  Il  en  éprouve 
immédiatement  tme  vive  douleur.  Un  gonflement  considérable 
se  déclare  rapidement,  mais  lui  permet  cependant  de  continuer 
son  travail  pendant  neuf  mois.  Alors  il  est  forcé  de  se  rendre 
à  riiôpiial  où  la  déformation  du  genou,  en  fuseau,  fait  croire  è 
lexistence  d*un  néoplasme  malin.  Ce  genou  est  d^aillcurs  le 
siège  d'une  mobilité  anormale  qui  permet  de  mettre  la  jambe  i 
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UD  tel  degré  d*exiensîon  qu*elle  forme  avec  la  cuisse  un  angle 
obtus  ouvert  en  avant  (genu  recurvaium). 

De  nombreux  ganglions  existent  dans  les  aines,  surtout  du 
côié  malade.  Mais  toute  douleur  a  disparu.  L*impotence  fonction- 
nelle seule  décide  le  blessé  à  recourir  à  rinicrvention  du  chi- 
rurgien. La  désarticulation  de  la  cuisse  est  décidée,  et  au  cours 
de  son  exécution  on  constate  une  fracture  intra-capsulaire  è 
bouts  libres  sans  tendance  à  la  régénération;  le  périoste  s'arrê- 
tait d'ailleurs  à  une  certaine  distance  des  surfaces  libres.  L'arti- 
culation du  genou  était  très  altérée,  mais  ne  présentait  aucune 
trace  de  tumeur. 

Les  suites  de  l'opération  furent  d'ailleurs  excellentes.  L'exa- 
men microscopique  révéla  une  altération  profonde  des  Gbres 
musculaires,  du  cartilage  articulaire,  du  tissu  osseux  ;  mais  la 
moelle  osseuse  ne  parut  point  altérée.  Malheureusement  le  nerf 
sciaiique,  dont  la  lésion  n'était  pas  soupçonnée  au  moment  de 
l'opération,  ne  fut  pas  soumis  à  l'examen  microscopique.  Mais 
les  symptômes  observés  au  point  de  vue  trophique,  semblables 
à  ceux  qtie  Ton  rencontre  dans  le  tabès  et  la  syringomyélie,  per- 
mettent de  croire  très  rationnellement  à  la  lésion  des  fibres  ner- 
veuses propagée  jusqu'aux  centres  nerveux  eux-mêmes.  Car  ils 
sont  inexplicables  par  l'existence  d'une  lésion  simplement  péri- 
phérique. 

Le  travail  de  MM.  De  Buck  et  De  Moor,  dont  nous  donnons 
ici  un  résumé  pâle  et  incomplet,  paraîtra  en  entier  dans  les 
Annales  de  la  Société  scientifique^  II*  partie. 

M.  le  D'  Faidhcrbe,  de  lloubaix,  développe  ce  sujet  :  A  pro^ 
pos  de  la  fièvre  ganglionnaire  :  Est-elle  une  entité  morbide?  Il 
range  ses  observations,  base  de  sa  conclusion,  en  trois  séries, 
d'après  leur  ordre  de  constatation.  Il  rapporte  ainsi  l'histoire 
détaillée  de  quinze  malades  et  conclut  en  admettant  que  la  fièvre 
ganglionnaire  n'est  pas  une  entité  morbide,  mais  la  manifesui- 
tion  lymphatique  d'une  infection  microbienne  due  au  strepto- 
coque et  d'origine  diverse,  et  en  tout  cas  non  absolument  déter- 
minée. Si  certains  auteurs  la  rattachent  à  la  scarlatine,  d'autres 
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la  rapportent  à  riiifluenza,  d'autres  enfin  à  des  toxines  qui  ont 
pris  naissance  dans  certaines  fermentations  intestinales. 

A  M.  Faidlierbe  succède  M.  Goris,  qui  nous  relate  deux  cas 
de  tliyroïdectomie  pratiqués  Tun  chez  un  jeune  homme  de 
23  ans,  Tuutrc  chez  une  jrune  Glle  de  27  ans.  Il  expose  en 
détail  la  technique  opératoire  et  recommande  spécialement  de 
commencer  I  cnucléation  par  en  bas  et  de  respecter  les  veines 
mcdiiuies  à  cause  de  leur  embouchure  directe  dans  le  tronc  tra- 
chéo-céplialiquey  et  de  la  possibilité  de  IVntrée  de  Tair  dans 
cotte  grosse  veine.  Le  goitre  de  la  jeune  fille  avait  une  étiologie 
nette,  traumati(|ue.  Il  se  montra  immétiiatement  après  une 
chute  sur  le  dos>ier  d'une  chaise  et  qui  porta  directement  sur  le 
cou.  Ce  goitre  s*enronçnii  dans  le  médiastin  et  y  pénétrait  sur 
une  longueur  égale  h  la  largeur  de  trois  travers  de  doij^t. 

Les  deux  opérations  furent  suivies  d*un  excellent  résultat. 

En  terminant,  AL  Goris  recommande  d'opérer  de  bonne 
heure,  car  souvent  le  goitreux  présente  des  complications  car- 
diaques auxquelles  il  succombe. 

M.  le  D'  De  Lantsheere  présente  un  jeune  garçon  atteint 
d'iriiis  tuberculeuse.  Une  petite  grappe  de  noilules  tuberculeux 
se  voit  manifestement  dans  la  chambre  antérieure.  Y  a-t-il  lieu 
d'intervenir  par  une  opération?  L*an  dernier,  M.  De  Lantsheere 
a  vu  un  cas  de  cette  nature  s'améliorer.  C'est  ce  qui  Tengage  è 
se  tenir  dans  Texpectative,  d'autant  plus  que  son  petit  malade 
est  atteint  d*une  lésion  suspecte  du  sommet  des  poumons,  lésion 
qui  s'aggraverait  probablement  à  la  suite  de  Ténucléation  de 
l'œil. 

M.  le  D' Iluyberechts  rapporte  de  nombreux  cas  intéressants 
qu'il  a  rencontrés  dans  sa  pratique  tant  médicale  que  chirurgi- 
cale. Et  d*abord  huit  cas  d'angine  couenneuse  présentant  lés  uns 
le  bacille  de  Lôfller  seul,  les  autres,  le  bacille  assoeié  au  strepto- 
coque. Les  injections  de  sérum  lui  ont  paru  agir  avec  beaucoup 
d'efljcacité  dans  les  cas  de  la  première  catégorie.  Puis  un  cas 


—  195   — 

d'érysipèlc  avantageiisemeni  traité  par  le  sérum  de  Mnrmorek 
et  dont  la  marche  fut  beaucoup  plus  rapide  que  celle  d*un  autre 
cas  d  crysipèle  traité  sans  injection  de  sérum. 

Il  relaie  enstiiie  Tliisloire  d'une  malade  qui  présentait  un 
exsudât  dans  le  cul-de-sac  rélro-utérin.  Notre  collègue  la  traita 
d*abord  par  le  repos  et  les  injections  chaudes  reciales  et  vagi- 
nales. 

Cependant  un  spécialiste  conseilla  Topération  immédiate  de 
rh}slércctoniie.  M.  Iliiybcrechts,  sollicité  vivement  de  pratiquer 
cette  opération,  voulut  temporiser.  Les  régies  survinrent,  et  après 
leur  cessation  toute  trace  d*exsudat  di>parut.  Aussi  notre  con- 
frèie  recommande-t  il  de  ne  pas  se  presser  de  pratiquer  Thjsié- 
rcctomic  ménic  quand  Tindicalion  en  semble  ratioiinelle. 

Il  mentionne  encore  une  ovariotomie  pratiquée  dans  un  cas 
de  kjste  simple,  mais  dans  laquelle  la  malade  succomba  h 
l'hémophilie. 

Ëniin,  il  montre  un  volumineux  séquestre  du  fémur  qu'il 
enleva  avec  succès. 

L'ordre  du  jour  appelle  le  renouvellement  du  Bureau.  Sont 
élus  : 

Prêsfffmt  :  M.  le  D'  Borginon. 

Vice-Présidents  :  MM»  les  professeurs  Dedaisieux,  de  Louvain, 

et  IIeysians,  de  Gand. 
Secrétaire  :  M.  le  D'  Ach.  Dumont. 


ClnqnJëme  aectlon. 

Jeudi,  16  avril  1^96.  —  La  cinquième  section  sVsl  réimie  à 
9  Vj  I^-  ^^^"^  '•'  préîiidenee  de  M.  le  comte  van  der  Straten- 
Ponthoz.  A  Tordre  du  jour  iigurail  une  causerie  de  M.  Léon 
l'Sersiiviiis  sur  l'assurance  ouvrière  agricole.  M.  t'Serslevens 
examine  (Pabnrd  la  situation  actuelle  de  Tassiirancc  ouvrière 
agricole  en  Belgique.  Les  compagnies  qui  pratiquent  cette  assu- 


rance  ont  des  conditions  beaucoup  trop  onéreuses.  Dans  des  cas 
fort  nombreux,  la  police  permet  d*éluder  toute  responsabilité. 
Des  fédérations  d*agriculteurs  pourraient  présenter  des  condi- 
tions beaucoup  meilleures.  Il  faudrait  des  groupements  d*an 
moins  1000  hectares. 

Cette  intéressante  conférence  a  été  suivie  d*une  longue  discus- 
sion, à  laquelle  ont  pris  part  MM.  Lagasse,  van  der  Straten  et 
Alb.Joly. 

La  section  maintient  le  Bureau  sortant,  sauf  que  M.  Alb.  Joly 
est  nommé  secrétaire  en  remplacement  de  M.  Arm.  Julin,  qui  a 
demandé  d*étre  déchargé  de  ces  fonctions. 
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ASSEMBLÉES  GÉNÉRALES. 


ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE    DU    MABDI    14    AVRIL    1896. 


La  séance  est  présidée  par  M.  le  chanoine  Uelvigmb,  délégué 
de  la  Société  bibliographique  de  Paris. 

U.  P.  Mansion,  secrétaire  général  de  la  Société,  donne  lecture 
du  rapport  sur  les  travaux  de  la  Société  dont  voici  le  résumé. 

Publications.  —  I.  Pendant  Tannée  1895-1896,  la  Société  a 
publié  les  volumes  XVIII  et  XIX  de  ses  Annales.  Voici  com- 
ment se  répartissent  entre  les  cinq  sections  les  matières  con- 
tenues dans  ces  deux  volumes  : 

XVIII  XIX  TOTAL. 

1893-1894       1894-1898 

Pigci.  Ptfca.  Pages. 

1.  Sciences  mathématiques .     .     :218  60         278 


IL      — 

physiques     .     .     . 

5â 

92 

144 

III.      — 

naturelles      .     .    . 

106 

162 

268 

IV.       — 

médicales.    .     .    • 

29 

27 

56 

V.      — 

sociales  et  agricoles 

n 

6 

17 

Divers  (séances  générales) .     .     . 

54 

26 

80 

470         373         843 

Dans  le  volume  de  1894,  les  mathématiques  occupent  une 
place  exagérée,  par  suite  d'une  circonstance  fortuite.  Les  Annales 
de  cette  année  contiennent  deux  mémoires  posthumes  du  regretté 
Gilbert  dont  il  était  impossible  de  retarder  davantage  la  publica- 
tion et  qui  n'occupent  pas  moins  de  104  pages.  Si  Ton  fait  abstrac- 
tion de  ces  deux  mémoires,  on  peut  dire  que  la  marche  des 
trois  premières  sections  a  été  normale.  La  quatrième  semble 
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avoir  un  peu  flccfii  cl  la  cinquième  n  esi  pas  encore  arrivée  k 
retrouver  sa  prosprrilé  des  premières  années  de  la  ^ociélé. 

II.  Depuis  avril  1895,  ont  paru  quatre  livraisons  de  la  Revue 
des  questions  scientifiques,  dont  nous  donnons  le  sommaire.  Les 
sciences  médicales  n'y  sont  pas  représentées  autant  (|ue  les 
années  prccé*icnies.  En  revanche,  on  y  trouve  plusieurs  articles 
sur  les  contins  de  la  physiologie  et  de  la  psychologie  qui  peuvent 
intéresser  un  grand  nonihre  de  lecteurs. 

J.  TlkirioUy  S.  J.,  L'Annuaire  du  Bureau  des  longitudes.  — 
P.  Mausion,  Les  Uccherehes  de  M.  De  Tilly  en  Méiagéoniétrie. 
—  F.  Goossens,  S.  J.,  L'Argon.  —  J.  Thiiion^  S.  J.,  La  Pluie 
en  Brigique.  —  Fr.  De  JJert,  S.  J.,  Ohservaiions  météorologiques 
au   Congo.  —   G.    Van    der  Alensbrugghe,    Quelques  exploits 
d'une   particule   d'air.  —  E.  Ferron^  Sur   quelques  quebtions 
d'une  grande   importance   pratique.   —   i4.  de  Lapparenl,  La 
Géomorphogénie.  —  F.  Van  Ortroy,  Le  Katanga  :  orographie, 
hydrographie,  climat.  —  A,  de  Lapparcnt,  Essai  de  géomor- 
phogénie descriptive.  —  V.  d.  B.,  L'Exposition  collective  de  l'en- 
seignement agricole  h  l'exposition  d'Anvers.  —  A.  Dewèvre,  Le 
Caoutchouc.  —  Les  Caoutchoucs  africains.  —  Les  Caoutchoucs  de 
l'État  Indépendant  du  Congo.  —  J.  Van  Geersdaolc,  S.  J.,  Le 
Froid,  son  influence  sur  les  phénomènes  physiques,  chimiques 
cl  phyî!iiologi(|ucs.  —  M.  Lcfebcre,  Morsures  et  pi(|iires  veni- 
meuses. —  3i"  de  Nadaittac,  Les  Mound-huilders,  une  mono- 
graphie. —  Mgr  C.  de  Harlez^  Les  Popidaiions  du  sud  de  la 
Chine.  —  Fr.  Dierckx,  S.  J.,  Les  Ignorances  de  nos  savants.  — 
C.  //flAn,  S.  J.,  Huxley.  —  G.  JUnhn,  Les  Théories  psyeh  ques 
de  M.  Soury.  —  D""  Surbled,  L'Origine  des  révcs. —  Ch.  Logasse* 
de  Loclit  et  A.  Jutin,  De  la  méthode  scientifique  en  économie 
poh'tique.  —   D^  Surbled,  L'Intelligence  el  les  lobes  frontaux  du 
cerveau.  —  A,  Proost,  L'Éducation  de  la  fenmie  selon  la  science. 
—  F.  Van  Trichl^  S.  J.,  L'Exposition  uin\erselle  d'Anvers.  — 
Divers;  Analyse  des  travaux  du  troisième  congres  scieniilique 
international  des  catholiques.  —  Comptes  rendus  de  quarante- 
deux  ouvrages,  et  Revue  des  recueils  périodiques  relatifs  à  l'aslro- 
nomie,  la  physique,  la  chimie,  la  géologie,  la  géographie,  la 
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botanique,  la  xoologie,  la  physiologie,  Tanlbropologie,  Tagri- 
culture,  la  sylviculture,  Thygiène,  les  sciences  industrielles  et  les 
sciences  sociales. 

Sessions.  —  Comme  (l*ordinaire,  les  sessions  d*avril  1895  et  de 
janvier  1896  se  sont  tenues  à  Bruxelles;  mais  la  Société  scicn- 
tiûque  s*est  transportée  à  Tournai  pour  sa  session  d*octobre  1895. 
L*assemblée  générale,  comme  celle  des  sections,  a  eu  lieu  au  col- 
lège Notre-Dame,  sous  la  présidence  dlionneur  de  S.  Gr.  M^  Du 
Roussaux,  évéque  de  Tournai,  et  sous  la  présidence  effective  de 
M.  Vicaire,  président  de  la  Société,  qui  n*avail  pas  hésité  à  venir 
du  fond  du  Jura  pour  assister  à  la  réunion  de  Tournai.  Il  y 
avait  dans  rassemblée  un  grand  nombre  de  notabilités,  parmi 
lesquelles  nous  devons  citer  M.  R.  du  Sart,  gouverneur  du 
Hainaut,  venu  exprès  de  Mons  pour  nous  donner  un  témoignage 
de  sympathie,  puis  un  assez  grand  nombre  de  professeurs  des 
Facultés  des  sciences  et  de  médecine  de  TUniversité  catholique 
de  Lille.  Après  une  savante  conférence  de  notre  confrère» 
M.  Tabbé  M.  Lefebvre,  M^  Du  Roussaux  a  adressé  à  la  Société 
de  précieuses  paroles  d'eneouragement. 

Nous  remercions  encore  ici,  après  notre  président  qui  Ta  fait 
le  jour  même,  tous  ceux  qui  ont  contribué  au  succès  de  la  ses- 
sion de  la  Société  seientilique  à  Tournai  :  iM^  Du  Roussaux, 
M.  le  Gouverneur  de  la  province,  les  RR.  PP.  Jésuites  qui  nous 
ont  donné  Thospitalité,  les  professeurs  de  Lille  et  enGn  M.  Leniz, 
directeur  de  rétablissement  des  aliénés  de  Tournai,  qui  a  fait  à 
la  section  de  médecine  les  honneurs  de  rétablissement  qu'il 
dirige  d'une  manière  si  distinguée.  La  section  de  médecine  a  eu 
à  Tournai  une  réunion  particulièrement  féconde,  grâce  aux 
savantes  communications  faites  par  MM.  les  professeurs  de  la 
Faculté  catholique  de  médecine  de  Lille. 

Ëlat  actuel  de  la  Société.  —  Le  nombre  des  membres  de  la 
Société  inscrits  en  tète  du  tome  XIX  de  la  Société  est  de  596; 
mais  depuis  Timpression  de  cette  liste,  nous  avons  admis 
7  nouveaux  membres,  ce  qui  en  porte  le  nombre  à  403.  L*an 
dernier,  à  la  même  époque,  la  Société  comptait  408  membres, 
mais  depuis  lors,  la  mort  nous  en  a  enlevé  huit,  de  manière  que 
XX.  9 
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les  admissions  nouvelles  compensent  à  peu  près  exactement  les 
démissions  trop  nombreuses  de  Tannée  écoulée. 

Parmi  les  membres  que  nous  avons  perdus,  nous  en  signale- 
rons deux,  M.  René  Mordus,  le  grand  et  généreux  bienfaiteur 
de  toutes  les  œuvres  catholiques,  puis  Louis  Pasteur,  au  nom 
duquel  il  est  inutile  de  rien  ajouter,  parce  qu'il  nVn  est  pas 
de  plus  grand  dans  les  annales  de  la  science  du  XIX*  siècle. 

Après  nos  deuils,  nous  pouvons  faire  connaître  quelques  dis- 
tinctions obtenues  par  divers  de  nos  membres.  Le  prix  de 
Charles  Grand  (grande  médaille  d*argent)  a  été  accordé  au  Frère 
Alexis-M.  Gochet,  pour  ses  travaux  relatifs  à  renseignement 
géographique.  M.  Bouqué,  professeur  à  TUnivcrsité  de  Gand,  a 
été  nommé  membre  titulaire  de  TAcadémie  de  médecine  de 
Belgique.  M.  Humbert  a  succédé  à  M.  Bertrand  dans  Tune  des 
chaires  d'analyse  mathématique  les  plus  enviées,  celle  de  FÉcoIe 
polytechnique  de  Paris  (*). 

Informations  diverses.  —  Sur  la  proposition  de  M.  Guylits, 
président  de  la  section  de  médecine,  le  Conseil  de  la  Société  a 
invité  à  ses  séances  les  présidents  des  diverses  sections.  Grâce  à 
cette  collaboration,  le  Conseil  a  pu  tenir  compte,  dans  une  plus 
juste  mesure,  des  vœux  de  chacune  des  sections.  Ainsi,  il  a 
décidé  d*avoir  désormais,  autant  que  possible,  aux  assemblées 
générales,  deux  conférences  au  lieu  d'une  seule.  L'une  de  ces 
conférences  peut  porter  sur  un  sujet  d'actualité  mis  à  l'étude  par 
l'une  ou  l'autre  section,  tandis  que  l'autre  a  une  tendance  plus 
vulgarisatrice  et  s'adresse  davantage  à  la  Société  tout  entière. 
On  revient  ainsi  d'ailleurs  aux  premières  traditions  de  la  Société. 

Sur  la  proposition  d'un  autre  membre  du  Conseil,  il  y  aura 
aussi,  à  partir  de  cette  année;  si  vos  suffrages  ratifient  nos  pro- 
positions, un  certain  roulement  parmi  ceux  qui  en  font  habi* 
tuellement  partie  :  los  anciens  veulent  absolument  faire  place  à  de 
plus  jeunes,  sauf  à  revenir,  dans  deux  ou  trois  ans,  rapporter  au 


(*j  V'AT  suitp  d'un  maleutendu,  l'an  dernier,  nous  avons  oublié  de  dire  dans  notre  rap- 
port imprimé  que  le  R.  P.  De  Smodt,  bollandistef  avait  été  nommé  Correspondant  de 
l'institut  de  France. 


—  «Si  — 

Conseil  le  précieux  appoint  de  leur  expérience,  quand  d'autres 
auront  désiré  pour  eux-mêmes  pareille  éclipse  momentanée. 

Enfin,  toute  la  charge  du  secrétariat  et  de  l'administration  de 
la  Société  a  reposé  pendant  Tannée  écoulée  sur  le  R.  P.  George 
et  sur  M.  Goedseels.  Je  vous  propose,  Messieurs,  de  leur  témoi- 
gner aujourd'hui  toute  la  reconnaissance  que  nous  leur  devons, 
ear  ils  ne  manqueront  pas,  comme  les  autres  années,  de  faire 
disparaître  de  ce  rapport  imprimé,  au  dernier  moment,  tout  le 
bien  que  j*aurai  dit  aujourd'hui  sur  leur  compte. 

Le  R.  P.  Schmitz,  S.  J.,  fait  une  conférence  sur  VAge  de  la 
houille. 

Le  conférencier  expose  ses  idées  théoriques  sur  la  formation 
houillère  des  bassins  fluvio-marins  anglo-weslphaliens. 

Dans  une  première  partie,  il  décrit  les  conditions  physiques 
où  se  trouvèrent  les  continents  de  l'âge  carboniférien.  Il  ne 
rencontre  pas  un  fait  qui  semble  imposer  de  croire  à  la  formation 
sur  place.  Partisan  de  la  formation  par  transport  des  sédiments 
houillers,  comme  de  tout  sédiment,  il  ne  voit  pas  pourquoi  l'on 
refuserait  cette  origine  à  un  sédiment  purement  végétal.  Certains 
faits,  et  en  particulier  los  galets  de  la  houille  et  la  structure 
stratifiée  des  veines,  paraissent  même  ne  donner  que  de  faibles 
probabilités  à  la  formation  par  tourbage. 

Il  ne  sullit  pas  en  sciences  de  développer  des  idées  ingénieuses, 
il  faut  les  baser  sur  les  faits.  Aussi  le  conférencier  donne-t-il  une 
seconde  partie  à  sa  conférence.  Dans  cette  partie,  il  discute  les 
phénomènes  observés  qui  doivent  étayer  certaines  conceptions 
théoriques,  celles  surtout  qui  sont  les  plus  personnelles  à 
l'auteur. 

Remarquons  que  le  P.  Schmitz  reste  toujours  favorable,  dans 
certaines  mesures,  aux  deux  théories  qui  prétendent  vouloir  trop 
exclusivement,  à  son  avis,  expliquer  la  géogénie  des  horizons 
houillers.  Seulement,  au  point  actuel  de  ses  études,  il  ne  voit  pas 
encore  comment  allier  dans  la  réalité  les  périodes  passagères  de 
formation  sur  place  avec  la  formation  par  transport  à  qui  revient 
la  plus  grande  part. 
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Cette  conférence  a  été  publiée  dans  la  Reîme  des  questions 
scientifiques^  livraison  d*avril  1896. 

M.  J.  de  la  Vallée  Poussin  fait  une  communication  sur 
l'expédition  antarctique  belge  projetée  par  M.  le  lieutenant  de 
Gerlache  : 

Il  donne  d*abord  un  rapide  exposé  de  Télat  actuel  des  con- 
naissances géographiques  sur  la  zone  australe.  Il  signale  les 
deux  faits  capitaux  qui  caractérisent  cette  zone  :  d'abord  Texis- 
tence,au delà  de  lextrémité  méridionale  des  trois  grandes  masses 
continentales  de  TAustralie,  de  l'Afrique  et  de  TAmérique,  d'un 
vaste  océan  qui  fait,  sur  une  largeur  de  plus  de  1100  kilo- 
mètres, le  tour  entier  du  globe;  ensuite  la  présence,  au  sud  de 
cet  océan,  au  delà  du  cercle  polaire,  d*un  grand  nombre  de 
terres  éparses  et,  dans  les  intervalles  qui  les  séparent,  d'une 
barrière  de  glace,  haute  de  40  à  50  mètres,  qui  arrête  les  navi- 
gateurs dans  leur  marche  vers  le  pôle.  Ces  terres  éparses  d'une 
part,  cette  barrière  de  glace  d'autre  part,  aperçue  en  une  foule 
de  points,  et  dont  certains  navigateurs,  tels  que  James  Ross, 
ont  parcouru  le  front  sur  des  centaines  de  kilomètres  sans  y 
découvrir  une  seule  ouverture,  font  supposer  avec  beaucoup  de 
vraisemblance  qu'il  existe  dans  la  zone  polaire,  sinon  un  véritable 
continent,  tout  au  moins  de  vastes  étendues  émergées. 

Après  avoir  rappelé  quel  climat  rigoureux  règne  dans  ces 
parages  et  les  diflicultés  de  toute  nature  qui  font  de  la  navigation 
dans  les  mers  australes  la  plus  pénible  et  la  plus  périlleuse  de 
toutes  les  navigations,  M.  de  la  Vallée  Poussin  parle  de  l'organisa- 
tion de  l'expédition  projetée  par  iM.  de  Gerlache,  des  savants  qui 
s*y  associent,  des  principales  questions  scientifiques  sur  lesquelles 
ils  feront  porter  leurs  recherches,  enfin,  de  l'itinéraire  qu'ils 
comptent  essayer  de  suivre. 

L'expédition  partirait  d'Europe  au  mois  de  septembre,  de 
façon  à  s'engager,  vers  le  15  novembre,  dans  la  région  antarc- 
tique au  sud  du  Cap  Hom  et  à  l'est  de  la  Terre  de  Graham, 
dans  la  mer  découverte  jadis  par  Weddell^  et  percer  vers  le  sud 
le  plus  loin  possible. 
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Après  un  hivernage  à  Melbourne  et  dans  le  Pacifique,  elle 
s'engagerait  de  nouveau  à  Fautomne  de  1897  dans  les  mers 
polaires,  mais  eetie  fois  dans  la  direction  de  la  Terre  Victotia, 
dans  la  région  parcourue  par  J.  Ross. 

Cette  communication  a  paru  duns  la  Revue  des  qnesiiotis  sden- 
iîfiques,  avril  1 896. 

Séance  di   soir. 

Le  R.  P.  Lucas,  S.  J.,  a  fait,  k  7  heurrs  du  soir,  une  con- 
férence, avec  expériences  et  projections,  sur  Les  Rayons  X.  Elle 
a  été  publiée  dans  la  Revue  des  questions  scientifiques^  livraison 
d*avril  1896.  En  voici  un  aperçu  : 

Après  deux  mots  d*introduclion,  le  conférencier  entre  au 
cœur  de  son  sujet,  en  montrant  à  son  auditoire  un  tube  de 
Crookes  en  activité.  Il  donne  quelques  détails  sur  la  construction 
de  cet  appareil,  le  degré  de  vide  qui  y  est  requis,  Tentrée  ou 
anode  et  la  sortie  ou  cathode  ménagées  au  courant,  la  lumines- 
cence vert-pomme  de  la  paroi  du  tube,  renseignements  qui  font 
connaître  aux  moins  initiés  le  mode  ordinaire  de  production  des 
rayons  X.  Ces  rayons  sont  un  effet  qui,  sous  Faction  de  la 
déchnrge  électrique  dans  une  atmosphère  très  raréfiée,  prend 
naissance  sur  la  paroi  aux  points  frappés  par  le  jet  émané  de  la 
cathode. 

Reprenant  point  par  point  cette  première  définition,  le  confé- 
rencier montre,  dans  une  série  d'expériences  et  de  projections, 
diverses  apparences  de  la  décharge  électrique  à  Pair  libre.  De 
superbes  photographies  diapositives,  dues  à  Tbabileté  du  R.  P. 
Van  Trichl,  font  voir  une  étincelle  unique  enveloppée  de  sa 
gaine  de  filaments  lumineux,  des  étincelles  multiples,  des  étin- 
celles divisées  par  Tintroduction  de  corps  conducteurs  dans  le 
champ.  Viennent  ensuite  les  figures  de  Roseiti,  pôle  positif  et 
pôle  négatif  :  clichés  d*une  délicatesse  extrême  (*). 


(*)  La  partie  optique  des  démonAtraiioiis  expérimentales  avait  été  confiée  aux  HK.  l'P. 
Thirion  el  Van  Trichl,  S.  J. 
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Il  passe  à  la  décharge  dans  une  atmosphère  raréfiée.  Un  lube 
de  Geissier  non  fermé  est  relie  à  la  machine  pneumatique.  La 
décharge  d*abord  ne  peut  pas  franchir  la  distance  entre  les 
pôles.  L*air  étant  raréfié,  bientôt  jaillit  un  filament  lumineux  qui, 
s'élargissant  peu  à  peu,  remplit  enfin  tout  le  tube.  Un  grand  tube 
de  Geissier  d'une  magnifique  luminosité  montre  les  stratifica- 
tions de  la  lumière.  Puis  après  avoir  vu  la  fluorescéine  s'illu- 
miner sous  rinfluence  de  la  décharge,  on  arrive  aux  tubes  de 
Crookes.  Le  conférencier  fait  brièvement  la  part  des  savants  qui 
ont  étudié  la  décharge  électrique  h  travers  les  milieux  très  raré- 
fiés :  Goldstein,  Hittorf,  Spoitiswoode,  Crookes,  etc. 

Une  série  d'expériences  met  en  éviticnce  les  principales  pro- 
priétés du  rajjonnonent  cathodique  dans  les  tubes  de  Crookes. 
C'est  d'abord  la  direction  normale  à  la  cathode  prise  par  les 
rayons,  la  luminescence  qu'ils  éveillent  à  leurs  points  de  ren- 
contre avec  la.  paroi  du  tube  (cathode  en  demi-cylindre)  ;  puis 
l'impossibilité  où  sont  les  rayons  cathodiques  de  dévier  sponta- 
nément de  la  ligne  droite  (lube  en  V);  leur  déviation  par  l'ai- 
mant (tube  à  écran  luminescent). 

Deux  mots  alors  sur  la  théorie  du  bombardement  moléculaire 
et  la  rude  opposition  qu'elle  a  rencontrée,  surtout  en  Allemagne; 
puis  les  remarquables  expériences  de  Hertz  et  de  Lenard;  les 
rayons  cathodi(|ues  traversant  un  septum  opaque  d'aluminium 
dans  le  tube,  sortant  même  du  tube  et  observés  par  Lenard  dans 
l'atmosphère  au  moyen  des  écrans  luminescents  et  des  plaques 
photographiques;  les  écrans  illuminés  par  le  rayonnement 
cathodique  au  delà  dune  paroi  absolument  opaque  à  la  lumière^ 
les  plaques  photographiques  impressionnées  dans  une  boite 
d'aluminium  parfaitement  close.  Ce  sont  précisément  les  moyens 
d'observation  de  Rôntgen  et  presque  sa  découverte. 

Celte  découverte  et  les  grandes  lignes  du  mémoire  de  l'illustre 
professeur  de  Wurtzbourg  nous  sont  exposés  : 

Le  tube  de  Crookes,  enveloppé  d'un  papier  noir  qui  ne  laisse 
passer  aucun  rayon  perceptible  à  l'œil,  l'écran  au  platino- 
cyanure  de  baryum,  les  plaques  impressionnées  dans  leur  châs- 
sis fermé. 


Le  R.  P.  SchaiïerSy  S.  J.»  professeur  de  malhématiques  au 
Collège  N.-D.  de  la  Paix,  qui,  pendant  (ouïe  la  séance,  s*esl  très 
habilement  acquitté  de  son  rôlo  modeste  de  préparateur,  procède 
alors  à  la  cailiodograpliie  d*une  -pièce  de  cuivre  ajourée,  un  coq 
d'horloger,  renfermé  dans  la  poclielle  intérieure  d*un  double 
porte-monnaie  :  il  donne  une  minute  et  demie  de  pose,  cl 
s^éloigne  pour  développer  et  fixer  la  plaque. 

Pendant  ce  temps,  défilent  sous  les  yeux  des  auditeurs  une 
longue  série  de  clichés  obtenus  au  moyen  des  rayons  X  et  maté- 
rialisant en  quelque  sorte  leurs  principales  propriétés. 

Trois  verres  colorés  plans  d'égale  épaisseur,  rouge,  vert  et 
bleu  :  le  bleu  est  très  opaque.  Dix  lamelles  de  métaux  divers 
d'égale  épaisseur  :  la  transparence  remarquable  de  Taluminium 
saute  aux  yeux.  Un  bouchon  de  liège  entouré  d'un  fil  métallique, 
pereé  d'épingles  et  renfermant  quelques  grains  de  plomb.  Deux 
crayons.  Une  chaîne  de  montre  dans  un  écrin.  JUne  étoile  de 
cuivre  dans  une  boite  en  aluminium.  Ces  clichés  ont  été  obte- 
nus par  le  R.  P.  Thirion.  Deux  autres  :  1*  une  paire  de  lunettes 
dans  leur  étui,  une  bourse  renfermant  des  pièces  de  monnaie  et 
une  clef  de  montre;  2*  une  broche  dans  son  écrin,  ont  été  obli- 
geamment prêtés  par  M.  J.  De  Nobele.  Voilà  pour  la  transpa^ 
rence  des  diverses  substances  à  Tégard  des  rayons  X. 

Des  tubes  à  essai  renfermant  respectivement  de  Icau,  du  sul- 
fure de  carbone,  du  baume  de  Canada,  où  plongent  des  baguettes 
de  verre,  montrent  que  ces  diverses  substances  ne  réfractent  pas 
sensiblement  les  rayons  X. 

La  question  des  centres  d'émission  des  rayons  liôntgen  et  de 
Inefficacité  aclinique  relative  des  diverses  régions  d'un  même  tube 
est  exposée  au  moyen  de  deux  clichés  à  compartiments.  On  y 
voit  clairement  l'utilité  du  diaphragme  au  point  de  vue  de  la 
netteté  des  images,  combien  peu  de  lumière  il  sacrifie,  et  Tinsi- 
gnifiance  pour  ne  pas  dire  la  nullité  du  prétendu  rayonnement 
anodique. 

Le  cliché  exécuté  tout  à  l'heure  est  projeté  à  ce  moment.  Les 
moindres  ouvertures  de  la  pièce  ajourée  apparaissent  aux  yeux 
de  tous.  La  vigueur  et  la  netteté  irréprochable  de  cette  image 
provoquent  d'unanimes  applaudissements. 
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Viennent  nlors  les  applications  anaioniiques  et  ihiriirgicales 
des  nouveaux  rayons.  On  nous  présente  les  squelettes  de  divers 
petits  animaux  cathodographiés  à  travers  les  chairs  :  chauve- 
souris,  lézard,  triton,  orvet,  poisson,  et  la  classique  grenouille. 
L^étoile  de  mer  a  fourni  un  magnifique  cliché  d*un  détail  infini. 
Suivent  une  main  d*enfant  de  10  ans,  et  une  admirable  main 
d'adulte  dont  le  cliché  a  été  développé  par  M.  Renoirte  de  Char- 
leroi. 

Très  remarquable  est  la  main  d*un  enfant  de  4  ans  atteinte 
d'une  carie  du  second  métacarpien  :  Pos  malade  est  gonflé  et 
opaque.  Huit  jours  après  l'opération,  nouvelle  cathodograpbie 
de  la  même  main  à  travers  le  bandage.  Le  périoste  devrait  être 
transparent;  il  se  montre  opaque;  pourquoi?  L antisepsie  a  été 
faite  au  moyen  de  Tiodoforme.  Or  cette  substance,  en  raison  de 
riode  qui  entre  dans  sa  composition,  absorbe  énergiquemenl  les 
rayons  X.  De  là,  pour  les  chirurgiens  qui  voudront  suivre  la 
régénération  des  os  au  moyen  de  la  cathodographie,  la  nécessité 
de  recourir  aux  antiseptiques  ne  renfermant  que  C,  H,  0,  et  Ai, 
à  rexcliision  de  toute  autre  substance  de  poids  atomique  élevé. 
Comme  exemple,  on  nous  montre  les  images  cathodographiques 
du  sublimé  corrosif,  de  Tiodoforme,  du  dermatol,  du  permanga- 
nate de  potasse  (antiseptiques  opaques);  de  Tacide  phénique,  de 
Facide  borique,  du  tannin,  de  la  naphtaline,  du  naphtol  a,  du 
thymol  et  du  salol  (antiseptiques  transparents). 

La  série  de  projections  se  termine  par  Timage  rôntgénienne 
d'un  bras,  cassé  il  y  a  trois  mois  :  les  points  de  soudure  du 
radius  et  du  cubitus  se  montrent  avec  toute  la  netteté  désirable. 

Le  conférencier  résume  les  applications  chirurgicales  possibles 
dès  aujourd'hui  et  celles  que  Ton  entrevoit  pour  un  avenir  pro- 
chain, les  perfectionnements  déjà  apportés  dans  les  modes  de 
production  des  rayons  X  et  dans  le  rendement  des  tubes. 

Il  expose  brièvement  les  théories  actuellement  en  présence  : 
simple  induction  électrique,  vibrations  longitudinales,  ou  vibra- 
tions transversales  de  Téther. 

«  Dieu,  dit  le  R.  P.  Lucas  pour  terminer,  semble  poser  aux 
s.'ivants  de  nos  jours  la  question  qu'autrefois  il  fit  à  Job  :  «  Dis- 
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moi,  connais-tu  toutes  choses?  Sais-tu  quelles  sont  les  voies  de 
la  lumière  et  où  vraiment  habitent  les  ténèbres?  »  Et  plus  d*une 
foiSy  jetant  un  regard  en  arriére  sur  leurs  théories,  hâtives  les 
unes,  les  autres  péniblement  élaborées,  le  savant  doit  répondre  : 
«  J*ai  parlé  à  la  légère  1  »  Devra-t-il  dire  aussi  avec  Job  :  «  Je 
mettrai  ma  main  sur  ma  bouche  (pour  m*imposer  silence  à  moi- 
même)  »?  Si  sa  science  Ta  rempli  d'une  vaine  et  superbe  com- 
plaisance en  lui-même  et  lui  a  fait  oublier  Dieu,  le  grand  sage  et 
le  grand  maître,  oh!  oui,  que  le  savant  se  mette  la  main  sur  la 
bouche  et  rétracte  ces  écarts  insensés.  Vani  sunt  homines  in  qui- 
bus  non  subest  scienUa  Dei.  Mais  après  cet  aveu  plein  d'une 
humilité  qui  Texalte  au  lieu  de  rabaisser,  puisqu'elle  est  la  vérité, 
qu'il  se  retourne  encore  vers  ce  monde  que  Dieu  a  livré  à  ses 
recherches, qu'à  l'œuvre  il  sache  reconnaître  l'artisan,  admirer  les 
ptTfeclions  du  Maître  de  l'univers,  et  dans  la  beauté  et  la  magni- 
ficence de  la  créature  adorer  le  Créateur. 

>  Voilà  son  rôle!  Combien,  hélas!  l'oublient.  Vous,  Messieurs 
et  chers  Confrères,  vous  ne  l'oubliez  pas,  et  ce  sera  votre  meilleur 
litre  de  gloire!  » 

D'unanimes  applaudissements  accueillent  la  fin  de  cette 
magnifique  conférence. 

M.  Tabbé  Coupé  montre  ensuite,  en  projections,  d'admirables 
photographies  américaines  de  fleurs  où  l'on  obtient,  avec  du 
blanc  et  du  noir  seulement,  l'illusion  de  la  couleur  en  même 
temps  qu'un  relief  extraordinaire. 

ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE    DU    15    AVRIL    1896. 


L'assemblée  générale  est  présidée  par  M.  Vicaire,  inspecteur 
général  des  mines,  président  de  la  Société. 

M.  le  chanoine  Delvigne,  délégué  de  la  Société  bibliographi- 
que de  Parisy  donne  lecture  du  rapport  suivant  sur  les  travaux 
de  cette  Société  pendant  l'année  écoulée  : 
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Messieurs, 

La  usage  auquel  nous  sommes  heureux  de  nous  conformer 
nous  oblige  à  vous  faire  un  rapport,  quelque  succinct  qu^'l 
puisse  être,  louchant  les  travaux  de  la  Société  bibliographique 
de  Paris. 

Après  tout  ce  qui  vous  a  été  dit,  depuis  trois  ans,  sur  cette 
association  fondée  en  1868,  nous  serons  bref  aujourd'hui. 

La  lievue  des  questions  historiquesy  recueil  trimestriel,  parait 
toujours  avec  une  régularité  exemplaire.  Le  numéro  d'avril, 
expédié  aux  abonnés  avant-hier  soir,  renferme  des  travaux 
fort  inléressanls  :  une  Étude  sur  la  France  géographique  et 
militaire  sous  Philippe  de  Valois,  —  c'est  pour  nous  la  grande 
époque  de  Jacques  Van  Artevelde,  —  et  un  travail  d'après  la 
correspondance  inédite  de  Napoléon  sur  la  guerre  d'Espagne  de 
1807  à  1813.  Je  n'ai  besoin  que  de  dire  combien  cette  lutte 
héroïque  de  la  Péninsule  a  encore  à  gagner  en  éclaircissements. 
Marbot  n'a  pas  tout  dit,  ni  tout  su. 

Qu'apporter  à  l'éloge  que  l'on  doit  décerner  au  Polybiblion? 
Cette  revue  bibliographique  est  une  des  meilleures  sources 
d'informations  qu'on  puisse  avoir.  Comptes  rendus  de  livres 
parus,  simple  aimonce  avec  indication  de  prix  dans  la  partie 
technique,  faits  divers;  c'est  complet. 

Enfin,  la  Société  a  son  bulletin  mensuel,  son  assemblée  géné- 
rale fixée  au  mois  de  mai.  Elle  a  depuis  quelques  années  tenu 
des  congrès  régionaux  à  Rouen,  au  Mans,  à  Montpellier,  à 
Besançon.  Nous  ne  parlerons  que  potir  mémoire  des  congrès 
de  1878  et  1888.  J'ai  quelque  regret  à  le  proclamer:  nous 
connaissons  trop  peu  en  Belgique  ces  travaux  si  pleins  de  res- 
sources, si  riches  en  documents  parfois  indispensables,  qui  plus 
répandus  auraient  épargné  plus  d'une  méprise  aux  chercheurs. 

Cette  dernière  réflexion  nous  amène  à  vous  parler  de  la 
Société  d'histoire  contemporaine.  Cette  association,  à  nombre 
restreint  de  250  membres,  jusqu'à  présent  du  moins,  publie 
annuellement  quelques  volumes  de  mémoires  relatifs  aux  temps 
postérieurs  à  1789.  Le  prix  de  la  souscription  annuelle  est  de 
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vingt-cinq  francs.  Si  I  on  objeciaii,  à  lorl  selon  nous,  que  les 
deui  tomes  de  M.  le  marquis  de  Beaucourt,  président  jubilaire 
de  la  Société,  sur  La  captivité  et  les  dentiers  momeuts  de 
Louis  XVI ^  concernent  plus  spécialement  Thistoire  de  France, 
nous  répondrions  que  V Invasion  austro-prussienne  (I79i-i794) 
a  eu  la  Belgique  pour  théâtre.  En  ce  moment  même,  on  nous 
annonee  en  distribution  un  volume  de  M.  Victor  Pierre  sur  la 
déportation  des  prêtres  à  Tépoque  du  Directoire.  Il  est  suflisam- 
ment  connu  que  notre  elei^é  belge  a  constitué  la  grande  partie 
des  victimes  envoyées  à  Ré,  à  Oléron,  à  Cayenne.  C  est  la  Terreur 
blanche  succédant  à  la  Terreur  de  .1793. 

Appelons  de  tous  nos  vœux  le  jour  où  la  Société  biblio^ira- 
phique,  bien  comprise  dans  son  but  et  ses  moyens  d  action, 
verra  augmenter  le  chiffre  de  ses  adhérents  en  Belgique. 

M.  le  D'  J.-F.  Ueymans,  professeur  à  TUniversité  de  Gand, 
fait  une  conférence  sur  Le  Cœur^  dont  le  résumé  sera  publié 
dans  la  Revue  des  questions  scientifiques.  En  voici  un  aperçu  : 

Le  cœur  est  considéré  par  les  hommes  de  tous  les  (emps 
et  de  toutes  les  latitudes  comme  le  siège  de  la  sensibilité  morale 
et  môme  de  la  volonté,  et  pourtant  cet  organe  ne  fait  pas  partie 
du  système  nerveux.  Quelle  est  la  raison  physiologique  de  cette 
transposition  fonctionnelle?  C*est  que  Texistence  du  cœur  et  son 
influence  se  révèlent  en  nous  à  chaque  instant  et  jusque  dans  le 
moindre  de  nos  actes. 

La  cellule  nerveuse,  comme  tous  les  autres  éléments  de  Tor- 
ganisme,  est  le  siège  de  processus  chimiques;  le  cœur,  en  se 
contractant,  amène  à  toutes  les  cellules  les  substances  nutritives 
nécessaires  à  Tassimilation  et  emmène  les  produits  nuisibles  de 
la  désassimilation;  en  outre,  la  circulation  permet  au  sang  de  se 
purifier  et  de  se  régénérer. 

Tout  trouble  fonctionnel  du  cœur  entraine  des  troubles  nutri- 
tifs et  dès  lors  fonctionnels  dans  tous  les  organes,  spécialement 
dans  le  système  nerveux.  Réciproquement,  letat  d*èire  du  sys- 
tème nerveux  agit  sur  le  fonctionnement  du  cœur. 

Le  système  vaseulaire  coronaire  possède  une  innervation  pro- 
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pre;  dès  lors,  la  circulation  et  la  contraction  du  myocarde  se 
trouvent  sous  Tinfluence  vaso-dilatatrice  et  vaso-constrictive  d*un 
centre  vaso-moteur  central. 

La  fibre  musculaire  du  cœur  ii*est  pas  automatique  ;  lexcita- 
tion  lui  est  amenée  par  la  fibre  nerveuse  motrice  qui  est  elle- 
même  en  rapport  avec  les  cellules  ganglionnaires  intracardiaques. 
Celles-ci  non  plus  ne  sont  pas  autonomes.  D  après  fauteur,  la 
contraction  cardiaque  excite  le  systcme  nerveux  sensitif  intracar- 
diaque  de  Tendocarde  et  des  valvules;  cette  excitation  centri- 
pète est  réfléchie  dans  les  centres  intracardiaques  en  excitation 
motrice.  Le  cœur  se  contracte  parce  qu*il  s*est  contracté,  de 
même  qu*on  respire  parce  qu*ona  respiré. 

Les  centres  intracardiaques  sont  des  relais  intercalés  sur  le 
trajet  des  nerfs  inliibitifs  et  accélérateurs  du  cœur;  ces  nerfs 
extracardiaques  prennent  leur  origine  dans  des  centres  bulbaires 
dont  la  réceptivité  et  le  pouvoir  d'émission  sont  régis  par  les  con- 
ditions nutritives  et  Tétat  d'activité  de  tout  le  système  cérébro- 
spinal,  mais  spécialement  des  centres  psychiques.  Le  cœur  bat  à 
Tunisson  avec  Télat  d  excitation  du  système  nerveux. 

Nous  avons  conscience,  au  moins  vaguement,  des  modifica- 
tions cardiaques  comme  des  modifications  psychiques;  nous  asso- 
cions ces  dernières  au  phénomène  sensible  de  Taclivité  car- 
diaque, et  celle-ci  devient  ainsi  l'expression  de  nos  difl'érents 
états  d'être. 

Le  R.  P.  Hahn,  S.  J.,  demande  certains  éclaircissements  au 
conférencier,  qui  complète  sur  quelques  points  sa  conférence,  en 
entrant  dans  des  détails  techniques  que  nous  ne  pouvons  résu- 
mer. 

Le  K.  P.  Van  Tricht,  S.  J.,  fait  ensuite  une  conférence  sur 
l'année  scientifique  et  religieuse. 

Le  P.  Van  Tricht  expose,  dans  ses  grandes  lignes,  le  bilan 
scientifique  de  Tannée  au  point  de  vue  de  la  science  chrétienne. 

On  a  aOirmé,  dit-il,  qu*il  existe  une  lutte  incessante  entre  la 
Science  et  la  Foi.  La  Société  scientifique  a  assumé  la  mission  de 


montrer  que  la  foi  combat  non  pas  contre  la  vraie  science,  mais 
avec  elle. 

Il  y  a  longtemps  que  nous  devrions  être  réduits  en  poudre, 
8*îl  fallait  en  croire  nos  adversaires.  Et  nous  nous  portons  bien, 
et  nous  prenons  toujours  de  nouvelles  forces. 

Il  y  a  quelque  trente  ans,  devant  le  phénomène  d*un  savant 
croyant,  il  y  avait  dans  le  gros  public  un  véritable  ébahissement. 
Nous  n*en  sommes  plus  là. 

De  Tannée  qui  vient  de  s*écouler,  trois  grands  faits  émergent 
au  point  de  vue  qui  nous  occupe  tout  particulièrement,  de  la 
science  chrétienne  : 

1*  L*article  de  M.  Brunetière  dans  la  Revue  des  Deux  Mondes 
relatif  à  la  c  banqueroute  de  la  science  >  et  les  réponses  aux- 
quelles cet  article  a  donné  lieu; 

2*  Le  discours  de  lord  Salisbury  à  Oxford  sur  la  science  et  la 
foi; 

3*  La  mort  de  Tilluslre  Pasteur  avec  la  croix  en  main. 

Admis  en  présence  du  chef  suprême  de  TÉglise,  M.  Bi*une* 
tiére  a  ressenti  une  impression  profonde,  toute  nouvelle  pour 
lui,  d*où  est  sorti  Tarlicle  que,  de  retour  à  Paris,  il  a  publié  le 
1*'  janvier  dans  la  Revue  des  Deux  Mondes. 

Cet  article,  qui  éclata  comnie  une  bombe  sur  la  tête  des 
savants  incroyants,  se  résume  dans  ces  quelques  mots  :  Pas  plus 
que  de  pain,  l'homme  ne  peut  se  passer  de  foi. 

Il  faut  reconnaître  cependant  qu'en  parlant  de  la  «  banque- 
route de  la  science  »,  M.  Brunetière  a  été  un  peu  trop  loin.  Car 
la  science  ne  fait  pas  de  vaines  promesses  ;  ce  sont  les  savants  — 
savants  charlatans  —  qui  en  font.  Il  y  en  a,  et  beaucoup,  qui 
sont  hantés  par  la  haine  du  dogme.  C'est  à  la  religion  qu'ils  en 
veulent.  Ce  ne  sont  plus  des  savants,  alors,  ce  sont  des  sectaires. 

Qu'elle  est  noble  et  grande,  au  contraire,  l'attitude  du  savant 
qui  joint  aux  données  de  Texpérience  humaine  les  lumières 
surnaturelles  de  la  foi  I  Après  avoir  traversé  le  domaine  de  la 
matière,  il  entre  dans  le  domaine  de  l'esprit.  Ce  domaine-ci,  il 
l'étudié  aussi,  mais  avec  de  nouveaux  instruments,  laissant  là  ses 
cornues  et  ses  éprouvettes.  Plus  loin  encore,  il  se  trouve  devant 
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rinconnaissable;  il  s'incline,  et  se  repose  en  Dieu  et  dans  sa  foi. 
Quel  calme  I  que  de  splendeur!  On  dirait  un  beau  temple.  Il 
sait  d*où  il  vient,  où  il  va;  il  sait  ce  qu'il  doit  faire.  Ce  n*est  pas 
la  science  humaine  qui  lui  a  enseigné  cela.  Ce  n*est  pas  à  elle 
non  plus  qu*il  Ta  demandé.  Aussi  ne  lui  a-t-elle  pas  fait  faillite. 
L'article  de  M.  Brunetière  fit  un  tapage  énorme  et  souleva  de 
vives  protestations.  La  première  en  date  est  celle  de  M.  Charles 
Richet,  de  la  Revue  rose. 

M.  Richet,  au  fond,  ne  répondit  pas  grandVhose.  La  science, 
dit-il,  n'a  pas  fait  les  promesses  qu'on  lui  attribue.  Les  savants 
doivent  être  très  modestes.  Nous  ne  savons  le  tout  de  rien.  Ceux 
qui  sont  les  plus  savants  connaissent  le  mieux  l'étendue  de  leur 
ignorance. 

Voilà  une  poignée  de  bons  aveux.  Mais  M.  Richet  s*égara  vers 
la  fin. 

Selon  lui,  la  science  est  la  source  de  tous  les  progrès  réalisés 
depuis  l'origine  de  la  race  humaine.  La  science  établit  les  bases 
de  la  morale  en  montrant  comment  celle-ci  est  fondée  sur  les 
poussées  instinctives  de  l'homme.  La  base  de  la  morale  est  donc 
l'instinct  perfectionné  par  la  méthode  scientifique  et  développé 
par  l'évolution  progressive. 

Pauvre  thèse!  Quelle  est  donc  la  morale  qui  peut  être  basée 
sur  rinstinct?Où  l'instinct  pousse-t-il  l'homme?  A  un  égoïsme 
effréné.  Il  lui  dit  :  Jouis,  sois  fort,  soit  habile;  marche  sur  les 
autres,  s'il  le  faut,  mais  triomphe.  Alors  que  le  christianisme 
dit  à  l'homme  :  Soit  juste.  Le  savant  chrétien  sait  d'où  il  vient, 
où  il  va,  ce  qu'il  doit  faire.  Ce  n'est  pas  par  la  science  qu'il  le 
sait.  Elle  lui  a  donné  tout  ce  qu'elle  pouvait  lui  donner,  et  il  n'a 
jamais  songé  à  lui  demander  quoi  que  ce  fût  sur  ses  destinées. 
La  déclaration  de  M.  Brunetière,  outre  la  réponse  de  M.  Richet, 
provoqua  encore  te  fameux  diner  de  Saint-Mandé  où,  au  dessert, 
entre  la  poire  et  le  fromage,  on  devisa  science  et  religion. 
M.  Poincaré  parla  avec  correction  et  dignité.  Puis  M.  Bertbe- 
lot,  dans  un  discours  grandiloquent,  toucha  à  une  foule  de 
choses,  mais  ne  démontra  nullement  que  la  science  incrédule 
n'avait  pas  fait  banqueroute  à  Thumanité.  Puis  MM.  Perrier  et 
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Riebet,  encore  etUe  fois  les  plus  sérieux,  parlèrent  à  leur  tour; 
puis  M.  Brisson,  et  enfin  M.  Zola,  qui  se  borna  à  constater  que  si 
la  foi  en  arrivait  à  triompher  dans  la  direction  de  rhumanité, 
comme  elle  avait  triomphé  jadis,  on  mettrait  ses  livres  à  Tindex 
et  on  le  mettrait,  lui,  Zola,  en  prison  ! 

Vers  le  même  temps  parut  la  traduction  en  langue  française 
d*un  discours  que  lord  Salisbury  avait  prononcé  un  an  aupara- 
vant et  qui  répondait  d*avance  au  discours  de  M.  Berthelol. 
L'illustre  homme  d*Ëtat  y  proclame  sans  détour  cette  thèse  que 
les  limites  de  la  science  humaine  sont  bien  étroites  encore  sur 
les  questions  d  origine  et  de  destinée.  Ils  sont  rares  aujourd'hui, 
dit-il,  les  hommes  de  pensée  qui  croient  que  les  idées  religieuses 
sont  dans  la  dépendance  des  sciences  physiques,  et  que  Pana- 
lyse  des  résidus  qui  se  trouvent  au  fond  des  creusets  des 
savants  peut  donner  nne  indication  quelconque  sur  les  destinées 
humaines.  On  nous  dit  que  si  la  théorie  de  la  sélection  naturelle 
n'est  pas  suflisante  pour  expliquer  la  marche  progressive  de 
rhumanité,  il  faudra  recourir  à  celte  extrémité  d^admettre  qu'un 
pouvoir  supérieur  règle  Tordre  et  la  marche  de  l'univers.  —  Eh! 
bien,  s'écrit  lord  Salisbury,  nous  autres,  à  Osford,  nous  ne  nous 
effrayons  pas  de  cette  extrémité. 

Nous  avons  la  morale  naturelle,  dit  le  P.  Van  Tricht,  nous 
l'étudions  avec  soin,  mais  nous  sentons  bien  qu'elle  n  est  pas 
de  force  à  nous  diriger. 

Du  grand  débat  scientifique  dont  je  viens  de  parler,  il  ressort 
qu't'/  noti^  faut  Dieu.  La  science  ne  saurait  remplacer  Dieu  dans 
le  gouvernement  de  la  volonté  humaine. 

La  jeunesse  de  notre  temps  a  un  penchant  théorique  vers  la 
morale  chrétienne;  elle  admire  le  Sermon  sur  la  montagne,  mais 
elle  repousse  le  dogme. 

La  réponse  à  son  incroyance,  c'est  Pasteur,  à  qui  iM.  Berthelot 
lui-même  a  rendu  un  hommage  ému  et  sincère  dont  tous  les 
termes  sont  admirables.  M.  Berthelot  a  rappelé  qu'en  1860,  en 
réfutant  contre  Pouchet  la  théorie  de  la  génération  spontanée 
sous  laquelle  on  prétendait  écraser  la  donnée  d'un  Dieu  créa- 
teur, Pasieur  finit  par  enctouer  tous  les  canons  de  son  adversaire. 
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Le  discours  d'entrée  de  Pasteur  à  TAcadémie  fut  une  vaillante 
profession  de  foi  spiritualiste. 

Répondant  un  jour  à  un  de  ses  élèves,  qui  lui  exprimait  son 
étonnement  de  Iv  voir  croyant,  Pasteur  dit  :  Mon  enfant,  cVsl 
parce  que  j*ai  beaucoup  étudié  que  j*ai  la  foi  d*un  paysan  bre- 
ton :  si  j'avais  étudié  plus  encore,  j'aurais  la  foi  d'une  paysanne 
bretonne. 

Et  sur  le  cercueil  de  Pasteur,  à  qui  la  terre  entière  a  rendu 
hommage,  brilhiit  l'image  du  Christ  sauveur.  El,  de  ses  lèvres 
mourantes,  il  avait  baisé  la  Croix. 

En  quoi  la  foi  de  Pasteur  a-t-elle  gêné  ses  recherches? 

L'éloquent  orateur  termine  par  un  tableau  où  il  montre 
comme  dans  un  aréopage  illustre  tous  les  grands  esprits  qui  ont 
exercé  sur  l'humanité  une  impression  durable  et  salutaire. 
Toute  cette  élite  de  l'humanité  a  cru  en  Dieu. 

Continuons  donc  à  marcher  devant  nous  dans  le  chemin  de  la 
science  unie  à  la  foi;  elle  nous  mènera  à  la  vérité,  car  elle 
aboutit  au  Christ. 

Vers  la  fin  de  l'année  dernière,  l'Institut  de  France  célébrait 
son  jubilé.  Ses  membres  croyants  —  et  d*autres  aussi  —  assis- 
tèrent en  grand  nombre  à  une  messe  célébrée  pour  les  membres 
défunts  par  (rois  membres  de  l'Institut.  Et,  après  la  messe, 
jVisr  Perraud,  de  l'Académie  française,  a  donné  la  bénédiction 
papale,  et  devant  cette  bénédiction  du  Vicaire  de  Jésus-Christ  la 
science  (idèle  a  courbé  son  front  glorieux. 

L'nnnée  a  donc  été  bonne  pour  la  science  chrétienne,  et  elle 
peut  chanter  un  Te  Deum  pour  célébrer  sa  victoire. 

Le  R.  P.  Van  Tricht  s'est  rassis  au  milieu  de  chaleureux 
applaudissements.  M.  le  D*^  Guermonprez,  professeur  à  l'Univer- 
sité catholique  de  Lille,  et  M.  le  Président  l'ont  remercié  pour 
rhommage  mérité  et  éloquent  qu*il  avait  rendu  à  un  des  plus 
illustres  fils  de  la  France,  Pasteur. 

La  conférence  du  R.  P.  Van  Tricht  a  paru  dans  la  Revue  de$ 
questions  scientifiques f  avril  1896. 
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La  séanee  est  présidée  par  M.  Vicaire^  inspecteur  général  des 
mines,  président  de  la  Société. 

Il  est  donné  lecture  du  rapport  du  R.  P.  George  et  de 
M.  Lagasse.  commissaires  chargés  d>xaminer  les  comptes  du 
pendant  Tannée  1895. 
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M.  le  Secrétaire  général  a  fait  ressortir,  à  propos  de  ce  faible 
boni,  la  nécessité  pour  tous  les  membres  de  recruter  de  nouveaux 
adhérents  et  de  nouveaux  abonnés  à  la  Revue^  sans  quoi  la 
Société  pourrait  être  forcée  d*entamer  son  capital  et  de  suppri- 
mer tout  subside  pour  recherches  scientifiques. 

Le  R.  P.  Hahn,  S.  J.,  fait  ensuite  une  conférence  sur  L'Êlec- 
tricité  et  la  Vie.  Voici  un  aperçu  de  cette  conférence,  qui  a  été 
publiée  dans  la  Revue  des  questions  scientifiques^  avril  1896. 

Tout  progrès  nouveau  des  sciences  physiques  et  chimiques  a 
servi  à  éclairer  quelqu'un  des  phénomènes  vitaux,  mais  chaque 
fois  aussi  quelque  savant  a  conçu  Tespérance  ambitieuse  d'avoir 
enfin  arraché  à  la  vie  son  secret.  A  peine  Galilée  avait-il  fondé 
la  mécanique  sur  de  nouvelles  bases,  que  Descartes  transformait 
les  animaux  en  de  simples  machines  à  ressorts  et  à  leviers. 
Depuis  Lavoisier,  ils  sont  devenus  des  moteurs  chimiques,  des 
machines  à  feu  dont  Ténergie  est  due  à  la  combustion. 

Vains  efforts  1  Les  êtres  vivants  sont  certainement  soumis  aux 
lois  générales  de  la  matière  brute,  en  ce  sens  qu'ils  ne  peuvent 
créer  ni  un  atome  de  matière  ni  une  particule  d'énergie,  mais 
le  cycle  parcouru  par  la  matière  et  l'énergie  dans  l'intérieur  du 
corps  vivant  est  essentiellement  différent  de  celui  des  corps  ina- 
nimés. 

L'électricité,  qui  a  jeté  de  si  vives  clartés  sur  tant  de  choses, 
qui  nous  fait  même  pénétrer  actuellement  dans  l'invisible,  ne 
répandrait-elle  pas  non  plus  un  peu  de  lumière  sur  le  fond 
ténébreux  de  la  vie? 

L'électricité  sans  doute  a  un  grand  nombre  de  points  de 
contact  avec  la  vie.  Les  animaux  peuvent  même  remplir  le  rôle 
des  trois  facteurs  qui  interviennent  dans  une  installation  élec- 
trique. 

Une  installation  électrique  est  en  tous  points  semblable  à  une 
installation  hydraulique.  Dans  celle-ci,  on  trouve  un  réservoir 
d'eau  fournissant  la  pression,  une  canalisation  offrant  toujours 
une  certaine  résistance,  une  machine  actionnée  par  le  courant. 
D<^  même  l'installation  électrique  comprend  son  réservoir  d'élec- 
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tricité  donnant  aussi  la  pression  éUctrique,  sa  canalisation  con- 
sistant en  Gis  conducteurs,  une  machine  mise  en  branle  par  le 
flux  circulant  dans  les  Gis. 

L*organisme  est  d'abord  un  conducteur,  mais  un  très  mauvais 
conducteur.  D  après  les  expériences  de  Charpentier,  la  résistance 
qu*opposent  quelques  millimètres  de  nerf  équivaut  à  celle  de 
1000  kilomètres  de  Gl  télégraphique.  Chose  curieuse,  le  nerf 
vivant  oppose  une  résistance  double  de  celle  du  nerf  mort;  mais 
cela  ne  semble  pas  être  un  désavantage  pour  Tètre  vivant,  car  ce 
résultat  peut  bien  s'interpréter  en  ce  sens  que  le  nerf  absorbe 
à  son  proGt  une  partie  de  Ténergie  du  courant. 

L'organisme  peut  être  aussi  actionné  par  réiectricité,  comme 
Test  une  machine.  De  là  les  contractions  musculaires  et  ies 
impressions  sensitives  déterminées  par  réiectricité.  Cependant, 
comme  le  montrent  les  belles  expériences  de  d'Arsonval,  quand 
il  s'agit  de  courants  alternatifs  se  renversant  très  souvent,  c*est-à- 
dire  un  million  de  fois  au  moins  par  seconde,  une  intensité 
capable  de  tuer  un  homme  avec  une  moindre  fréquence  n'occa- 
sionne ni  douleur  ni  contraction  musculaire.  L'électricité  dyna- 
mique participe  alors  des  propriétés  de  réiectricité  statique,  et 
on  a  .suggéré  l'idée  qu'elle  glisse  simplement  sur  la  peau  sans 
pénétrer  dans  l'intérieur  de  l'organisme. 

ËnGn  l'organisme  sert  de  réservoir  d'électricité,  témoins  les 
poissons  électriques,  la  torpille  entre  autres,  dont  le  courant  pçut 
faire  briller  d'un  vif  éclat  jusqu'à  trois  lampes  à  incandescence. 

Mais  c'est  là  un  fait  exceptionnel,  car  chez  les  animaux  ordi- 
naires la  quantité  d'électricité  observable  est  excessivement  faible 
et  peut  même  être  attribuée  à  l'opération  chirurgicale  nécessaire 
pour  mettre  à  nu  le  nerf.  Aussi  semble-t-il  étrange  qu'on  ait  pu 
vouloir  expliquer  tous  les  phénomènes  vitaux  par  l'électricité. 
Cependant,  dès  1848,  Du  Bois-Reymond  crut  avoir  démontré 
cette  théorie.  Dans  un  accès  d'enthousiasme,  il  s'est  même  éqrié 
«  qu'il  avait  réalisé  le  rêve  séculaire  des  physiciens  et  des  pby<^  ' 
siologistes  en  prouvant  l'identité  de  l'influx  électrique  et  de 
l'influx  nerveux  ».  Son  enthousiasme  baissa  depuis,  car  en  i866 
il  nie  cette  identité ,  mû  surtout  par  la  différence  de  vitesse  de 


propagation  des  deux  courants,  le  courant  électrique  s*élançant 
avec  une  vitesse  comparable  à  celle  de  la  lumière,  tandis  que  le 
courant  nerveux  marche  péniblement  avec  la  vitesse  de  nos 
trains  actuels. 

M.  Solvay  ne  s*est  pas  laissé  décourager  par  l'exemple  de  son 
prédécesseur.  Il  a  repris,  en  1887,  Tidée  du  professeur  de  Berlin. 
Même  enthousiasme  au  début,  car  il  ne  craignait  pas  de  dire 
alors  que  la  théorie  avait  •  l'absolue  certitude  »  que  peut  four- 
nir la  science  de  la  nature,  et  que  ses  adversaires  en  étaient 
réduits  à  «  imaginer  »  des  «  hypothèses  extrapbysiques  et 
abstraites  » ,  impossibles  à  soutenir  «  si  on  veut  rester  sérieux  » . 

En  1893,  dans  le  discours  distribué  au  banquet  d'inauguration 
de  son  Institut,  la  réflexion  Ta  fait  changer  de  ton,  et  il  avoue 
devoir  être  très  content  si  Ton  veut  bien  admettre  «  Télectricité 
comme  se  prêtant  h  une  solution  satisfaisante  du  problème,  à 
laquelle  il  parait  désirable  de  s'arrêter,  tout  au  moins  jusqu'à  ce 
que  l'avenir  nous  ait  révélé  l'existence  d'un  nouveau  mode  de 
transformation,  si  tant  est  qu'il  en  existe  • . 

C'est  qu'il  était  fort  difficile  d'expliquer  les  270  000  kilo- 
grammètres  fournis  par  un  ouvrier  en  un  jour  en  recourant  à  la 
pile  animale  supposée,  qui  ne  donnerait  qu'un  demi-milligramme- 
millimètre  par  seconde. 

M.  Solvay  renonce  même  à  assimiler  les  filets  nerveux  à  des 
fils  télégraphiques.  La  pile  supposée  serait  en  cfiet  très  sin- 
gulière, car,  par  une  anomalie  qui  intriguerait  fort  tous  les  élec- 
triciens, les  fils  conducteurs,  au  lieu  d'être  en  dehors  de  l'instru- 
ment, seraient  immergés  dans  la  pile  elle-même,  et  si  même 
dans  ces  conditions  étonnantes  on  obtenait  de  l'électricité,  elle 
choisirait,  contre  son  habitude,  les  voies  les  plus  résistantes  pour 
s'écouler. 

Il  est  ensuite  donné  lecture  du  résultat  des  élections  pour  le 
Bureau  et  le  Conseil. 

Sur  la  proposition  de  M.  Mansion,  des  remerciements  sont 
votés  à  M.  le  Président  sortant,  et  la  session  est  déclarée  close. 
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MÉMOIRES 


DE 

L'ADIIIM!iTIIÀTIO!\  HUmm  M  li  DIGITUE 

AUX  (WRDIAQl'ES  ET  AUX  BRIGHTIQUES 

PAR 

M.  le  D'  DBSPLATS 

rrofcsMT.ir  des  clinic])ie!(  médicales  À  la  Kaciihc  libre 

de  Lille. 


La  digitale  rond  les  plus  grands  services  chez  les  cardiaques 
atteints  d*hYposystoliey  que  les  troubles  soient  dus  b  Thyper- 
tension  veineuse  ou  à  Phypotension  artérielle. 

Son  action  est  d*autant  plus  prompte  que  Tadministration  a 
été  plus  précoce  et  la  dose  prescrite  mieux  appropriée. 

La  vérité  de  ces  propositions  est  connue  de  tous  les  prati- 
ciens; aussi  les  cardiaques,  susceptibles  de  présenter  des 
attaques  d*asystolie,  sont-ils  surveillés  avec  soin  et  se  tient-on 
prêt  à  leur  prescrire  le  précieux  agent  dés  que  baissera  la 
tension  artérielle  ou  que  se  manifesteront  des  signes  de  stase. 

Cette  pratique  de  tous  les  maîtres  me  parait  excellente  et  je 
me  suis  toujours  fait  un  devoir  de  la  suivre.  Il  me  semble, 
cependant,  qu*elle  peut  être  utilement  complétée.  Dans  de  nom- 
breux cas  que  j*ai  eu  Toccasion  de  suivre  pendant  longtemps, 
XX.  I 
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j*ai  été  amené  non  plus  à  combaitre  Tasystolie  déjà  établie,  mais 
à  la  prévenir,  et  cest  ainsi  que,  graduellement,  je  suis  arrivé  à 
prescrire,  systémaliquemeui,  aux  cardiaques,  dont  le  myocarde 
est  insudisant,  Tusage  coniinu  de  la  digitale.  Des  malades  qui 
avaient,  jusque-là,  de  véritables  crises  d*asyslolie  et  devaient  se 
condamner  à  un  repos  prolongé  plusieurs  fois  Tan,  ont  échappé 
à  cette  servitude  et  pn  continuer  sans  interruption  leurs  occupa- 
tions ordinaires.  Je  pourrais  en  citer  un  grand  nombre,  hommes 
ou  femmes,  de  touie  condition. 

La  raison  d'être  de  celte  pratique  est  Tncile  à  établir,  si  Ton 
considère  que  les  eiïets  de  Thyposystolie,  avant  d'être  apparents, 
se  sont  produits  sur  tout  le  système  vaseulaire  (artériel,  veineux, 
capillaire),  et  sur  tous  les  viscères,  dont  les  fonctions  sont  plus 
ou  moins  troublées.  Il  convient  donc,  si  Ton  veut  éviter  tous 
ces  troubles,  qui  deviennent  quelquefois  si  graves  (*i  si  persis- 
tants, de  prévenir  Thyposystolie  et  de  ne  pas  attendre  qu*ellese 
manifeste  par  ses  effets. 

C'est  ce  qu'on  fait  en  prescrivant  périodiquement,  à  des  inter- 
valles plus  ou  moins  rapprochés  suivant  les  cas,  la  digitale,  que 
l'on  doit  alors  donner  et  moins  longtemps  et  à  moins  haute 
dose,  puisqu'il  n'y  a  plus  qu*à  maintenir  et  non  à  rétablir 
l'équilibre  circulatoire.  Je  donne  d*ordinuire  la  digitale  pendant 
un,  deux  ou  trois  jours  toutes  les  semaines  ou  tous  les  dix  jours, 
mais  on  comprend  (|u'il  est  des  cas  où  l'administration  pourrait 
être  moins  fréquente. 

Ce  n'est  pas  seulement  chez  les  cardiaques  purs  que  j'ai 
obtenu  de  bons  elFcts  de  l'administration  périodique  de  la  digi- 
tale. J'en  ai  obtenu  chez  les  réno-cardiaques  ou  les  cardio-rénaux 
avec  albuminurie  permanente.  Je  ne  citerai  qu'un  exemple 
particulièrement  intéressant  parée  qu'il  m'est  fourni  par  un  cou- 
frère  et  qu'il  a  pu,  par  conséquent,  être  mieux  étudié.  Ce 
confrère,  qui  exerce  à  la  campagne,  est  de  très  grande  taille, 
emphysémateux,  et  a  61  ans.  Je  lui  ai  donné  des  soins  il  y  a  une 
douzaine  d'années  pour  une  pleurésie  qui  nécessita  plusieurs 
ponctions.  Il  y  a  trois  ans,  à  la  suite  de  grandes  fatigues  et  peut- 
être  d*une  attaque  d'influenza,  il  fut  pris  de  stase  pulmonaire. 
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4le  dyspnée,  de  cyanose  de  la  face,  d*œdème  des  membres  et 
d*oligurie.  Je  eonstatai  qu'il  avait  beaucoup  d'albumine  dans  les 
urines,  et  plusieurs  fois,  pendant  les  quatre  mois  que  dura  sa 
crise,  il  eut  des  signes  d'urémie.  Lentement,  par  Temploi  de 
moyens  appropriés,  et  surtout  grâce  à  la  digitale,  je  le  remis  sur 
pied,  et  il  put  reprendre  ses  fonctions  de  médecin  de  cam- 
pagne, qu'il  n'a  pas  interrompues  un  seul  jour  depuis  trois  ans  ; 
et  cependant  ses  urines  n'ont  pas  cessé  d*étre  très  albumineuses, 
son  poumon  est  toujours  emphysémateux,  son  cœur  dilaté  et 
menacé  d'hyposystolie. 

A  quoi  puis-je  attribuer  un  pareil  résultat?  Au  régime  dans 
lequel  le  lait  lient  une  grande  place,  et  à  l'usage  de  la  digitale 
qu*il  n'a  pas  cessé  de  prendre,  trois  fois  par  semaine,  depuis 
trois  ans.  Au  début,  ma  prescription  lui  parut  singulière  et  il 
hésitait  à  l'accepter.  Depuis  qu'il  en  a  constaté  les  bons  effets, 
on  ne  pourrait  l'y  faire  renoncer. 

Toutes  les  préparations  de  digitale  peuvent  donner  de  bons 
effets,  mais  je  donne  la  préférence  à  la  digitaline,  dont  les  effets 
sont  plus  sûrs  et  Tadministration  plus  facile  ;  et  parmi  les 
digitalines  diverses,  j'ai  toujours  recours  à  celle  d'Homolle  et 
Quévenne,  que  je  connais,  et  qui  me  donne  des  résultats  con- 
stants. L'expérience  m'a  amené  à  la  prescrire  à  des  doses  plus 
élevées  que  ne  le  disent  les  auteurs.  Je  ne  m'arrête  ni  à  1,  ni 
ù  !2,  ni  à  3  granules  par  jour.  Je  prescris  d'ordinaire  4,  5  et 
même  6  granules,  et  depuis  que  j*ai  cette  hardiesse,  les  résultats 
sont  plus  prompts  et  plus  constants.  Jamais  je  n'ai  constaté 
d'inconvénients. 

Pour  me  résumer  donc,  je  dirai,  en  terminant,  qu'il  y  a  lieu 
de  donner  aux  cardiaques,  qui  ont  eu  une  première  attaque 
d'asystolie,  la  digitaline  d'une  manière  périodique,  et  qu'il  ne 
faut  pas  attendre  pour  la  donner  que  les  accidents  se  soient 
reproduits  ou  même  menacent  de  se  reproduire. 
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TUBERCULOSE 

KT 

CURE  D'AIR  A  DOMICILE 

PAR 

M.  le  D'  Ach.  DUMONT. 


Je  n'ai  pas  rinlention  d  exposer  les  mille  et  un  détails  qui 
doivent  être  pris  en  sérieuse  considération  dans  rapplicalion  de 
la  cure  d*air  au  traitement  de  la  tuberculose  à  domicile.  On 
trouvera  dans  un  excellent  petit  livre,  publié  par  M.  Mœller  (*), 
les  indications  les  plus  précises  sous  ce  rapport.  Je  tiens  seule- 
ment à  vous  parler  d*un  cas  où  la  mise  en  œuvre  de  la  cure 
ifair  m*a  donné  un  résuluit  très  encourageant.  J  ai  fespoir  que 
mon  récit  vous  le  fera  considérer  comme  tel  et  vous  engagera 
peut-être  à  renouveler  cette  pratique  chez  vos  clients  tuber- 
culeux. 

M.  X...  est  issu  d'une  famille  dans  laquelle  la  tuberculose  n  a 
fait  aucune  victime  depuis  plusieurs  générations.  Son  père  a  suc- 
combé à  une  affection  gastrique,  sa  mère  est  très  bien  portante. 
Mais  lui-même  n'est  pas  vigoureux.  Depuis  longtemps  il  se 
plaint  de  troubles  digestifs,  d'inappétence,  mais,  à  vrai  dire,  son 
hygiène  laisse  énormément  à  désirer  ;  il  fume  beaucoup,  prend 
irrégulièrement  son  repos,  sort  par  tous  les  temps  et  se  nourrit 
d'une  façon  très  inégale.  Il  ne  tousse  pas,  dit-il;  il  se  fait  illusion 
^ur  ce  point,  je  l'ai  souvent  constaté,  et  il  ne  fait  appel  à  mes 
soins  que  pour  combattre  des  accès  de  flèvre  qui   le  saisissent 

(*)  La  Cure  d'air  chez  soi.  Société  belge  de  librairie,  1893. 
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chaque  jour  dans  Taprès-midi,  entre  S  et  5  heures,  et  laccablent 
beaucoup.  Nous  sommes  à  la  fin  d*octobre  1894.  Je  le  vois  deux 
fois  chez  lui  et  je  constate  que  son  poumon  droit  présente  dans 
sa  moitié  inférieure  des  râles  nombreux.  Le  sommet  droit  ne 
diffère  guère  du  sommet  gauche  et  parait  sain  comme  lui.  Du 
reste,  en  ce  moment  mon  intervention  doit  être  de  nul  effet. 
Avant  de  m'appeler,  le  malade  avait  décidé  de  se  rendre  à  Nice. 
Ses  préparatifs  de  voyage  étaient  faits  et  mes  deux  visites  n'éiaient 
pour  lui  que  l'occasion  de  recevoir  des  conseils  dont  il  n'allait 
bientôt  plus  se  souvenir.  Il  ne  me  donnait  d'ailleurs  pas  le  temps 
de  faire  l'analyse  de  ses  crachats.  Le  voilà  donc  parti  pour  Nice, 
soucieux  de  se  distraire,  bien  plus  que  de  se  soigner...  Il  arriva 
ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  Le  tuberculeux  qui  s'éloigne  des 
siens  dans  l'intention  de  cherchera  la  fois  le  soleil  elles  fêtes  court 
din*ciement  au  danger.  Et  ce  danger  est  inévitable,  quand  le 
malade,  ignorant  la  gravité  de  son  état,  croit  inutile  de  recourir 
aux  conseils  d'un  médecin.  Aussi  le  tuberculeux  fait-il  souvent 
mieux  de  rester  dans  son  pays,  même  si  le  climat  en  est  sévère, 
que  d'aller  sous  un  ciel  plus  clément  chercher  un  remède 
empoisonné  par  le  plaisir. 

D'un  autre  côté,  il  importe  que  le  médecin,  dès  qu'il  est  assuré, 
par  l'examen  bactériologique,  de  la  nature  tuberculeuse  de  la 
maladie,  ne  donne  pas  le  change  au  malade.  Nous  comprenons 
qu'il  agisse  ainsi  dans  une  affection  incurable,  dont  l'issue  est 
indépendante  de  la  volonté  et  de  la  coopération  du  patient,  le 
cancer,  par  exemple.  Mais  quand  la  marche  et  le  dénouement 
d'une  maladie  sont  liés  inséparablement  à  la  persévérance  et 
parfois  aux  héroïques  efforts  du  malade,  n'est-ce  pas  abuser  de 
sa  confiance  que  de  le  priver  des  grandes  ressources  dont  il  dis- 
pose pour  se  guérir?  Or,  ces  ressources,  cette  énergie,  il  ne  les 
mettra  en  œuvre  que  s'il  a  la  conviction  de  la  réalité  de  son  mal. 
C'est  cette  foi  qui  va  désormais  animer  toutes  ses  résolutions. 

Enfin,  nous  sommes  tellement  convaincu  de  la  nécessité  de 
la  direction  médicale  du  traitement,  que  nous  sommes  d'avis, 
quand  les  ressources  et  l'état  du  malade  lui  permettent  de  s'éloi- 
gner, de  l'envoyer  dans  un  sanatorium  bien  dirigé  plutôt  que 
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dans  un  hôiol  où  le  mnlacle  a  toute  latitude  d'échapper,  mcinc 
involontairement,  b  la  surveillance  du  médecin.  Dans  la  tubercu- 
lose, chaque  jour  apporte  son  contingent  d'indications  que  le 
médecin  du  sanatorium  saisira  au  bond  au  grand  profit  du 
malade. 

Voilà  donc  M.  X...  revenu.  «  Docteur,  me  dit-il,  je  ne  vais 
pas  mieux.  Je  crois  même  que  mon  voyage  m*a  fait  plus  de  mal 
que  de  bien.  Je  me  sens  très  fatigué,  j*ai  la  fièvre  tous  les  jours.  » 
El,  en  effet,  le  thermomètre  me  révéla  d  emblée  39",3.  Les  râles 
s'étaient  accumulés  <lans  le  poumon  droit,  mais  le  sommet  sem- 
blait encore  indemne. 

Je  fis  prendre  la  température  quatre  fois  par  jour,  car  il  est 
illusoire,  à  mon  avis,  de  se  croire  renseigné  sur  le  degré  de  fièvre 
si  on  se  contente  de  relever  la  température  le  matin  et  le  soir. 
8  heures  du  matin,  midi,  4  heures  et  8  heures  du  soir,  à  quelques 
minutes  près,  étaient  les  moments  choisis.  Je  dois  ajouter  que 
M'"*'  X...  a  secondé  avec  autant  de  ponctualité  que  dlntelligenee 
le  contrôle  du  médecin. 

Les  crachats  soumis  à  Texamen  microscopique  fourmillaient 
de  bacilles  tuberculeux,  et  du  15  au  ^4  janvier  les  températures 
atteignaient, dans  raprès-inidi,  39%  saufquelques  dixièmes  en  plus 
ou  en  moins,  et  le  poids  du  malade  resta  fixe  h  48  kilogrammes. 
L*alimentation  aussi  abondante  que  le  comportait  Tétat  des  voies 
digestives  compensait  donc,  mais  sans  bénéfice,  le  travail  de  désos- 
similation  accru  par  la  fièvre.  Jusque-là  nous  laissions  au  malade 
la  latitude  de  sortir  par  le  beau  temps,  une  demi-heure,  trois 
quarts  d*heure  au  plus.  Nous  avions  tort.  La  marche  entretient 
et  accroît  Tactivité  fébrile.  S*il  en  fallait  une  preuve,  nous  la  trou- 
verions immédiatement  dans  rinfluence  quVxerça  sur  M.  X...  le 
repos  absolu,  aidé  de  Paération  continue  b  laquelle  nous  Pavons 
soumis,  un  confrère  et  moi,  à  dater  du  24  janvier. 

A  partir  do  ce  moment,  et  jusqu'au  31  janvier,  si  j'en  excepte 
deux  jours  où  elle  atteignit  comme  limite  supérieure  38%3,  la 
température  ne  dépassa  pas  38%  et  en  huit  jours  le  malade  avait 
gagné  en  poids  750  grammes.  Il  pesait  48%750. 

Dans  les  huit  jours  qui  suivirent,  la  température  ne  dépassa 
guère  37%5  et  le  poids  s'éleva  à  4l^\250. 
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Dans  le  septénaire  suivant,  la  température  resta  sensiblement 
à  37*  et  le  poids  parvint  à  50\650  (voir  le  diagramme). 

Dès  lors  la  limite  supérieure  de  la  température  resta  définiti- 
vement à  37*et  les  pesées  donnèrent  les  chiffres  suivants  :  5r,6S0 
le  2i  février,  5i\900  le  28  février,  52S500  le  7  mars.  Nous 
avions  donc  obtenu  un  bénéfice  de  4S500  du  24  janvier  au 
7  mars,  c est-à-dire  en  six  semaines!  Ce  résultat  nous  permit 
de  ne  pas  regretter  la  décision  que  nous  avions  prise,  e*est-à-dire 
de  nous  être  opposés  au  départ  du  malade  pour  Davos  ou  Fal- 
kenstein.  Certes,  les  sanatoria  de  ces  deux  stations  m'inspirent 
la  plus  grande  confiance  dans  le  traitement  de  la  tuberculose. 
Mais  la  température  fébrile  que  j'avais  constatée  régulièrement 
chez  M.  X...,  nous  avait  fait  craindre  les  fatigues  d'un  long 
voyage.  De  plus,  nous  étions  au  cœur  d'un  hiver  des  plus  rigou- 
reux et  nous  redoutions  les  effets  désastreux  des  refroidissements. 
Je  ne  dois  pas  oublier  de  mentionner  ici  le  relevé  du  pouls.  Sa 
marche  a  été  parallèle  à  celle  de  la  température.  De  116  batte- 
ments au  début,  le  pouls  baissa  graduellement  j,usqu'à  80  l'après- 
midi  et  resta  de  bonne  heure  au-dessous  de  ce  chiffre  le  matin. 

Mais  j'ai  hâte  d'arriver  à  la  cure  d'air  proprement  dite.  Con- 
vaincu de  l'effet  favorable  qu'elle  devait  exercer  sur  l'état  de 
M.  X...,  nous  n'hésitâmes  pas  à  l'y  soumettre  dans  toute  sa 
rigueur,  malgré  la  sévérité  exceptionnelle  de  la  saison.  Le  jour, 
nous  disposions  d'une  grande  chambre  largement  éclairée  et 
tournée  vers  l'est.  Le  soleil  y  laissait  pénétrer  jusqu'à  midi  des 
rayons  sans  chaleur.  La  chambre  avait  la  forme  d'un  rectangle 
dont  le  foyer  occupait  l'un  des  petits  côtés  et  le  malade  le  côté 
opposé.  La  croisée  la  plus  proche  du  foyer  restait  largement 
ouverte  du  malin  au  soir,  tandis  que  M.  X...,  la  tète  couverte 
d'un  loque  de  fourrure,  le  corps  enveloppé  dans  une  chaude 
pelisse,  était  étendu  sur  une  chaise  longue.  Il  ne  se  ressentait 
pas  de  la  rigueur  du  froid  qui,  certains  jours,  se  chiffra  par 
—  17*  au  dehors,  tandis  que  le  thermomètre  placé  au-dessus 
de  la  tète  du  malade  atteignait  6*  à  peine.  Pendant  de  nombreux 
jours  de  février,  cette  température  de  6*  ne  put  être  dépassée 
dans  la  chambre  de  M.  X...,  malgré  l'ardeur  d'un  foyer  qui,  à 
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vrai  dire,  n'était  distant  que  d'environ  i'^fiO  de  la  fenêtre 
ouverte. 

La  nuit,  le  malade  occupait  seul,  car  on  ne  peut  admettre  de 
partager  en  pareil  cas,  une  chambre  située  au-dessus  de  la  pré- 
cédente et  d'un  cube  de  80  métrés  environ.  La  porte  de  com- 
munication entre  cette  chambre  et  la  chambre  voisine,  sise 
également  à  lest,  restait  largement  ouverte,  et  c'est  une  fenêtre 
de  celle-ci  qu'on  laissait  entre-baiilée  pendant  toute  la  nuit.  La 
meilleure  volonté  du  monde,  en  effet,  peut  être  trahie  pendant 
le  sommeil  par  des  mouvements  inconscients,  et  le  malade  être 
exposé  par  là  à  se  refroidir.  Il  serait  donc  imprudent  de  per- 
mettre à  Pair  extérieur  de  pénétrer  trop  directement  jusqu'au 
tuberculeux. 

Plus  de  six  semaines  se  passèrent  dans  ces  conditions  d'un 
repos  absolu  et  d'aération  continue.  Il  fallait  à  M.  X...,  habitué 
jusque-là  à  ne  point  connaître  d'entraves,  une  volonté  puissante, 
une  foi  vive  dans  l'efficacité  du  traitement  qu'il  suivait,  pour 
vaincre  l'impatience  si  naturelle  à  son  âge  (*).  Heureusement, 
comme  un  écolier  qui  a  bien  rempli  sa  (àche,  il  attendait  avec 
confiance  le  bulletin  hebdomadaire  de  ses  pesées,  et  nous  avons 
vu  plus  haut  que  tous  étaient  de  nature  à  soutenir  sa  persévérance. 

Vous  le  voyez,  Messieurs,  la  température  rigoureuse  de  l'hiver 
dernier  ne  nous  a  fait  reculer  en  rien  dans  l'application  d'une 
aération  continue.  Notre  unique  préoccupation  a  été  d'empêcher 
M.  X...  de  se  refroidir.  Car,  M.  Moeller  le  dit  excellemment, 
c'est  la  peau  qu'il  faut  garantir  contre  le  froid  et  nullement  la 
muqueuse  des  bronches. 

La  lutte  que  nous  avons  soutenue  contre  la  maladie  n'a  pas 
été  aussi  exempte  d'incidents  que  mon  récit  pourrait  vous  le  faire 
croire.  L'estomac,  qm'  est  souvent  un  point  très  faible  chez  les 
tuberculeux,  s'est  montré  plusieurs  fois  intolérant,  et  à  différentes 
reprises  aussi  nous  avons  dû  refréner  des  flux  diarrhéiques. 

Nous  avons  fait  usage  d'un  seul  médicament,  que  nous  avons 
prescrit  bien  plus  pour  soutenir  le  moral  du  malade  que  pour 

{')  Trente  ans. 
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répondre  à  noire  eonviction  personnelle.  Je  veux  parler  de  \i\ 
créosote.  Nous  la  donnions  en  capsules.  Mais  à  ceux  qui  croi- 
raient qu'un  autre  mode  d*administration  eût  été  préférable,  je 
répondrai  qu'après  avoir  faii  des  centaines  d'injections  hypoder- 
miques d'huile  créosotée,  je  ne  me  vois  pas  obligé  de  rexenir 
à  une  appréciation  plus  favorable  de  laction  de  la  créosote. 

Chose  curieuse!  Nous  avons  vu  les  phénomènes  fébriles  s'amé- 
liorer très  rapidement  et  disparaître  sous  rinfluence  du  traite- 
ment. Mais  les  phénomènes  stéthoscopiques  ne  se  sont  pas 
modifiés  parallèlement.  Les  deux  tiers  inférieurs  du  poumon 
droit  sont  restés  encombrés  de  râles  mu(|ueux.  L'expectora- 
tion a  cependant  diminué.  Le  vase  d'essence  de  térébenthine, 
mortel  pour  le  bacille  de  la  tuberculose,  recevait  chaque 
jour  deux  ou  trois  crachats  devenus  blancs.  L'analyse  n'en  a 
pas  été  faite  dans  les  derniers  temps.  Elle  nous  paraissait  d'ail- 
leurs ne  pas  valoir  les  constatations  favorables  que  nous 
présentait  l'état  général.  Mais  la  persistance  des  phénomènes 
stéthoscopiques,  malgré  l'amélioration  évidente  de  l'état  général, 
me  suggérait  une  comparaison  banale  :  quand  le  feu  a  cessé 
de  pétiller,  il  couve  encore  longtemps  sous  la  cendre,  prêt  à 
donner  de  nouvelles  flammes  quand  certaines  influences  viendront 
Tattiser. 

La  médication  ou  plutôt  le  traitement  nous  avait  procuré  de 
si  beaux  résultats,  la  volonté  de  M.  X...  s'était  montrée  si  puis- 
sante qu'il  nous  inspira  confiance  et  que  nous  crûmes  pouvoir 
maintenir  et  accroître  en  dehors  d'un  sanatorium  ce  que  nous 
avions  obtenu  sans  lui.  Le  printemps  était  arrivé  et  nous  en 
profitâmes  pour  envoyer  le  malade  passer  toute  la  bonne  saison 
dans  la  province  de  Liège,  à  une  altitude  de  400  mètres.  Cette 
hauteur  nous  semblait  bien  faite  pour  aflermir,  pendant  les  cha- 
leurs de  l'été,  les  bons  résultats  que  nous  avait  donnés  l'hiver. 
De  plus,  nous  considérions  qu'il  est  plus  facile  de  trouver  le 
calme  et  l'isolement  à  la  campagne  qu'aux  bords  de  la  mer  où 
les  plaisirs  et  les  relations  abondent  et  compromettent  l'influence 
lie  l'atmosphère  maritime,  si  bienfaisante  pourtant  en  pareils  cas. 
Six  mois  se  passent.  Je  perds  de  vue  mon  client  qui  ne  me 
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donne  pas  de  ses  nouvelles  el  qui  échappe  probablement  a  tout 
contrôle  médical. 

Je  viens  de  le  revoir;  il  ne  pèse  plus  que  48  kilogrammes. 
Qu*a-t-il  donc  fait?  Il  a  agi  avec  une  incroyable  inconséquence. 
Il  8*est  cru  guéri,  et  il  a  fait  (i  de  toutes  nos  prescriptions.  Il  a 
entrepris  de  très  nombreux  voyages  en  chemin  de  fer,  même  au 
loin.  A  deux  reprises,  il  s*est  promené  en  bicyclette  pendant 
une  heure,  et  Ton  sait  combien  le  cheval  d*acier  est  nuisible  aux 
tuberculeux.  Du  reste,  il  s'en  est  trouvé  tellement  surmené  qu'il 
lui  a  été  impossible  de  s'y  livrer  davantage.  Et  quand  il  restait 
chez  lui,  c*était  pour  s'occuper  d'études,  de  recherches,  de 
collections,  mais  pas  pour  respirer  Tair  vif  qui  baignait  !<a 
demeure. 

Il  a  donc  perdu  en  six  mois  par  la  chaleur  et  l'exercice  ce 
qu'il  avait  $[:agné  en  six  semaines  par  le  repos  et  Taération  con- 
tinue pendant  l'hiver.  La  fièvre  ne  l'a  cependant  pas  encore 
ressaisi.  Les  râles  du  poumon  droit  sont  rares,  mais  il  me  parait 
près  d*étre  de  nouveau  une  proie  toute  préparée  pour  la  tuber- 
culose, s'il  n'apporte  un  prompt  changement  à  son  genre  de  vie. 

L'influence  favorable  du  traitement  exprimée  plus  haut  en 
valeur  positive  s'était  donc  traduite  avec  non  moins  de  force 
dans  un  sens  négatif.  D'où  je  crois  légitime  de  conclure  que 
l'association  du  repos  et  de  l'aération  continue  peut  être  très 
salutaire  à  certains  tuberculeux,  mais  que  l'emploi  isolé  de  l'un 
de  ces  moyens  reste  sans  valeur.  Cette  conclusion  indique  sufli- 
samment  que  je  ne  considère  pas  ce  traitement  comme  capable 
de  modifier  favorablement  tous  les  cas  de  tuberculose  qui  y 
seront  soumis.  Le  succès  constant  n'est  le  propre  d'aucun 
remède.  Il  y  a  d'ailleurs  une  importante  distinction  à  faire. 
Elle  est  relative  à  la  période  où  en  est  arrivé  le  tuberculeux.  Le 
succès  sera  d'autant  plus  probable  que  cette  période  sera  moins 
avancée;  tandis  qu'il  est  des  plus  incertains  quand  la  fièvre  est 
devenue  continue,  e'est-à-dire  quand  la  tuberculose  a  fait  place 
à  la  phtisie. 
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RESUME. 

L*étiicle  bactériologique  des  angines  pseudo-membraneuses 
est  complexe;  elle  était  hier  une  question  purement  scienti- 
fique, ne  pouvant  intéresser  le  praticien  qu*au  point  de  vue  du 
pronostic;  elle  est  devenue  aujourd'hui  une  question  d'intérêt 
pratique,  indispensable  pour  guider  dans  Tapplicalion  du  traite- 
ment. 

Le  diagnostic  clinique  de  la  nature  d'une  angine  pseudo- 
membraneuse est  impossible  sans  le  secours  de  la  bactériologie  : 
telle  angine,  qui  cliniquement  est  une  angine  herpétique  type, 
se  montre  par  la  bactériologie  une  angine  diphtérique  pure,  et 
telle  autre  qui  parait  nettement  diphtérique  nVst  après  examen 
bactériologique  qu'une  angine  à  streptococque.  On  peut  dire,  en 
chiffres  ronds,  que  50  */«  des  angines  pseudo-membraneuses  ne 
sont  pas  dues  au  bacille  de  Loefller. 

Dans  la  plupart  de  ces  cas,  on  rencontre  le  coccus  de  Brisou, 
qui  est  très  fréquent,  le  siaphylococque  ou  le  pneumococque, 
qui  sont  plus  rares;  ce  sont  là  les  angines  pseudo-membraneuses 
non  diphtériques,  légères,  bénignes,  facilement  curables. 

A  côté  de  ces  microbes,  on  en  rencontre  d'autres,  en  particu- 
lier le  streptococque,  que  l'on  trouve  très  fréquemment  (vingt- 
quatre  fois  sur  vingt-quatre  cas,  d'après  Veillon),  et  qui  peut 
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donner  naissance  à  des  angines  pseudo-membraneuses  très  graves. 
Il  est  I*agent  pathogène  presque  exclusif  des  angines  pseudo- 
membraneuses précoces  de  la  scarlatine,  tandis  que  les  angines 
tardives,  secondaires  à  cette  maladie,  sont  ordinairement  causées 
par  le  bacille  de  LoeflQer.  Cette  règle  souffre  cependant  quelques 
exceptions. 

A  côté  de  ces  microbes  classiques  pour  ainsi  dire  des  angines 
pseudo-membraneuses,  on  peut  rencontrer  des  microbes  plus 
rares. 

Tessier,  puis  Troisier  et  Achalme,  ont  cité  chacun  un  cas  d'an- 
gine pseudo-membraneuse  due  au  Saccharomyces  albicans^  t**est- 
à-dire  à  la  levure  qui  produit  le  muguet. 

Nous  avons  eu  nous-méme  l'occasion  d*en  étudier  un  cas 
récemment  où  langine  avait  pu  en  imposer  pour  une  diphtérie  à 
deux  cliniciens  très  experts.  Deux  enfants  de  la  même  famille 
furent  pris  presque  en  même  temps,  ce  qui  montre  que  cette 
angine  peut  même  être  contagieuse. 

Dans  Texsudal,  nous  avons  trouvé  un  grand  nombre  de  cellules 
de  levure  et  quelques  microbes.  Les  cultures  sur  sérum  ont 
donné  naissance  après  vingt-quatre  heures  d*éiuve  exclusivement 
à  la  forme  levure.  Les  cultures  en  série  sur  divers  milieux  nous 
ont  montré  qu*il  s'agissait  bien  là  du  Saccharomyces  albicans, 

Vernet,  dans  sa  thèse  (Lyon,  1895),  a  étudié  une  auto«observa- 
tion  d'angine  pseudo-membraneuse  non  diphtériiique.  Les  symp- 
tômes généraux  sont  assez  peu  accentués,  mais  les  fausses  mem- 
branes persistent  plusieurs  mois  malgré  tous  les  traitements 
locaux.  Cette  angine  était  due  à  un  gros  bacille,  non  encore  décrit, 
qui  était  pathogène  pour  les  animaux. 

Dans  deux  cas  nous  avons  rencontré  aussi  des  bacilles  spé- 
ciaux; une  fois  chez  un  adulte  nous  avons  trouvé  à  Tétat  de 
pureté  un  bacille  que  nous  n'avons  pas  encore  suflisamment  étu- 
dié et  que  nous  décrirons  plus  en  détail  à  une  autre  occasion. 
Ce  n'est  en  tout  cas  aucun  des  bacilles  signalés  jusqu'à  présent 
dans  les  angines  pseudo-membraneuses,  et  par  certains  côtés  il 
pourrait  dérouter  les  chercheurs  et  en  imposer  à  première  vue 
pour  le  bacille  de  LoeflQer. 
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Le  bacille  de  la  diphtérie  aviaire  est  aujourd'hui  considéré 
comme  distinct  du  bacille  de  Loefiler;  mais  cependant,  dans  cer- 
tains cas  assez  rares,  les  oiseaux  peuvent  communiquer  leur 
affection  è  Thomme  qui  prend  une  angine  pseudo-membraneuse 
pariiculièrcy  comme  Loir  et  Duclaux  en  ont  cité  un  exemple 
remarquable  dans  les  Annales  de  l'Institut  Pasteur. 

ËnHn,  dans  les  angines  pseudo-membraneuses  non  diphté- 
riques, on  peut  encore  citer  certains  cas  causés  par  le  bacille 
pseudo-diphtéritique  que  Ton  rencontre  le  plus  souvent  à  Téiat 
d*associaiion. 

Les  auteurs  sont  d*ailleurs  à  peu  près  unanimes  nujourd*hui 
pour  identifier  ce  bacille  au  bacille  de  Loefller.  Ce  serait  le 
bacille  de  Loefller  à  Téiat  d*atténuation  extrême,  par  suite  inof- 
fensiC.  Mais  il  faut  se  mettre  en  garde,  car  ce  bacille  peut  très 
bien  regagner  sa  virulence  perdue  dans  des  conditions  que  nous 
ne  connaissons  pas;  une  de  ces  conditions  parait  être  Tassocia- 
tion  avec  d'autres  microbes,  en  particulier  avec  le  streptococque. 

Les  autres  angines  pseudo- membraneuses  sont  de  nature 
diphtérique  et  causées  par  le  bacille  de  Loefller.  On  peut  décrire 
trois  formes  à  ce  bacille  :  les  formes  longue,  moyenne  et  courte. 
La  diphtérie  parait  d'autant  plus  grave  que  le  bacille  est  plus 
long  et  qu'il  a  plus  de  tendance  à  abandonner  son  mode  de 
groupement  particulier  en  petites  séries  de  bacilles  disposés 
parallèlement  les  uns  aux  autres. 

La  bactériologie  nous  montre  encore  que  la  diphtérie  peut 
être  pure  ou  associée.  Le  bacille  de  LoetHer  peut  être  associé  au 
coccus  de  Brisou,  au  staphylococque,  au  pneumococque,  au  coli- 
bacille, aux  sarcines,  au  streptococque.  Les  associations  les  plus 
fréquentes  sont  celles  avec  le  Brisou  et  le  stn^ptococque. 

La  diphtérie  associée  et  surtout  la  diphtérie  avec  association 
streptococcienne  est  plus  grave  que  la  diphtérie  pure. 

Les  recherches  expérimentales,  en  particulier  les  recherches 
récentes  de  Bernheim,  nous  montrent  également  que  chez  les 
animaux  Tinfection  expérimentale  par  le  Loefller  associé  au 
streptococque  est  plus  grave.  Cette  symbiose  augmente  la  viru- 
lence du  bacille  de  Loefller. 
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(irâce  à  la  sérothérapie  anlidiphtérique,  dont  on  a  trop  exa- 
géré les  accidents,  la  mortalité  diphtérique  est  tombée,  d'après  les 
statistiques  parisiennes  et  celles  de  Behring  pour  Berlin,  de  50  à 
15  ""lof  et  même,  quand  le  traitement  est  entrepris  dans  les  qua- 
rante-huit premières  heures,  au-dessous  de  5  */o. 

Le  diagnostic  bactériologique  est  donc  indispensable  pour 
nous  fixer  sur  la  nature  d*une  angine  pseudo-membraneuse  et 
pour  nous  guider  dans  le  traitement.  Car,  s'il  est  inutile  d'expo- 
ser aux  accidents  postsérothérapiques  des  enfants  qui  n'ont  pas 
la  diphtérie,  il  ne  faut  pas  hésiter  à  traiter  par  le  sérum  et  à 
traiter  de  bonne  heure  les  enfants  atteints  de  diphtérie  :  ces 
nccidenis  ne  sont  qu'éventuels  et  souvent  bénins,  tandis  que  les 
dangers  de  l'intoxication  diphtérique  sont  certains  et  toujours 
graves. 

Les  angines  qui  résistent  à  ce  traitement  sont  les  angines  où 
le  bacille  de  Loeiller  est  assorié  au  sireptococque,  de  même  que 
les  angines  pseudo-membraneuses  graves  non  diphtériques  sont 
également  dues  nu  streptoeocque. 

Si  nous  possédions  un  remède  spéciûque  analogue  au  sérum 
antidiphtérique  pour  combattre  l'infection  streptococcique,  nous 
serions  enfin  armés  pour  parer  à  ces  accidents  redoutables. 

En  ce  moment  Marmorek  fait  des  recherches  à  l'Institut  Pas- 
teur sur  la  sérothérapie  antistreptococcique.  Ce  remède  n'est 
pas  encore  trouvé,  mais  les  résultats  sont  encourageants,  et  bien- 
tôt peut-être  pourrons-nous  remercier  à  nouveau  ce  grand 
savant,  ce  mort  d'hier  tant  regretté,  le  bon  Monsieur  Pasteur, 
qui  ne  cessera  pas  de  soulager  Thumanité  en  inspirant  encore 
ses  élèves  qui  ne  demandent  qu'à  être  ses  continuateurs. 
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NODULES  DE  lAJPUS  ISOLES 

PAR  i.A  i)ila(:i^:rati()n 

SUIVIE  D'APPLICATIONS  DE  CHLORURE  DE  ZINC 

PAR 

M.  le  D"^  I^éon  DERVILLE 

Profcs-ciir  Aiippléaiit  .t  rrnivrrs'i*  catlioliijue  de   Fjlle. 


Les  tubercules  de  lupus  se  montrent  le  plus  souvent  agglo- 
mérés, réunis  en  plaques  de  formes  et  de  dimensions  variables. 
Il  n*est  pas  rare  cependant  de  rencontrer  des  nodules  lupiques 
isolés.  Ce  sont  de  véritables  points  d'attaque  de  la  maladie  ;  tout 
petits  d'abord,  ils  ne  tarderont  pas  à  s'étendre,  et  il  importe  de 
les  détruire  complètement  alors  que  leur  volume  ne  nécessite 
qu'une  intervention  limitée. 

Ces  tubercules  isolés  s'observent  dans  trois  circonstances 
principales  : 

1*  On  peut  les  rencontrer  autour  des  foyers  lupiques,  à  une 
certaine  distance  de  ces  foyers  avec  lesquels  ces  nodules  erra- 
tiques ne  tarderont  pas  à  se  confondre; 

S*  On  les  observe  aussi  sur  les  cicatrices  d'anciens  lupus  ;  ce 
sont  alors  des  tubercules  de  récidive,  apparaissant  en  plein  tissu 
de  cicatrice  ; 

3*  Enfin,  ils  se  montrent  encore  sur  les  plaques  de  lupus 
traitées  par  les  scarifications,  et  ils  représentent  alors  les  derniers 
vestiges  de  la  maladie,  qu'il  est  indispensable  de  faire  dispa- 
raître pour  obtenir  une  guérison  durable. 
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Pour  combatlre  ces  productions  isolées  et  très  petites  de  la 
tuberculose  cutanée,  les  cautérisations  avec  une  pointe  fine  de 
tiiermo-  ou  de  galvano-cautère  peuvent  rendre  les  plus  grands 
services,  mais  on  se  heurte  quelquefois  à  la  résistance  des 
malades  qui  refusent  absolument  toute  intervention  ignée. 

Les  scarifications  et  le  raclage  à  la  curette  tranchante  ne  sont 
guère  applicables  que  pour  les  tubercules  isolés  du  premier 
groupe.  Pour  ceux  du  deuxième  et  du  troisième  groupes, 
entourés  de  toutes  parts  de  tissu  cicatriciel  fibreux,  dur,  résis- 
tant, et  souvent  aussi  d*un  volume  très  petit,  ces  interventions 
sont  moins  aisées.  Le  scarificateur  ne  peut  manœuvrer  faci- 
lement dans  un  espace  aussi  restreint  et  le  raclage  est  très 
difficile,  puisque  la  curette  ne  peut  pénétrer  jusqu^au  fond  de  la 
lésion;  elle  est  arrêtée  par  le  tissu  fibreux  périphérique. 

Dans  ces  cas,  je  me  suis  bien  trouvé  d*une  intervention  à 
laquelle  je  donnerai,  si  vous  le  voulez,  le  nom  de  dilacération, 
et  que  je  fais  suivre  d'une  application  de  chlorure  de  zinc  pur, 
cristallisé,  qui  complète  la  destruction  du  tissu  morbide. 

Voici  le  procédé  opératoire.  J'introduis  dans  le  milieu  du 
tubercule  un  scarificateur  en  forme  de  fer  de  lance  (le  scarifica- 
teur de  Vidal),  assez  allongé  et  assez  étroit,  et  je  Penfonce 
jusqu'à  ce  que  je  le  sente  arrêté  par  le  tissu  cicatriciel  qui 
entoure  le  nodule  lupique.  Je  lui  imprime  alors  un  mouvement 
de  rotation  assez  rapide;  cette  manœuvre  est  facilitée  par  la 
forme  du  manche  de  l'instrument  dont  la  coupe  représente  un 
hexagone.  Cette  petite  intervention  est  achevée  en  moins  de 
temps  qu'il  n'en  faut  pour  la  décrire;  elle  déchire  le  tissu 
tuberculeux;  elle  en  enlève  même  souvent  des  fragments  qu'on 
retrouve  sur  l'une  ou  l'autre  face  du  scarificateur.  Cet  instru- 
ment, employé  de  cette  façon,  agit  donc  non  seulement  en  dila- 
cérant  les  tissus  malades,  mais  encore  en  enlevant  une  partie  de 
ces  tissus  h  la  façon  de  la  curette  tranchante. 

Ce  premier  acte  de  l'intervention  étant  achevé,  on  introduit 

dans  la  petite  cavité  ainsi  creusée  un  petit  cristal  de  chlorure  de 

zinc,  et  on  le  fait  pénétrer  au  moyen  de  la  lame  du  scarificateur 

appliquée  à  plat.  On  connaît  Faction  de  ce  sel  sur  les  tissus 

XX.  2 


3  —  4«  — 

tuberculeux  et  l'influence  curatrice  qu*il  exerce  par  ses  pro- 
priétés sclérogènes.  A  peine  le  fragment  caustique  a-t-il  été 
introduit,  Thémorragie  s'arrête  et  on  voit  se  former  au  point 
dilacéré  une  petite  tache  noire,  entourée  d'un  cercle  blanchâtre, 
une  petite  escarre.  Celle-ci  se  desséche,  forme  une  croûte  qui 
recouvre  la  lésion  et  sous  laquelle  se  fait  la  cicatrisation.  Cette 
croûte  tombe  ordinairement  du  dixième  au  quinzième  jour,  et 
ne  laisse  comme  trace  qu'une  macule  rougeàtre. 

Cette  intervention  présente  certains  avantages  et  aussi  quelques 
inconvénients. 

Commençons  par  ces  derniers.  Le  chlorure  de  zinc  laisse  des 
cicatrices  souvent  inégales,  irrégulières,  saillantes.  C'est  là  un 
inconvénient  de  peu  d'importance  sur  les  parties  couvertes, 
mais  qui  peut  entraîner,  sur  la  figure  notamment,  des  diffor- 
mités que  nous  devons  éviter.  On  pourrait  donc  se  borner  à  ne 
l'employer  que  sur  les  parties  couvertes,  et  il  pourrait  encore 
rendre  de  grands  services.  Mais  je  crois  qu'on  peut  y  avoir 
recours  pour  la  figure,  et  si  la  cicatrice  est  un  peu  irréguliére, 
quelques  séances  de  scarification  la  remettront  de  niveau. 

Un  autre  inconvénient  du  chlorure  de  zinc  réside  dans  l'action 
sclérogènc  si  utile  de  ce  médicament.  Le  tissu  de  sclérose,  en  se 
ratatinant,  peut  amener  un  rétrécissement  des  orifices  naturels  ; 
aussi,  pour  les  lupus  développés  au  voisinage  de  la  bouche  ou  du 
nez,  je  crois  préférable  d'avoir  recours  à  d'autres  interventions, 
sauf  le  cas  de  plaque  lu  pique  très  petite. 

Quant  aux  avantages  de  ce  mode  de  traitement,  ce  sont  les 
suivants  : 

1*  L'intervention  est  peu  douloureuse.  Les  malades  la  sup- 
portent très  bien.  J'ai  soigné  de  cette  façon  sans  choroformi- 
salion,  sans  anesthésie  locale,  des  enfants  de  7  à  10  ans,  et  je  n'ai 
guère  éprouvé  de  leur  part  de  résistance  ; 

2*  Elle  n'entrave  pas  les  malades  dans  leurs  occupations. 
L'opération  ne  laisse  que  quelques  croûtes  sur  la  figure;  il  ne 
faut  pas  de  pansement.  Les  malades  peuvent  vaquer  entièrement 
à  leurs  affaires; 

3'  Enfin  ce  mode  de  traitement  agit  rapidement.  Il  n'est 
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pas  rare  de  voir  un  petit  nodule  détruit  dés  la  première  inler- 
venlion  et  remplacé  par  un  tissu  de  sclérose  qui  en  se  rétractant 
ne  peut  avoir  que  la  plus  heureuse  influence  sur  les  tissus 
voisins. 

Je  ne  voudrais  cependant  pas  vanter  outre  mesure  Tefficacilé 
de  ce  traitement.  La  guérison,  après  une  seule  intervention,  ne 
peut  être  espérée  que  lorsqu^il  s*agit  de  nodules  superficiels  et 
peu  étendus.  Pour  les  autres,  il  est  indispensable  de  les  traitera 
nouveau,  et  souvent  à  plusieurs  reprises.  En  général,  il  faut 
attendre  quinze  jours  avant  de  tenter  une  nouvelle  intervention. 
Au  bout  de  ce  laps  de  temps  seulement,  les  croûtes  sont  tombées 
ou  se  détachent  aisément,  «et  on  peut  pratiquer  une  nouvelle 
dilacéralion  et  une  nouvelle  cautérisation. 

Je  crois  donc  que  cette  dilacération  suivie  de  cautérisation, 
lorsqu'elle  est  employée  avec  prudence,  dans  les  cas  que  j*ai 
spécifiés  au  début,  peut  être  de  quelque  utilité  dans  la  pra- 
tique. Elle  peut  abréger  et  rendre  tolérable  la  fin  d*un  trai- 
tement quelquefois  très  long  et  par  là  devenu  à  charge  aux 
malades,  et  aussi  enrayer  rapidement  la  récidive  sur  place  du 
lupus. 
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TROUBLES  TROPHIQUES  GRAVES 

DU    MEMBRE    INFÉRIEUR 

CONSÉCUTIFS  k  UN  TRAIMATISME 


PAR 
les     Dr*    de:     BUOIC     ot     DTC     MOOFi 


Depuis  que  Gharcot  a  attiré  ratlention  sur  les  artliropailiies 
neuro-spinales,  on  a  publié  de  nombreuses  observations  relatives 
aux  (roubles  irophiques  articulaires  et  osseux  que  peuvent  pré- 
senter les  malades  atteints  de  certaines  affections  médullaires. 
CVst  surtout  dans  le  tabès  et  la  syringomyélie  que  des  accidents 
de  cette  nature  ont  élé  signalés;  il  n'existe  pas  dans  la  littérature 
médicale,  i  notre  connaissance,  de  relation  de  troubles  trophiques 
analogues  survenus  à  la  suite  d'une  lésion  traumatique  d'un 
nerf.  Celle-ci  peut  cependant  donner  lieu  à  des  accidents  de  cet 
ordre,  comme  le  démontre  Tobservation  suivante  qui,  à  ce  point 
de  vue,  nous  a  paru  présenter  un  certain  intérêt. 

Dominique  V.  d.  S.,  de  Meirelbcke,  41  ans,  est  amené  à  Tin- 
stilut  médico-chirurgical  de  Gendbrugge  le  17  avril  1895.  Il  est 
marié  et  père  de  deux  enfants  bien  portants.  Ses  parents  sont 
morts  du  choléra.  Jamais  il  n'a  été  malade  avant  le  début  de 
Taffection  actuelle.  Au  mois  d'août  1894,  à  la  suite  d'un  violent 
traumatisme  agissant  à  la  région  postérieure  de  la  cuisse  droite, 
il  ressentit  une  vive  douleur  dans  le  membre  atteint.  La  jambe 
gonfla  rapidement,  mais  malgré  la  gène  qu'il  éprouvait,  il  put 
continuer  son  travail.  Les  accidents  s'aggravèrent  progressive- 
ment et  le  forcèrent  h  cesser  le  travail  huit  jours  avant  son  entrée 
à  l'hôpital. 
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Au  moment  de  rentrée,  le  malade  présente  une  tuméfaetion 
considérable  du  membre  inférieur  droit.  Celle-ci  porte  principa- 
lement sur  le  genou,  qui  affecte  une  forme  en  fuseau  régulière. 
Les  mensurations,  pratiquées  comparativement  sur  le  membre 
malade  et  sur  le  membre  sain,  donnent  : 

Membre  Membre 

malade. 


Circonférence  du  genou 56.5  centim.  36.0  centim. 

—  au-dessus  du  genou.  .  .  .  56.0  —  53.5  — 

—  immédiatement  au-dessous 

du  genou 51.0  —  32.0  — 

—  au-dessous  de  la  tumeur.  .  46.0  —  30.5  — 

—  de  la  cuisse  au-dessous  du 

irochanter 52.5  —  46.0  — 

Au  palper,  la  tuméfaction  du  genou  est  dure,  de  consistance 
osseuse.  Le  tibia  semble  hypertrophié  sur  la  plus  grande  partie 
de  son  étendue.  Depuis  le  pied  jusqu*en  haut  de  la  cuisse,  on 
constate  un  empâtement  dur,  dans  lequel  le  doigt  a  peine  à  pro- 
duire une  dépression.  Il  existe  un  épanchement  dans  la  bourse 
prérotulienne.  Une  mobilité  anormale  existe  au  niveau  de  farti- 
culaiion  du  genou  :  on  arrive  sans  effort  à  mettre  la  jambe  en 
hyperextension  sur  la  cuisse,  les  deux  segments  formant  un  angle 
obtus  ouvert  en  avant  (genu  reciuvatum).  En  outre  on  constate 
une  mobilité  anormale  au  niveau  de  Tarticulaiion  coxo- fémorale. 
Dans  la  région  inguinale  on  trouve  de  nombreux  ganglions;  ceux 
du  côté  de  la  lésion  sont  surtout  volumineux  et  peuvent  être 
poursuivis  jusque  dans  le  bassin. 

Le  malade  n*accuse  aucune  douleur  au  niveau  du  membre 
malade.  G*est  par  suite  de  findolencedes  parties  atteintes  que  le 
malade  n'a  guère  attaché  d'importance  aux  accidents  qu'il  pré- 
sente; en  effet,  il  n*est  allé  consulter  le  médecin  qu*environ 
neuf  mois  après  le  début  de  son  affection,  et  cela  à  cause  de 
rimpotence  fonctionnelle  qui  était  survenue. 

Rien  d'anormal  du  côté  des  poumons,  du  cœur  et  du  foie;  les 
urines  sont  également  normales. 

L'état  général  du  malade  est   peu   satisfaisant  :   il  semble 
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exister  une  cachexie  assez  avancée  bien  que  Tappétit  soit  resté 
bon. 

L^ensemble  des  symptômes  que  nous  venons  de  décrire  auto- 
risait le  diagnostic  de  processus  néoplasique  de  nature  maligne. 
M.  le  professeur  Soupart, qui  voulut  bien  examiner  notre  malade, 
conclut  comme  nous  à  Texistence  d*un  ostéosarcome  ayant  déjà 
envahi  la  majeure  partie  du  fémur  et  donné  lieu  à  des  métastases 
ganglionnaires. 

Malgré  le  faible  espoir  que  nous  laissait  retendue  du  mal, 
nous  résolûmes  de  faire  bénéficier  le  malade  de  la  seule  chance 
de  salut  qui  lui  restât  :  la  désarticulation  de  la  cuisse  fut  décidée 
et  pratiquée  sous  chloroforme  le  21  mai  1895.  A  notre  grand 
étonnement,  voici  ce  qu'il  nous  fut  donné  d  observer. 

Au  niveau  de  la  tète  fémorale  il  existait  une  fracture  intracap- 
sulaire  à  bouts  libres,  sans  tendance  à  la  régénération.  Le  périoste 
s^arrétait  à  une  certaine  distance  des  surfaces  libres,  lisses  et 
excavées,  des  deux  fragments  osseux.  Dans  Pespace  délimité  par 
la  double  concavité  osseuse  il  y  avait  un  amas  de  granulations. 

L  articulation  du  genou  était  fortement  altérée.  Il  n'existait  pas 
trace  de  tumeur.  La  cavité  articulaire  renfermait  un  exsudât 
séreux  de  couleur  citrine.  Le  cartilage  articulaire  était  fortement 
corrodé  par  endroits;  par  contre,  en  d'autres  points,  le  tissu 
osseux  s'était  considérablement  hypertrophié.  Les  tissus  de  la 
cuisse  furent  trouvés  fortement  infiltrés. 

En  présence  de  ces  constatations,  Tenlèvement  des  ganglions 
tuméfiés  fut  jugée  inutile.  L'avenir  nous  donna  raison,  car  peu 
de  temps  après  l'opération,  dont  les  suites  furent  excellentesi  les 
ganglions  inguinaux  avaient  repris  à  peu  près  leur  volume 
normal. 

Dans  le  but  de  nous  éclairer  sur  la  nature  des  lésions  pré- 
sentées par  notre  malade,  des  fragments  de  muscle,  de  cartilage 
articulaire,  et  de  moelle  osseuse  furent  fixés  dans  le  sublimé  et 
dans  la  liqueur  chromoacétique.  Les  fragments  de  cartilage 
altéré  furent  décalcifiés  auparavant  par  l'acide  chlorhydrique 
dilué.  Au  moment  de  l'opération,  nous  ne  soupçonnions  mal- 
heureusement pas  encore  la  nature  des  lésions  qu'il  nous  était 
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donné  d  observer  ;  c^esl  ce  qui  explique  pourquoi  nous  n*avons 
pas  songé  en  ce  moment  i  fixer  égalemeni  le  nerf,  dont  Texamen 
histologique  nous  eût  probablement  permis  de  constater  les 
lésions. 

L*examen  microscopique  des  coupes  nous  montra  une  altéra- 
lion  manifeste  des  muscles  et  du  cartilage  articulaire;  quant  à 
la  moelle  osseuse,  elle  ne  parut  pas  altérée. 

Les  fibres  musculaires,  dissociées  par  le  liquide  de  Pœdème 
qui  infiltrait  le  muscle,  sont  fortement  atrophiées  en  maints 
endroits;  en  outre,  on  remarque  en  divers  points  des  lésions 
dégénératives,  la  fibre  perdant  sa  striation  et  prenant  un  aspect 
granuleux  des  plus  nets. 

Le  cartilage  articulaire  présente  également  des  lésions  destruc- 
tives. On  voit  par  places  le  tissu  cartilagineux  se  résoudre  en 
une  masse  granuleuse  qui  renferme  encore  quelques  noyaux 
fixant  mal  les  matières  colorantes.  Au  voisinage  de  certains  Ilots 
de  cartilage  en  voie  de  destruction,  on  peut  voir  de  petits  amas 
de  granulations  pigmentai res  jaunâtres;  on  y  constate  aussi 
lexistence  d'un  tissu  ostéolde  de  nouvelle  formation  dont  les 
cellules  fusiformes  et  étoilées  sont  anastomosées  entre  elles.  Par 
endroits  les  coupes  montrent  qu'il  s*est  formé  un  tissu  fibreux 
jeune,  richement  vascularisé,  dans  lequel  on  rencontre  en  cer- 
tains points  des  épanchements  sanguins  considérables. 

Telles  sont  les  principales  altérations  que  révèle  Texamen  de 
nos  coupes;  nous  nous  proposons  de  les  étudier  ultérieurement 
avec  plus  de  détails  et  d*interpréter  les  modifications  constatées. 

L'observation,  que  nous  venons  de  relater  avec  quelques 
détails,  montre  suffisamment  qu'il  s'agissait  chez  notre  malade 
de  lésions  trophiques  graves  consistant  en  arthropathie,  fracture 
spontanée,  atrophie  musculaire  et  œdème  dur,  lésions  dévelop- 
pées à  la  suite  d'un  traumatisme.  Celui-ci  doit  avoir  porté  sur  le 
nerf  sciatique,  vu  l'endroit  où  le  coup  a  été  reçu.  L'arthropathie 
du  genou  présente  bien  tous  les  caractères  que  l'on  rencontre 
habituellement  dans  les  lésions  articulaires  survenant  au  cours 
du  tabès  et  de  la  syringomyélie.  Le  début  brusque,  l'indolence, 
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les  caractères  particuliers  de  Toedème,  la  destruction  du  cartilage 
articulaire  et  de  la  synoviale,  répanchement  séreux  articulaire, 
latrophie  des  muscles  périarticulaires,  la  prolifération  du  tissu 
osseux,  Tabsence  d*accidents  inflammatoires,  constituent  un 
ensemble  de  symptômes  caractéristique  pour  cet  ordre  d'acci- 
dents et  se  retrouvent  chez  notre  malade.  C'est  encore  à  un 
trouble  trophique  qu'il  faut  attribuer  la  fracture  intracapsulaire. 
Celle-ci  n'éuit  certes  pas  immédiate,  comme  le  démontrent  suf- 
fisamment la  non-interruption  du  travail  et  Tabsence  de  douleur 
à  ce  niveau.  Elle  s'est  préparée  de  longue  main  et  ne  s'est  pro- 
bablement produite  qu'au  moment  où  le  malade,  devenu  impo- 
tent, s'est  adressé  au  médecin. 

A  quelle  cause  faut-il  attribuer  les  troubles  trophiqucs  obser- 
vés chez  notre  malade  ?  On  ne  saurait  raisonnablement  contester 
l'existence  d'une  relation  causale  entre  le  traumatisme  du  nerf 
et  les  accidents  survenus  à  sa  suite.  Il  est  probable,  bien  que 
nous  ne  puissions  malheureusement  pas  donner  la  preuve  ana- 
tomique  du  fait,  que  le  traumatisme  du  sciatique  a  eu  pour  con- 
séquence une  altération  de  ses  Gbres  nerveuses.  Or,  le  cylindre- 
axe  formant  avec  sa  terminaison  et  sa  cellule  centrale  une  unité 
neuronique,  il  est  rationnel  d'admettre  qu'une  lésion  portant  sur 
une  partie  du  neurone  produit  l'altération  du  neurone  dans  sa 
totalité.  Une  communication  toute  récente  de  Sadowsky  à  la 
Société  de  Biologie  (séance  du  28  murs  1896)  justifie  d'ailleurs 
pleinement  cette  manière  de  voir.  Cet  expérimentateur  a  pu 
constater  que  la  compression  mécanique  du  nerf  sciatique  pro- 
duit des  altérations  dans  les  cornes  postérieures  et  antérieures 
(cellules  du  groupe  postéro-latéral).  D'ailleurs  les  faits  cliniques 
confirment  également  cette  interprétation  ;  car  il  n'existe  aucun 
exemple  d'une  lésion  du  nerf  périphérique  qui,  en  l'absence  de 
toute  altération  médullaire,  ait  donné  lieu  à  des  arthropalhies 
analogues  à  celles  du  tabès.  Nous  n'en  voulons  comme  preuve 
que  le  passage  suivant,  extrait  d'une  étude  magistrale  sur  les 
arthropalhies  (René  VEKHOOOEfi^  Les  Arlhropathies  neuro-êpinales; 
in  Journal  médical  de  Bruxelles,  n"  8,  1896):  «  Les  névrites 
périphériques  sans  lésions  médullaires  ne  sont  pas  rares.  Or,  je 
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ne  pense  pas  que  dans  un  seul  cas  de  ce  genre  on  ait  rien 
observé  qui  ressemblât  aux  arihropathies  du  labes  et  de  la 
syringomyélie.  li  y  existerait  bien  des  arthropathies  limitées 
aux  petites  artieulations,  mais  on  n*y  a  jamais  rien  signalé  qui 
soit  comparable  aux  arthropathies  des  grandes  jointures,  malgré 
que  fatrophic  musculaire  y  soit  presque  constante,  et  je  n*ai  pas 
souvenir  d*avoir  vu  observer  farthropathiedu  genou  à  Toccasion 
d*une  sciatique.  » 

Quant  à  la  pathogénie  de  ces  troubles  trophîques,  où  les 
processus  d*atrophie  et  d'hypertrophie  peuvent  coexister,  — 
comme  nous  Pavons  d  ailleurs  constaté  chez  notre  malade,  —  elle 
est  loin  d*étre  élucidée.  On  a  formulé  à  ce  sujet  diverses 
hypothèses.  Pour  Pierre  Marie^  la  différence  observée  dans  le 
caractère  des  lésions  trophiques  serait  due  à  des  conditions  mal 
déterminées,  mais  qui  tiennent  à  la  nature  même  de  Tarticulation 
atteinte,  dette  hypothèse  ne  peut  plus  être  soutenue  depuis  qu'on 
a  publié  des  cas  où  les  deux  ordres  de  phénomènes  existaient 
simultanément  dans  une  même  articulation.  Marinesco  admet 
que  ces  troubles  trophiques  sont  d*ordre  réflexe;  Tarrèt  de 
fonctionnement  des  libres  sensitives  centripètes  détermine  en 
effet  un  tibaissemeni  du  taux  de  la  nutrition,  d*où  Inirophie; 
rhypertrophie  ne  serait  qu'un  phénomène  de  compensation, 
survenant  dans  une  région  voisine  par  un  processus  d'hyper- 
nuirition.  Cette  hypothèse  ne  nous  parait  pas  davantage  admis- 
sible, car  elle  implique  la  coexistence  constante  des  processus 
d'atrophie  et  d'hypertrophie,  coexistence  qui  est  loin  d'être  la 
règle. 

Peut-être  les  théories  modernes  du  professeur  Winkler^ 
d^Utrecht,  pourraient-elles  fournir  une  explication  plus  ration- 
nelle de  ces  faits.  Winkler  admet,  en  effet,  qu'il  existe  pour  la 
nutrition  deux  ordres  de  fibres  inégalement  représentées  dans 
les  divers  nerfs  :  les  fibres  anaboliques  qui  favorisent  l'assimi- 
lation, et  les  fibres  cataboliques  qui  favorisent  la  désassimilaiion. 
D'autre  part,  tout  traumatisme  portant  sur  un  nerf  détermine 
toujours  une  excitation  qui  peut  être  faible,  mais  qui  est  toujours 
très  prolongée.  L'existence  de  Tune  ou  l'autre  catégorie  de  fibres 
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dans un  organe  donnerait  lieu,  à  la  suite  d*une  excitation,  soit 
à  des  processus  d^atrophie,  soit  à  des  processus  d*hypertrophie; 
suivant  la  nature  des  fibres  qui  s*y  trouvent  représentées.  Si  les 
deux  ordres  de  fibres  coexistent  dans  le  nerf,  les  deux  processus 
existeront  côte  à  côte  dans  le  tissu  innervé  par  ce  nerf;  si  une 
catégorie  de  fibres  prédomine  dans  le  nerf,  les  processus  qui 
y  correspondent  seront  également  prédominants. 

Quant  i  l'œdème  observé  chez  notre  malade»  c'était  bien 
rœdème  ueuropathique  tel  qu'il  se  produit  dans  la  polynévrite, 
la  syringomyéliCy  les  névroses.  On  n*a  pas  expliquéjusqu'ici,que 
nous  sachions,  le  mécanisme  intime  de  sa  production.  Si  la  lymphe 
est  un  produit  de  sécrétion,  comme  le  veulent  Heidenhain^ 
Hamburger^  Toedème  doit  se  trouver,  comme  toutes  les  autres 
sécrétions,  sous  Tinfluence  du  système  nerveux;  est-elle  au 
contraire  un  produit  de  filtration  (Cohnheim^  StarUng)^  alors  il 
faut  admettre  une  altération  de  la  paroi  capillaire.  La  dureté  de 
Tœdème  neuropatliique  s'accommode  mal  de  Thypothèse  d'une 
altération  atrophique  des  tissus;  elle  nous  semble  plaider  plutôt 
en  faveur  de  l'origine  sécrétoire  de  la  lymphe  dans  ces 
conditions. 

L'hypertrophie  ganglionnaire  constatée  chez  notre  sujet,  et 
que  n'expliquait  aucun  élément  infectieux, nous  parait  également 
en  rapport  avec  la  suractivité  du  système  lymphatique. 
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TROISIÈME  FRAGMENT 


L'OPTIQUE  DE  FRESNEL 


CHAPITRE  PRÉLIMINAIRE. 

Théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière 
dans  le  syslème  optique  de  Young. 

Nous  avons  vu,  dans  le  deuxième  fragmenl  de  ce  cours  (*), 
comment  la  lumière,  selon  les  idées  de  Young,  se  comportait 
dans  un  milieu  homogène,  transparent,  isotrope  et  illimité; 
nous  avons  vu  également  comment  elle  se  comportait  à  la 
surface  de  séparation  d*un  tel  milieu  et  d'un  corps  complètement 
noir  ;  il  nous  reste  à  analyser,  dans  ce  système,  les  lois  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  tels  milieux  ;  la  théorie  que  nous  allons  développer 
sera  en  contradiction  avec  les  faits,  ce  qui  nous  obligera  à 


(*)  Fragmenii  d'un  cours  d'optique.  Deuxième  fragment  (Ankales  de  la  Société 
sciENTinQOE  DE  BRUXELLES,  u  XIX,  2«  partie,  189.^;. 


abandonner  le  système  opli()ue  de  Young  pour  le  remplacer  par 
UD  système  plus  parfail,  celui  de  Fresnel. 

Nous  allons,  tout  d'abord,  développer  la  théorie  dans  le  cas 
parUculier  où  les  deux  milieui  considérés  confineni  par  une 
surface  plane  illimitée  et  où  les  ondes  incidentes  sont  planes. 


Imaginons  qu'une  source  lumineuse  consianle  engendre  dans 
le  milieu  i,  supposé  illimité,  des  ondes  planes,  normales  à  OD 
(fig.  1)  et  ayant  OD  pour  direction  de  propagation.  Soil  P|  un 


point  quelconque  du  milieu.  Par  le  point  P],  menons  un  plan 
parallèle  aux  ondes,,  soit  le  plan  P,MPi.  Soil  9  le  chemin  qu'il 
faut  faire  pour  aller  d'un  point  origine  0,  a  rlii  irai  rement  choisi, 
k  ce  plan,  ce  chemin  élaot  compté  posiiivement  s'il  «si  parcouru 
dans  la  direction  OD  et  négativement  s'il  est  [larcouru  en  sens 
contraire.  La  fonction  d'éelairemenl  ?(P|>()t  "u  point  P,  el  A 
l'iastanl  /,  sera  de  ta  forme  [2*  Fragment,  Chapitre  III, 
égaillé  (33)] 

(1)    .     .     .     .  5,(^.,()-A,sin2»(^-^,-..)■ 
A|  et  R,  étant  deux  consuinics,  T  étant  la  période  de  la 
lumière  monuchroiiiatique  étudiée  et  V,  la  vitesse  de   propa- 
gation de  celte  lumière  dans  le  milieu  1. 
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Imaginons  maintenant  que  le  milieu  parfaitement  transpa- 
rent 1,  au  lieu  d'être  illimité,  confine  au  milieu  transparent  2 
par  une  surface  plane  illimitées  ;  supposons  que  la  direction  OD 
traverse  cette  surface  plane  du  milieu  1  vers  le  milieu  2. 

Si  la  même  source  de  lumière  luit  dans  le  milieu  1,  elle  y 
engendre  un  éclairement  permanent  différent  de  celui  qu'elle 
engendrerait  dans  le  milieu  illimité  ;  au  point  P|  du  milieu  i,  i 
Tinstant   ^  cet  éclairement  est   représenté  non   plus  par   la 

fonction    f  (P|,  0»  >^^>^  P^^  ^^^  nouvelle  fonction  fi(P|,0* 
Cette  source  engendre  en  même  temps»  dans  le  milieu  %  un 
certain  éclairement  ;  au  point  Pf  du  milieu  %  à  Tinstant  i^  cet 
éclairement  est  représenté  par  la  fonction  Of  (Pf,  0* 
Posons 

12) ?t(Pi,0«=f(PtiO-^*.(PtiO. 

Nous  dirons  que  f  (P|,  /)  est  la  fonction  d*éclairement  de  la 
lumière  incidente  ; 

Que  $1  (P|,  /)  est  la  fonction  d'éclairement  de  la  lumière 
réfléchie  ; 

Que  ^f  (Pf ,  0  est  la  fonction  d'éclairement  de  la  lumière 
réfractée. 

Ces  définitions  posées,  nous  ferons  Thypothèse  suivante  : 

Hypothèse  I.  —  La  lumière  réfléchie  est  une  lumière  mono- 
chromatique,  de  même  couleur  que  la  lumière  incidente;  elle 
consiste  en  ondes  planes  dont  la  direction  de  propagation  tra- 
verse la  surface  S  du  milieu  *i  vers  le  milieu  1 . 

La  lumière  réfractée  est  une  lumière  monochromatique,  de 
même  couleur  que  la  lumière  incidente;  elle  consiste  en  ondes 
planes  dont  la  direction  de  propagation  traverse  la  surface  S  du 
milieu  1  vers  le  milieu  2. 

Prenons  la  surface  S  pour  plan  des  xy.  Sur  ce  plan,  choisis- 
sons un  point  0  (fig.  2)  qui  servira  à  la  fois  d*origine  des 
coordonnées  et  de  point  origine  pour  la  détermination  de  nos 
diverses  fonctions  d'éelairemeni.  Par  ce  point,  menons  Taxe  Oz 
normal  au  plan  S  et  dirigé  vers  Tintérieur  du  milieu  1. 


Soient  :  01  la  direction  de  propagation  des  ondes  incidentes 
{rayon  mcjden^  ; 

OR  la  direction  de  propagation  des  ondes  réfléchies  (rayon 
réfléchi)  ; 

Op  la  direction  de  propagation  des  ondes  rérraetées  (rayon 
réfracté). 


Fig.  1 

Soient  /,  m,  n,  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  01, 
t,  m',  n',  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  OR, 
>,  n,   V,   les  cosinus  directeurs  de  la  direction  Op. 

En  vertu  de  l'hypothèse  précédente,  on  «  les  inégalités 

(3) «  <  0,     «■  >  0,     »-  <  0. 

La  fonction  f  (x,  y,  x,  t),  fonction  d'éclairement  de  la  lumière 
incidente,  pourra  s'écrire,  en  vertu  de  l'égalité  (1)  et  de  ces 
notations, 


(4)    .     .    .,-A.sinâ«    -- 


Ix  ■*■  my  -*- 1) 
VJT 


La  fonction  4{  sera  assurément  de  la  forme 

l'x  -»-  m'y  ■*-  n's 
VJ 
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A[  et  a\  étant  deux  constantes. 
Enfin  la  fonction  Oi  sera  de  la  forme 

(l       Xx  -^  fjiy  -¥-  ¥z        \ 
f vj "T 

V)  étant  la  vitesse  d*une  lumière  de  période  T»  dans  le  milieu  % 
et  At»  0^9  deux  constantes. 

Prenons,  dans  le  milieu  i,  un  point  M|  infiniment  voisin  de  la 
surface  S.  La  phase  de  la  lumière  incidente  au  point  M|  se 
déduit  de  Féquation  (i)  après  qu*on  y  a  fait  zasO  ;  cette  phase  est 

Ix  -f-  my 

4»  =3 -f-  ai. 

r  V|T  * 

La  phase  de  la  lumière  réfléchie  au  même  point  se  déduit  de 
réquation  (5),  après  qu*on  y  a  fait  Z"=0;  cette  phase  est 

l'x  -4-  m'y 

Prenons,  dans  le  milieu  %  un  point  M^  infiniment  voisin  de  la 
surface  S.  La  phase  de  la  lumière  réfractée,  au  point  M^,  se  déduit 
de  Téquation  (6),  après  qu'on  y  a  fait  jz«»0;  cette  phase  est 

AX-f- A«y 

Supposons  les  points  M^ ,  Ma  infiniment  voisins  tous  deux  d*un 
même  point  M  (x^y^z^^O)  de  la  surface  S.  La  quantité 

„.  .        l'x  H-  m'y       Ix  -^  my 

(7)       A. ^^ _^  H- «;-«.«  H,-^, 

est  ce  que  nous  nommerons  la  différence  de  phase  introduite  par 
la  réflexion  au  point  M. 
La  quantité 

^  "*"  A*V      Ix  -♦-  my 
W  A.^ yj^ ^^-^«t-«.  =  ^t-*, 
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est  ce  que  nous  nommerons  la  différence  de  phase  introduite  par 
la  réfraction  au  point  M. 

Ces  définitions  posées,  nous  admettrons  rhypotlicse  suivante  : 

Hypothèse  11.  —  Ixi  différence  de  phase  introduite  par  la 
réflexion  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  surface 
de  séparation  des  milieux  1  et  2. 

La  différence  de  phase  introduite  par  la  réfraction  a  la  même 
valeur  en  tous  les  points  de  la  surface  de  séparation  des 
milieux  1  et  2. 

Les  deux  quantités  A|,  A%  doivent  donc  être  indépendantes  des 
coordonnées  x  et  y. 

En  exprimant  que  A|  est  indépendant  de  x  et  de  y^  nous 
trouvons  les  égalités 

(9) /  =  '',    wt=-m'. 

Nous  avons  d'ailleurs 

en  sorte  que  les  égalités  (9)  nous  donnent  Tégalité 

II»  —  n'\ 

En  vertu  des  deux  premières  inégalités  (3),  cette  dernière 
égalité  devient 

(9^") «  =  —  «'. 

Les  égalités  (9)  cl  (9^^)  expriment  la  loi  suivante  : 

Le  rayon  incident,  le  rayon  réfléchi,  et  la  normale  à  la  surface 

réfléchissante  sont  dans  un  même  plan  ;  la  normale  dirigée  vers 

l'intérieur  du  milieu  1  est  bissectrice  extérieure  de  l'angle  des 

directions  de  propagation  des  ondes  incidentes  et  réfléchies. 

En  vertu  des  égalités  (7),  (9)  et  (9''*),  régalité(5),  qui  déPuiit  la 
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fonction  d^éclairement  de  la  lumière  réfléchie,  devient 

(iO)  ♦.  =  a;  sin  2»  [- ^ at-A,), 

Af  étant  une  quantité  indépendante  de  x^y^Zyt. 

En  exprimant  que  la  quantité  A,,  donnée  par  Tégalité  (8),  est 
*  indépendante  de  x  et  de  y,  nous  trouvons  les  égalités 

Ces  égalités  (11),  jointes  à  la  première  et  à  la  troisième 
égalité  (3),  nous  enseignent  que  : 

Le  rayon  incident,  le  rayon  réfracté  et  la  normale  au  point 
d'incidence  sont  dans  un  ménie  plan  ;  les  directions  de  propa- 
gation des  ondes  incidentes  et  réfractées  sont  du  tnème  côté  de  la 
fiormale  au  point  d'incidence. 

Comme  on  a 

r  ■+■  nr  -f-  n-  —  I , 

A''  H-  A^*  -4-   y*  =  I , 

les  égalités  (11)  donnent  la  relation 


(12) 


Vî  V* 


Soient  i  Vangle  d'incidence  lOz'  et  p  Vangle  de  refraction  pOz', 
Nous  aurons  évidemment 

(13) ces  «  =  —  «,    cos  p  =  —  y, 

L*égalité  (12)  pourra  alors  s*écrire  : 

sin'  t       V* 

XX.  3 


8  —  34  - 

Sin  t  et  sin  p  étant  d'ailleurs  forcément  positifs,  cette  égalité 
peut  s'écrire 


•    • 


(u) :-;^=N„. 

sin  p 
en  posant 

(i5) ^'«""v"' 

Le  sinus  de  l'angle  d'incidence  est  an  sinus  de  l'angle  de 
réfraction  dans  un  rapport  qui  ne  dépend  que  de  la  nature 
des  milieux  1  et  2.  Ce  rapport  (indice  de  réfraction)  est  le 
quotient  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  milieu  i  par  la 
vitesse  de  la  lumière  dans  le  milieu  2. 

La  seconde  égalité  (13),  jointe  à  Tégalité  (15),  donne 

y  Ni,  ces  p 

^  ^ v;        v; 

Moyennant  les  égalités  (8),  (11)  et  (16),  Tégalité  (6),  qui  donne 
la  fonction  d'éelairement  de  la  lumière  réfractée,  devient 

.    ^    (t       /x -f- fiit/  —  Ni,  CCS  fi. z  .  \ 

(17)    *,=  A,sin2^(- ^-^ ^ «i-A,J, 

égalité  où  A^  représente  une  quantité  indépendante  de  x,  y,  Zy  t. 


B.  Méfl^jri—  f9m99  «l9«  ••Mle«  pimmm»  «Mr  mn»  «Mr/ïiee  ptmn». 


Des  égalités  (14)  et  (15),  on  déduit  Tégalité 

V,  .    . 

sin  /9  =  —  sm  1. 

V| 

Cette  égalité  peut  devenir  absurde  ;  il  faut  et  il  suffit  pour 
cela  que  la  nature  des  milieux  1  et  2  et  Tangle  d*incidence  t 
soient  tels  que  le  second  membre  surpasse  1.  Cela  n'aura  jamais 
lieu  si  la  vitesse  Vj  ne  surpasse  pas  la  vitesse  V|.  Mais,  si  V^ 
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est  supérieur  à  V|,  cette  condition  sera  réalisée  toutes  les  fois 
que  V angle  d'incidence  i  sera  supérieur  à  l'angle  limite  L  donné 
par  l'égalité. 

V, 
(18) sin  L=a ---  =  N,j. 

Dans  ce  cas,  nos  hypothèses,  conduisant  à  un  résultat  absurde, 
doivent  être  modifiées.  Nous  les  remplacerons  par  les  hypothèses 
suivantes  : 

Dans  le  cas  où  l'angle  d'incidence  i  est  supérieur  à  tangle 
limite  L. 

Hypothèse  I*''*.  —  La  lumière  réfléchie  est  une  lumière  mofUh 
chromatique^  de  même  couleur  que  la  lumière  incidente^  composée 
d'ondes  planes  dont  la  direction  de  propagation  traverse  la 
surface  S  du  milieu  2  au  milieu  1. 

//  n'y  a  pas  de  lumière  réfractée. 

Hypothèse  11**".  —  La  différence  de  phase  introduite  par  la 
réflexion  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  surface  de 
séparation  des  milieux  I  et  3. 

Les  lois  de  la  réflexion  restent  alors  les  mêmes  que  dans  le  cas 
(le  la  réflexion  partielle. 


Revenons  au  cas  de  la  réflexion  partielle. 
Posons 

A'i      ^       A, 


Les  fonctions  d'éclairement  des  lumières  incidente,  réfléchie, 
réfractée,  seront  données,  en  vertu  des  égalités  (4),  (10),  (17) 
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et  (14),  par  les  égalités 

I  *      .    ^    /'        Ix  -^  my  -^  nz         \ 

I   ^  VT  V,T  / 

^  ^     .    ^    /t        Ix  -*-  my  -*-  nz  \ 

*,  —  F.A,  siii  irr  ^- ^ «I- A.), 

(20)    ( 

♦,  »  FjA,  sm  2ir  ^- ^^ «t  —  A^j, 

sin  I        V, 
sin  9       V^ 

Les  quantités  F^,  F^,  A|,  A^  sont  des  quantités  indépendantes 
de  x^y^z.t;  elles  dépendent,  d*une  manière  qui  nous  est  encore 
inconnue,  des  données  de  la  question  qui  sont  la  nature  des 
milieux  1  et  %  A|  et  t. 

Nous  ne  mentionnons  pas  la  constante  a|,  car  la  valeur  de 
cette  quantité  dépend  uniquement  du  choix  de  forigine  du 
temps;  on  peut  toujours  choisir  cette  dernière  de  telle  sorte 
que  «^  =  0. 

Prenons  un  point  M  (x,  y,  z  =  0)  sur  la  surface  S  et  deux 
points  M|,  M3,  Tun  dans  le  milieu  1,  Tautre  dans  le  milieu  % 
tous  deux  infiniment  voisins  du  point  M.  Soient  f  (M|,  /), 
4>i(Mf,09  ^â(Mi,  0  l^s  fonctions  d*éclairement  en  ces  points, 
fonction  que  Ton  obtient  en  faisant  z=>0  dans  les  égalités  (30). 

Nous  aurons 

(     *.(M.,0=F.y(M.,r-TA,), 
^-^^    •     •     •     •    I     4.,(>h,0=F,î,(M„(-TA,). 

Différentions  par  rapport  a  z  les  égalités  (20)  et,  dans  les 
résultats  obtenus,  faisons  z  =  0;  nous  trouvons  les  relations 

^  ♦.  (M„  0 F.  -  ?(M..  t  —  TA.), 

Dz  Dz 

(î22)     .     . 

û  ces  .0   .^ 

-  ♦,(»«„  0  ^ tVN.i '  -  f  (M,,  t  —  TA,). 

^z  n     Os 


—07—  Il 

Désignons  par  N|  la  normale  à  la  surface  réfléchissante  vers 
Tinrérieur  du  milieu  1  et  par  N^  la  normale  à  la  même  surface 
vers  rintérieurdu  milieu.  La  première  coïncide  avec  la  direction 
positive,  la  seconde  avec  la  direction  négative  de  Taxe  des  z.  Si 
Ton  reman]ue, alors,  que  n *»  —  cos i,  on  voit  que  Ion  a 

;i-*.(M„  0 F,  -i  y(xMo  (  -  TA,), 

(23)         {  ^  *,(M^  t)  =  -  F,N„  2^  -1  y  (M.,  (  «  TA.), 
i^N,  cos  I  i^N, 

sin  i       V| 
avec  -: — «—«IN,,. 

sm  p       Vs 

Nos  fonctions  4>f,  4>2  vérifient  donc  les  égalités  (21)  et  (23) 
en  tout  point  de  la  surface  S. 

La  fonction  4>|,  vérifiant  Péquation  aux  dérivées  partielles 

en  tout  point  du  milieu  1,  est  déterminée,  en  vertu  d*un  théorème 
fondamental  de  G.  Kirchhoiï,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs 
de  4>|  et  de  ^  en  tout  point  de  la  surface  S. 

La  fonction  4>s,  vérifiant  Féquation  aux  dérivées  partielles 


(25) 


en  tout  point  du  milieu  %  est  déterminée  lorsqu'on  connaît  les 
valeurs  de  4>s  et  de  ^  en  tout  point  de  la  surface  S. 

Les  conditions  aux  limites  (21)  et  (23),  jointes  aux  équations 
aux  dérivées  partielles  (24)  et  (25),  équivalent  donc  aux  for- 
mules (20)  qui  donnent  l'expression  analytique  de  la  fonction 
4>f  en  tout  point  du  milieu  1  et  de  la  fonction  ^^  en  tout  point 
du  milieu  2. 

Mais  celte  manière  nouvelle  do  définir  les  fonctions  ^|,  ^^ 
offre  l'avantage  de  pouvoir  s'étendre  au  cas  où  des  ondes  de 
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forme  quelconque  rencontrent  une  surface  de  forme  quelconque 
séparant  deux  milieux  transparents. 

Soit  S  (fig.  5)  la  surface  de  séparation  des  milieui  f  et  3  ; 
goil  M  un  point  de  la  surface  S  ;  supposons  que  les  rayons  de 
courbure  de  la  surface  au  voisinage  du  point  M  soient  des 
quantités  très  grandes  par  rapport  aux  longueurs  d'onde  V|T, 
V)T;  Bans  cette  restriction,  les  hypothèses  que  nous  allons  faire 
pourraient  devenir  inexactes. 


Fis-  3. 

Considérons  la  fonction  d'éclairement  au  point  Mt,  infiniment 
voisin  du  point  M  et  situé  dans  le  milieu  1.  Celte  fonction  se 
eompose,  dans  le  cas  le  plus  général,  comme  le  démontre  le 
théorème  fondamental  de  G.  Kircliholf,  d'une  somme  de  termes, 
en  nombre  limité  ou  illimité.  Chacun  de  ces  termes  représente 
la  fonction  d'éclairement  qu'engendrerait  au  point  H|,  placé  dans 
le  milieu  1  supposé  illimité,  un  point  lumineux  O,  d'éclat 
constant,  convenablement  placé. 

Par  le  point  M,  menons  le  plan  tangent  TT'  à  la  surface  S. 

Deux  cas  peuvent  se  présenler  : 

Ou  bien  le  point  0  est  du  même  côté  que  le  point  M^  par 
rapport  au  plan  langent  TT'.  On  dit  alors  que  le  terme  considéré 
représente  une  lumière  incidente  au  point  M,  provenant  du 
milieu  1. 

Ou  bien  le  point  O  est  du  côté  opposé  au  point  M,  par  rapport 
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au   plan  tangeni  TT.  On   dit  alors  que  le  terme  considéré 
représente  une  lumière  émergente  au  point  M,  dans  le  milieu  1. 
On  définit  de  même  une  lumière  incidente  venant  du  milieu  2 
et  une  lumière  émergente  dans  le  milieu  3. 


Fig-  1. 

Considérons  une  lumière  incidente  venant  du  milieu  t.  Soit 
O  le  point  dont  elle  est  censée  provenir  (fig.  4).  Joignons  CM. 
Celle  droite  prolongée  MM'  fitit  iivec  la  normale  Nj  menée  à  la 
surface  S,  par  le  point  M,  vers  l'intérieur  du  milieu  2  un  angle  i 
que  nous  nommerons  anglu  d'incidence.  Nous  admettrons  qu'à 
celle  lumière  incidente,  dont  tf,  esl  le  Tonclion  d'éclairemeni, 
correspond  une  lumière  émergenle  au  point  M,  vers  l'intérieur 
du  milieu  1  {lumière  réfléchie),  lumière  dont  (p,  est  la  fonction 
d'éclaircment  ;  et  une  lumière  émergenle  au  point  M,  vers 
rinlérieur  du  milieu  2  (lumière  réfractée),  lumière  dont  «t,  esl 
la  fonction  d'éclairemeni.  Nous  supposerons  que  l'on  a 

♦,{M„t)  =  t"i?.lM„(-TA,), 

♦,(M„  0  =  F,?,  (M„  [  —  Ti,) , 


7q^?.(>I..'-Ti.): 


V, 
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Nous  ferons  des  hypothèses  analogues  touchant  toute  lumière 
incidente  qui  vient  au  point  M  de  Fintérieur  du  milieu  9. 

Ces  hypothèses  suffisent  non  seulement  à  retrouver  toutes  les 
lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  telles  qu'on  les  déduirait 
du  principe  d'Huygens,  mais  encore  è  déterminer  avec  précision 
dans  quels  cas  et  de  quelle  manière  ces  lois  sont  troublées  par 
les  phénomènes  de  diffraction  ;  G.  Kirchhoff  a  établi  ces  points 
dans  ses  Leçons  d'optique. 

Il  semble  donc  qu*il  ne  nous  reste  plus,  pour  achever  la 
théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  à  la  surface  de  sépara- 
tion de  deux  milieux  transparents,  qu'à  déterminer  comment  les 
quantités  F|,  F^,  A|,  Aj  dépendent  de  la  nature  des  deux  milieux, 
de  Tamplitude  de  la  lumière  incidente  et  de  Tangle  d*incidence. 
Mais  une  nouvelle  classe  de  phénomènes,  qui  nous  obligera  à 
reprendre  toute  la  théorie  optique,  va  venir  compliquer  ce 
problème  en  apparence  et,  en  réalité,  en  fournir  la  solution. 


—  41  —  i5 


CHAPITRE  PREMIER. 

La  polarisation  de  la  lumière. 


Considérons  un  milieu  1  îllimilc  éclairé  par  des  ondes  planes 
donnant  une  lumière  eonstanie;  la  fonction  d*éclairement  de  ces 
ondes  sera  de  la  forme  : 

ly  7n,  n,  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  Tonde. 
L*intensiié  de  la  lumière  incidente  (*)  sera 

A* 
2 

Faisons  tomber  ces  ondes  planes  sur  une  surface  plane  illimitée 
séparant  le  milieu  1  d'un  second  milieu  transparent  2.  Prenons 
pour  axe  des  z  la  normale  à  cette  surface  vers  rintérieur  du 
milieu  i.  La  fonction  d  eclaircment  de  la  lumière  réflécliie  sera 
[Chapitre  préliminaire,  égalités  (20)]  : 

/(        Ix  -*■  my  —  nz  \ 

*,  =:  F,A,  sni  Stt  ^- —- «,  —  A,j. 

L^ntensité  de  la  lumière  réfléchie  sera 

F'A* 

(1) j;-^'=FîJ.. 


(')  Le  facteur  ^  a  été  omis  daob  toutes  les  è^aiiié^  où  figure  I  intensité  J,  à  partir  du 
Chapitre  Hl,  G.  de  notre  deuxième  fragment- 
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Lfî  facteur  F|  ne  peui  dépendre  que  de  la  nniure  des  milieux 
1  et  2,  de  l'amplilude  A|  (parlant  de  l'intensité  J,)  de  la  lumière 
incidente,  enfin  de  Tangle  d'incidence.  Donc,  dans  te  système 
optique  de  Youvg,  lorsque  des  ondes  planes  tombent  à  la  surface 
de  séparation  plane  de  deux  milieux  transparents,  Cintensité  de 
la  lumière  réfléchie  ne  dépend  que  de  ta  nature  des  deux  milieux, 
de  rintensifé  de  la  lumière  incidente  et  de  Vangle  d'incidence. 

Comparons  cette  loi  aux  résultats  de  rexpérience  : 

Cette  loi  se  montre  d'aceord  avec  l'expérience  lorsque  la 
lumière  incidente  employée  est  la  lumière  que  fournit  le  soleil 
ou  celle  que  produit  une  Janipe,  un  corps  incandescent,  etc. 
Au  contraire,  on  la  trouve  en  désaccord  avec  les  faits  lorsque 
les  ondes  planes  incidentes,  au  lieu  de  venir  directement  d'une 
source  de  lumière,  ont  déjà  subi  des  réflexions  ou  des  réfractions. 

Prenons  des  ondes  planes  ayant  subi  des  réflexions  ou  des 
réfraciions  dont,  pour  le  moment,  il  nous  est  inutile  de  préciser 
la  nature.  Soit  01  (lig.  S)  la  direction  de  propagation  de  ces 
ondes  (rayon  incident).  Faisons  tomber  ces  ondes  sur  une 
surface  plane  MM'  séparant  le  milieu  (ransparcni  1  (air)  du 
milieu  iransparcJil  2  (verre).  Soil  IR  le  rayon  réfléchi. 


Faisons  tourner  la  normale  Ni  au  miroir  autour  du  rayon 
incident  01  pris  comme  axe;  le  rayon  rénéchi  IR  tourne  en 
même  temps  et  décrit  un  c6ue  ;  durant  cette  rotation  : 

1*  La  nature  des  milieux  1  et  2  ne  varie  pas  ; 

2"  L'intensité  de  la  lumière  incidente  ne  varie  nas; 
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3*  L*angle  d*incidence  ne  varie  pas. 

Diaprés  la  théorie  exposée  au  Chapitre  préh'minaire,  rinlensilé 
de  la  lumière  réfléchie  ne  devrait  pas  varier;  or,  en  général, 
celte  intensité  varie  ;  durant  une  révolution  complète  du  miroir, 
elle  passe  par  deux  maxima  et  deux  minima;  une  demi-révolu- 
lion  sépare  les  deux  maxima,  une  demi-révolution  sépare  les 
deux  minima  ;  im  quart  de  révolution  sépare  un  maximum  d*un 
minimum. 

Cette  expérience  nous  montre  clairement  que,  parmi  les 
hypothèses  sur  lesquelles  repose  le  système  optique  que  nous 
nommons  système  de  Young,  il  en  est  qui  doivent  être  rejetées. 
Nous  allons  chercher  à  construire  un  système  optique  qui 
s*accorde  non  seulement  avec  les  faits  d*expérience  dont  rendait 
compte  le  système  de  Young,  mais  encore  avec  les  faits  d'expé- 
rience qui  échappent  à  ce  système.  C'est  à  ve  nouveau  système 
que  nous  donnerons  le  nom  d'Optique  de  Fresuel, 

Commençons  par  répéter  rcxpérience  précédenle  sous  une 
forme  plus  systématique. 

Des  ondes  planes,  monochromatiques,  dont  AB  est  la  direction 
de  propagation  ((ig.  6),  tombent  sur  une  pi*emière  surface  plane 
réfléchissante  Mf,  dont  N|  est  la  normale;  cette  surface  sépare 
Pair  d*un  milieu  transparent,  du  verre  par  exemple  ;  Tangle 
d*incidenee  t|  n*est  pas  pris  au  hasard  ;  il  est  tel  que  le  rayon 
réfléchi  BC  soit  perpendiculaire  au  rayon  réfracté  qui  se  forme 
dans  la  substance  transparente  du  miroir  M^  ;  cet  angle,  qui 
dépend  de  la  nature  de  cette  substance  et  de  la  couleur  de  la 
lumière  monoehromatique  employée  est  ce  que  nous  nommerons 
Vangle  de  polarisation  totale,  ou  Vincideiice  Brewstérienne  (*). 

Les  ondes  planes  et  réfléchies,  dont  BC  est  la  direction  de 


(*)  Dans  l'exposé  de  ses  recherches  d'optique.  Brewster,  au  lieu  de  donner  la  valeur  de 
l'ungle  ^1,  donne  la  valeur  du  complément  de  cet  angle,  c'e!»t-ù-dire  la  valeur  d  l'angle 
que  le  ravon  AB  fait  avec  la  surface  M|. 


prop^lion,  tombent  A  leur  tour  sur  un  second  miroir  de 
verre  M^;  elles  lombeni  sur  ce  miroir  non  point  sous  n'importe 
quel  angle,  mais  sous  l'angle  d'incidence  Brewstërienne  i]  de  ta 
substance  qui  forme  lo  miroir  M,.  Si  les  deux  miroirs  M,,  M,, 
sont  formes  de  le  méinn  sdbiitnnci',  i,  =  i,. 


Le  miroir  M|  éuinl  ilxc,  ainsi  que  les  ondes  incidentes,  on  fait 
tourner  le  miroir  M,  autour  d'une  direction  paraltèle  au  premier 
rayon  réfléchi  BC;  le  second  rayon  réfléchi  CD  tourne  en  même 
temps  autour  de  BC. 

Cette  opériilioii  laisse  invarînblc  : 


La  lumière  qui  tonibt^sur  le  miroir  ftU  ; 

La  substance  qui  forme  ce  miroir  ; 

L'angle  d*incii]ence  l'j. 

L'intensité  de  la  lumière  réfléclite  sur  le  second  miroir  liuivani 
le  rayon  CD  subit  des  variations. 

Durant  une  révolution  complète  du  miroir  M,,  son  èclal  passe 
pardeui  maxinia  et  deux  minrma. 

Son  éelal  est  maximum  lorsque  le  plan  d'incidence  BCD  de 
la  lumière  sur  le  miroir  Mj  coïncide  avec  le  plan  d'incidence  ABC 
de  la  lumière  sur  le  miroir  M,. 

Son  èclal  est  miiiiniuni  lorsque  le  plun  d'incidence  BCD  est 
perpendiculaire  au  plan  d'incidence  ABC.  Dans  ce  cas,  le  iirROiit 

M|  NB  RÉFLÉCHIT  PLCS  AUCL'HE  LUMIÈRE. 

Lorsque  les  deux  plans  d'incidence  ABC,  BCD,  font  entre  eux 
un  angle  a,  l'iniensiié  de  la  lumière  réllécliie  par  le  miroir  M^a 
pour  valeur 

J  —  .1 COS*  X, 

en  désignnnt  par  d  l'intensité  de  celle  lumière  dans  le  cas  parti- 
culier où  les  deux  plans  d'incidence  coïncident.  (Loi  de  Maint.) 
Nous  exprimons  ces  faits  en  disant  que  la  lumière  réfléchie 
par  le  miroir  M|  esl  complètement  polarisée  et  que  son  plan  de 
polaritaiion  est  le  plan  d'incidence  ABC. 


Imaginons  maintenant  que  nous  ayons  une  lumière  mono- 
chromatique  lîxe,  composée  d'ondes  planes,  dont  aj3  (fig.  7)  est 
la  direction  de  propagation.  Faisons  tomber  ces  ondes  sur  un 
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miroir  de  verre,  plan,  M.  Elles  roiirnis^eiit  dfs  ondes  planes 
réfléchies  dont  ^y  eal  la  direction  dtr  propagaiion.  Prenons  pour 
angle  d'incidence  l'angle  de  polarisation  loiale  propre  an  miroir  M 
et  A  la  couleur  considérée.  Faisons  lonrncr  le  miroir  M  autour 
du  rayon  a^.  Si,  pour  une  orieniaiion  particulière  de  ce  miroir, 
le  rayon  ^  est  éteint  complètement,  les  ondet  qui  oni  a^  pour 
direction  de  propagaiion  seront  dites  complètement  polarisées  ; 
si  par  «P  on  mène  un  plan  perpendiculuire  ô  la  position  qu'occupe 
l«  plan  d'incidence  au  moment  où  la  lumière  réfléchie  s'éieint, 
ec  plan  sera  nommé  plan  de  polarisation  de  la  lumière  incidente. 
Ces  définitions  ne  s'appliquent,  jusqu'ici,  qu'à  une  lumière 
composée  d'ondes  planes  ;  il  est  aisé  de  les  étendre  à  la  lumière 
envoyée  par  un  point  lumineux  qui  brille  d'un  éclat  constant. 


Soit  O  ce  point  lumineux  (lig.  8).  Recevons  sur  un  miroir  de 
verre,  plan,  M,  la  lumière  qu'il  émei;  observons  seulement  la 
partie  de  la  lumière  réfléchie  qui  provient  de  rajons  incidents 
tombant  sur  le  miroir  sous  une  incidence  voisine  de  l'angle 
de  polarisation  totale.  Soit  Or  le  rayon  incident  qui  fait  avec  la 
normale  aN  l'angle  dont  il  s'agit.  Faisons  tourner  le  miroir  M 
autour  de  celle  droite  Oa,  Si,  pour  une  orieitiation  donnée 
du  miroir,  l'image  0'  du  point  0  est  eomplèli'mcni  éclipsée,  la 
lumière  émise  par  le  point  0  dans  la  direction  Oa  est  dite 
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complètement  polarisée.  Son  plan  de  polarisation  est  le  plan 
mené  par  Oa  normalement  à  la  position  qu'occupe  le  plan 
d'ineidenee  au  moment  où  Timage  O'  disparait. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  permet  d'étudier 
les  diverses  lumières  formées  d'ondes  planes  ou  sphériques,  de 
reconnaître  si  elles  sont  complètement  polarisées,  et,  dans  ce 
caSy  de  déterminer  leur  plan  de  polarisation. 

Il  nous  permet,  tout  d'abord,  d'établir  la  loi  expérimentale 
suivante  : 

Lorsqu'un  rayon  lumineux,  dans  l'air^  est  complètement 
polarisé  en  un  point  de  sonparcours,  il  est  complètement  polarisé 
tout  le  long  de  son  parcours  et  son  plan  de  polarisation  a  partout 
même  orientation. 

Cette  loi  n'a  évidemment  de  sens  qu'autant  que  la  notion  de 
rayon  lumineux  a  un  sens  ;  elle  tombe  d'elle-même  dans  tous 
les  cas  où  il  se  produit  des  phénomènes  de  diffraction,  cas  qui 
sont  exactement  indiqués  par  l'optique  de  Young. 

La  méthode  précédente  nous  permet  d'étudier  les  divers 
polarisateurs,  pile  de  glace,  tourmaline,  rhomboèdre  de  spath, 
nicol,  etc.,  et  de  préciser  les  lois  de  la  polarisation  qu'ils 
engendrent.  Nous  pouvons  ensuite,  en  plaçant  chacun  de  ces 
appareils  sur  le  trajet  d'un  rayon  polarisé  dont  le  plan  de 
polarisation  est  connu,  observer  comment  ils  se  comportent,  et, 
cette  observation  faite,  les  employer  comme  analyseurs. 

Ainsi  nous  pourrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  faire  appel  à 
l'emploi  des  polariseurs  ou  des  analyseurs  sans  aucun  cercle 
vicieux. 

Avant  de  pousser  plus  loin  l'étude  de  la  lumière  polarisée, 
nous  ferons  une  hypothèse  restrictive  au  sujet  de  la  nature  des 
milieux  sur  lesquels  porteront  nos  considérations.  Cette  hypo- 
thèse est  la  suivante  : 


Contidéronê  un  tnUieti  illimité,  prii  parmi  ceux  que  nous 
voulons  étudier  ;  dans  ce  milieu,  traçons  un  plan  quelconque  ; 
deux  points,  deux  lignes,  deux  plam,  symétriques  par  rapport  à 
ce  plan  ont  exactement  les  mêmes  propriétés  pkytiques. 
Celte  hypothèse  entraîne  la  conséquence  suivante  : 
Le  plan  de  polarisation  a»  point  C  d'un  rayon  complètement 
polarité  OC  est  indépetidant  de  la  position  du  point  C  sur  ce 
rayon. 


Fig.  9. 

Soient,  en  effet,  C,  C',...  des  points  successifs  pris  sur  un 
même  rayon  complètement  polarisé,  et  imaginons  que  l'orien- 
tation du  plan  de  polarisation  du  rayon  varie  d'une  manière 
continue  lorsqu'on  passe  de  l'un  de  ces  points  aux  suivants.  Le 
plan  de  polarisation  au  point  C  est  le  plan  P(6g.9);  le  plan  de 
polarisation  au  poînl  C,  le  plan  P'.  Par  hypothèse,  deux  plans 
symétriques  Pun  de  l'autre  par  rapportsu  plan  P  doivent  posséder 
exactement  les  mêmes  propriétés  physiques  ;  si  donc  le  plan  P* 
est  plan  de  polarisation  du  rayon  au  point  C,  il  en  est  de  même 
de  son  symétrique  Pî  par  rapport  au  plan  P  ;  et  comme  le  rayon 
n'admet,  au  point  C,  qu'un  seul  plan  de  polarisation,  les  deux 
plans  P',  Pi  doivent  coïncider;  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  ou 
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bien  que  le  plan  P'  soil  perpendiculaire  au  plan  P,  ou  bien  que 
le  plan  P'  coïncide  avec  le  plan  P;  le  point  C  étant  un  point 
quelconque  du  rayon,  la  première  hypothèse  est  incompatible 
avec  la  supposition  que  le  plan  de  polarisation  varie  d*une 
manière  continue  d*un  point  à  Taulre  du  rayon,  et  la  seconde 
hypothèse  est  forcément  exacte. 

Nous  avons  vu  que  la  proposition  que  nous  venons  de  démon- 
trer était  expérimentalement  établie  dans  le  cas  de  Tair. 

Une  substance  pour  laquelle  cette  proposition  est  exacte  est 
dite  dénuée  de  pouvoir  rolatoire.  Nous  n'étudierons  donc  que  les 
substances  transparentes  dénuées  de  pouvoir  rotatoire. 

Voyons  comment,  au  sein  d*un  semblable  milieu,  nous  pour- 
rons représenter  une  lumière  complètement  polarisée. 

Nous  avions  admis  que,  lorsqu'un  milieu  est  éclairé  d'une 
manière  constante  par  des  ondes  pianos,  la  fonction  d*éclaire- 
menten  un  point  de  ce  milieu  était  de  la  forme 

((        tx  -*-  my  -^  nz        \ 
^ flt 
T           vï  r 

A,  a  étant  deux  constantes  et  /,  m,  n,  les  cosinus  directeurs  de 
ta  direction  de  propagation  des  ondes  planes.  L'intensité  était 
donnée  par  la  formule 


tJ    ^  2 


Rien  ne  nous  empêche  de  conserver  ces  hypothèses  dans  le 
cas  où  le  milieu  est  éclairé  d*une  manière  constante  par  des 
ondes  planes  complètement  polarisées.  Il  faudra  seulement,  pour 
achever  de  définir  ces  ondes  lumineuses,  indiquer  la  direction 
de  leur  plan  de  polarisation. 

Nous  avons  admis  aussi  que  lorsqu'un  point  lumineux  d*éclat 
fixe  brillait  dans  un  milieu  illimité,  la  fonction  d*éclairement 
était  de  la  forme 


A  [l         r  \ 

r  \T       VT         / 


XX. 


24  —  bO  — 


r  étant  la  distance  du  point  éclairé  (x^y^z)  à  la  source  de  la 
lumière  (xq»  yo,  ^o)»  A  et  a  étant  deux  constantes  si  le  point 
lumineux  brille  également  en  toute  direction,  et  des  fonctions 
de  ^,  3^9  ^,  si  la  source  de  lumière  a  un  éclat  différent  dans 
les  diverses  directions.  L'intensité  était  donnée  par  la  formule 


-  /  f*dt  =  — 


Rien  ne  nous  empêche  de  conserver  ces  hypothèses  lorsque  le 
point  lumineux  émet,  dans  toutes  les  directions,  de  la  lumière 
complètement  polarisée.  Il  suffira,  pour  définir  complètement 
réelairement  de  ce  point  lumineux,  d*indiquer  Torientation  du 
plan  de  polarisation  relatif  à  chaque  rayon. 

Imaginons  maintenant  que  plusieurs  points  lumineux,  dont 
chacun  émet,  dans  chaque  direction,  de  la  lumière  complètement 
polarisée,  brillent  simultanément  dans  le  même  milieu.  Suivant 
quelle  règle  pourrons-nous  déterminer  Téclairement  produit  en 
un  point  du  milieu  par  Tensemble  de  ces  sources,  connaissant 
réelairement  que  chacune  d*elles  produirait  isolément  au  même 
point  ? 

La  première  idée  qui  se  présente  à  Pesprit  est  de  conserver  la 
règle  dont  nous  avions  fait  usage  avant  l'introduction  de  la  notion 
de  lumière  polarisée.  Soient  f,  (p\  f"...,  les  fonctions  d*éclaire- 
ment  que  les  sources  0,  0',  C...,  produiraient  isolément  au 
point  M  et  à  Pinstant  t.  Leur  ensemble  produit  au  point  M  et  à 
1  instant  t  une  fonction  d'éclairement 


f  -+-  f  '  -+-  f  "  -♦- 


Si  chacune  de  ces  sources  est  d*éclat  fixe,  riniensité  lumi- 
neuse au  point  M  et  à  Pinstant  I  a  pour  valeur 
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Si  eelte  régie  éiaii  eiacie,  on  voit  que  l'orientaiioD  des  plani 
de  polarisation  àm  diverses  lumières  envoyées  au  point  M  par 

les  aourœs  0,  0',  0", n'aurait  aucune  influence  sur  rinten- 

silé  lumineuse  en  m  pmni. 


Fig.  10. 

En  parliculirr,  prenons  deux  sources  0,  (>'  (flg.  10),  telles 
que  la  source  0'  produise  au  point  M',  Jk  l'instant  t,  la  même 
ronction  d'éctaircmcnt  que  la  source  0  au  poîni  M  à  l'insiant  (, 
lorsque  les  deux  segments  OM,  O'M'  ont  même  longueur  et 
même  direction  ;  mais  supposons  que  les  deux  rayons  OM,  O'M', 
propagent  de  la  lumière  complèteiuenl  polarisée  dans  des  plans 
quelconques.  En  un  point  ft  du  milieu,  les  deux  sources  donne- 
raient un  ëclairement  constant,  déterminé  par  un  calcul  précé- 
demmeoi  faii  (i*  fragment,  Chapitre  lit,  1);  cci  ëclairement 
serait  indépendant  des  plans  de  polarisation  des  deux  rayons 
Ofi,  0>;  il  ne  changerait  pas  lorsque  l'on  reraîl  varier  l'un  ou 
l'autre  de  ces  plans  de  polarisation.  Aus  points  ^  qui  sont  k  peu 
près  équidisianu  des  sources  G,  0',  et  i  une  distance  de  ces 
sources  grande  par  rapport  è  00",  on  apercevrait  des  franges 
d*inlerféreDce  dont  l'aspect  ne  varierait  pas  lorsqtie  l'on  ferait 
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tourner,  autour  du  rayon  O'fx,  le  plan  de  polarisation  de  ce 
rayon. 

Cette  expérience  a  été  réalisée  par  Fresnel  et  Arago;  par  un 
dispositif  qui  est  décrit  dans  tous  les  traités,  ils  ont  réalisé  deux 
sources  0,0',  identiques  d*ailteurs,  mais  envoyant  au  point  fx  de 
la  lumière  polarisée  suivant  des  plans  différents;  le  plan  de 
polarisation  du  rayon  O/x  était  fixe;  le  plan  de  polarisation  du 
rayon  O'fx  pouvait  au  contraire  tourner  autour  du  rayon  ;  ils  ont 
observé  des  franges  dMnterférence  dont  Taspect  variait  avec 
l'orientation  du  plan  de  polarisation  du  rayon  O'/x;  la  netteté  de 
ces  franges  était  niaiiina  lorsque  l'orientation  du  plan  de  pola- 
risation du  rayon  O'/x  différait  le  moins  possible  de  Torientation 
du  plan  de  polarisation  du  rayon  Ofx;  les  franges  disparaissaient 
complètement  lorsque  les  deux  plans  de  polarisation  se  coupaient 
à  angle  droit. 

Cette  expérience  de  Fresnel  et  Arago  nous  oblige  à  chercher 
une  nouvelle  règle  pour  la  composition  des  lumières  émises 
simultanément  par  plusieurs  sources. 

Au  lieu  de  définir  un  éclairement  complètement  polarisé  en 
un  point  en  nous  donnant  séparément,  d*une  part,  une  fonction 
d*éclairement  qui  a  une  grandeur,  mais  pas  de  direction  et, 
d'autre  part,  Porientation  du  plan  de  polarisation,  nous  allons 
introduire  une  fonction  d'éclairement  dirigée  dont  la  direction 
nous  fera  connaître  le  plan  de  polarisation. 

Traitons  séparément  le  cas  des  ondes  planes  et  le  cas  des  ondes 
sphériques. 

1'  Le  point  M  (fig.  11)  est  éclairé  par  des  ondes  planes, 
complètement  polarisées  dans  un  certain  plan  P,  et  produisant 
un  éclairement  constant. 

Pour  définir  réclairement  au  point  M,  nous  supposerons  que 
Ton  donne  en  ce  point  un  axe  V'MV,  c'estrà-dire  une  droite 
sur  laquelle  le  point  M  sert  d'origine,  sur  laquelle  il  y  a  un  sens 
de  parcours  positif  MV  et  un  sens  de  parcours  négatif  MV. 
Nous  supposerons  qu'une  règle  exempte  d'ambiguïté^  et  qui  reste 
à  fixer,  nous  fasse  connaître  le  plan  de  polarisation  P  lorsque 
nous  connaîtrons  la  droite  V'MV  et  la  normale  à  Tonde  MD. 
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Nous  supposerons  que  sur  l'aie  V'MV,  on  porie,  ii  partir  du 
poiol  M  et  dans  le  sens  MV  une  longueur  Mv^ip,  variable 
avec  t,  et  donnée  par  la  formule 


vT         .   r 

X,  y,  z,  étant  les  coordonnées  du  point  M  ; 

I,  m,  n,  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MD; 

T,  une  quantilc  caractérisant  la  couleur  de  la  lumière  mono- 
chromalîque  employée  ; 

V,  la  vitesse  de  cette  lumière  monochromaiique  dans  le 
milieu  considéré; 

A  et  «  deux  quantités  indépendantes  d'x,  y,  z,  l. 


Nous  admettrons  enfin  (jne  l'iniensité  lumineuse  est  donnée 
par  la  formule 


-  -   /  f'dt  =  -■ 


Le  point  figuratif  v  exécuie  sur  la  droite  V'MV,  autour  du 
point  M,  un  mouvement  pendulaire  de  période  T.  D'où  le  nom 
de  VIBRATION  LUMINEUSE  que  nous  donnerons  an  segmeni  de 
direction  fixe,  mais  de  grandeur  variable  avec  t,Hv. 
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L'bmploi  du  iiot  :  vibiiation  LvmneusB,  h'bst  hdllbmmt  tii  a 

l'bTPOTHËSE  que   la   LDHIËIIB  consiste   BN    titl  HOUVEIIBKT  TIBBATOIRB 
DE  GEBTAinS  CORPS. 

3*  Le  milieu  est  éciuiré  d'une  manière  lise  par  un  point 
lumineux  0  (fig.  12)  donnant,  en  chaque  point  M,  de  la  lumière 
complètement  polarisée  dans  un  plan  P. 
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Pour  définir  cotnpiétemeni  réelairemenl  au  point  M,  nouci 
supposerons  que  l'on  donne  en  ce  point  un  axe  V'MV  ayant  le 
point  M  pour  origine  el  H  V  pour  sens  de  parcours  positif.  Nous 
supposerons  qu'une  règle  exempte  d'an^iguité  et  qui  reste  h 
fixer,  nous  fasse  conneitre  le  plan  de  polarisntion  P  toutes  les 
fois  que  nous  connaîtrons  les  deux  directions  OM,  MV;  cette 
régie  devra  d'ailleurs  renfermer,  comme  cas  particulier,  la  r^lc 
adoptée  dans  le  cas  des  ondt-s  planes.  Nous  supposerons  que  sur 
l'axe  V'MV,  on  porte,  è  partir  du  point  M  et  dans  le  sens  MV, 
une  longueur  tAv=ip,  variable  avec  l,  et  donnée  par  la  formule 

«— -sinîjt    -  — — -  — B  . 
'      r  \T      \J        I 

Dans  celte  formule,  r  est  la  distance  OM  ; 

A  et  a  sont  jles  quantités  indépendantes  de  x,y,z,t,  si  le 

point  0  éclaire  également  en  toute  direction;  si  le  point  O 

"'-''-'---"  pas  également  en  toute  direction,  les  quantités  A  et  a 

nt  des  cosinus  directeurs  ^>  jp»  jj  du  rayon  OM. 


n'étiaire  , 
dépendent 
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Nous  admettrons  enfin   que   Tintensité  est  donnée   par   la 
formule 


Le  point  figuratif  v  exécute  sur  la  droite  V'MV,  un  mouve- 
ment vibratoire  pendulaire,  autour  du  point  M  ;  T  est  la  période 
de  ce  mouvement;  le  segment  Mv,  de  direction  fixe,  mais  de 
grandeur  variable,  se  nomme  la  vibration  lumineuse  au  point  M. 

Diaprés  ce  que  nous  venons  de  dire,  lorsqu*un  milieu  est 
éclairé  d^une  manière  constante  par  des  ondes  planes  ou  sphé- 
riques  complètement  polarisées,  la  connaissance  de  la  vibration 
lumineuse  en  chaque  point  fait  connaître  : 

1°  La  couleur  de  la  lumière,  par  la  période  de  la  vibration  ; 

2°  L*intensité  de  la  lumière,  par  le  demi-carré  de  Tamplitude  ; 

3**  L*orienta(ion  du  plan  de  polarisation  par  la  direction  de  la 
vibration. 

La  connaissance  de  la  vibration  entraîne  donc  la  connaissance 
de  toutes  les  propriétés  observables  de  Téclairement  considéré; 
ou  plutôt,  elle  entraînera  cette  connaissance  lorsqu'on  aura  fixé 
la  règle,  exempte  d'ambiguïté,  qui  doit  relier  l'orientation  du 
plan  de  polarisation  à  la  direction  de  la  vibration  et  à  la  normale 
à  l'onde. 

Touchant  cette  règle,  l'hypothèse  restrictive  faite  au  sujet  dea 
milieux  que  nous  étudions  nous  donne  une  première  indication  : 

Considérons  un  milieu  éclairé  par  des  ondes  planes  ou  sphé- 
riques  complètement  polarisées.  Soient,  au  point  M,  MV  la 
direction  de  vibration  (fig.  13)  et  MIS  la  normale  à  Tonde. 
Supposons  que  la  règle  en  question  nous  conduise,  étant  données 
les  deux  droites  MV,  MN,  à  prendre  pour  plan  de  polarisation 
le  plan  P  qui,  par  définition,  passe  par  la  droite  MN.  Diaprés 
Thypothèse  faite  au  sujet  des  milieux  que  nous  étudions,  deux 
plans  quelconques,  symétriques  par  rapport  au  plan  NMV,  ne  se 
peuvent  distinguer  physiquement;  si  donc  le  plan  P  est  plan  de 
polarisation  au  point  M,  le  plan  P',  symétrique  de  P  par  rapport 
au  plan  NMV,  est  aussi  plan  de  polarisation  au  point  M;  pour 
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que  la  règle  cherchée  soil  exemple  d'ambiguïté,  il  faul  que  les 
deux  plans  P  tl  P'  colneident,  ce  qui  enlralne  l'une  des  deux 
propositions  suivantes  ;  ou  bieu  le  plan  P  coïncide  avec  le 
plan  NMV,  ou  bien  le  plan  P  esi  perpendiculaire  au  plan  NMV. 


Ainsi  :  dans  les  milieux  que  nous  étudions,  ou  bien  ta  vibra- 
tion lumineuse  est  dans  le  plan  de  polarisation,  ou  bieii  le  plan 
de  la  normale  à  l'onde  et  de  la  vibration  lumineuse  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  polarisation. 

Le  choix  de  la  direction  de  la  vibration  lumineuse  ne  serait 
BOumiBè  aucune  autre  resiriciiojisi  l'on  se  proposait  seulement 
d'éiudîer  l'éclairemeni  d'un  milieu  illimité  par  une  source 
unique. 


Mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  l'on  admet  la  régie  suivante 
pour  déterminer  l'éclairement  produit  en  un  point  de  l'espace 
par  un  certain  nombre  de  sources  émettant  de  la  lumière  com- 
plètement polarisée,  lorsqu'on  connaît  l'éclaircment  produit  en 
ce  point  par  chacune  de  ers  sources  prise  isolément. 
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Soient  Mt?  =  <p  (0,  Mv'  =  9'  (0,  Mv"  =  <p"  (0, ...»  te«  w'éra- 
/ions  9tit  représenteraient  Védairement  produit  au  point  M,  à 
^instant  t^  j!>ar  cAacune  des  lumières  considérées  brillant  ûo- 
lément.  Composons  entre  eux  les  segments  Mv,  Mv\  Mv".,.  Nous 
obtenons  un  segment  résultant 

dont  la  grandeur  et  la  direction  varient  périodiquement  avec  le 
temps  t,  la  période  étant  T.  L'intensité  lumineuse  au  point  M  et 
à  rinstant  i  a  pour  valeur 

l+T 

(2) j=iy  ♦»(»),/<. 

Cette  règle  ddnne-t-elle  des  résultais  conformes  aux  faits 
d'expérience  ?  Nous  allons  voir  que  cette  règle  s'accorde  avec 
les  faits  d  expérience  à  la  condition  que  Ton  adopte  un  certain 
mode  de  correspondance  bien  déterminé  entre  le  plan  de  pola- 
risation d'un  rayon  complèlement  polarisé  et  la  direction  de  la 
vibration. 

Développons,  tout  d'abord,  la  règle  précédente. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0^,  Oz. 

Soient  ti  (f),  v  (t),w  {t)  les  composantes  du  segment  Mt;  =(p  (t), 
u'{t)y  v'{i),  w'(t)  lescomposantesdusegmentMt;'=9'(<), 


Nous  aurons 


(3)     ....   V 


-  /  [v(t)  -H  v'  {t)  -I Y  (Il 

t 

l+T 

^:^y[w(i)-^w'(t)^  "'Ydl 


9.  Mim  vAt-afMH  fwMJHcaii-  (■•!««).  —   Wtritvrtnr»  4 


Comparons  la  régie  précëdenie  aux  résultais  de  l'expérience 
de  Fresnel  et  Ara^o. 


Soient  S  ei  S'  deux  sources  identiques  (lig.  1i).  Chacune  de 
ces  sources  produit  nu  éclaîremeat  fixe  que  nous  supposerons, 
au  moins  entre  les  limites  qui  nous  intéressent,  indépendant  de 
la  direction  du  rayon.  Faisons  passer  l'axe  des  z  par  le  milieu  pi 
de  SS',  cl  menons-le  perpendiculairement  à  SS'.  Menons  l'axe 
Ox  parallèle  à  S'S. 

Nous  supposerons  la  disinnce  S'S  très  petite  par  rapport  aux 
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distances  OS,  OS';  nous  étudierons  réclairement  en  un  point  M 
du  plan  des  zy  très  voisin  du  point  0. 

La  vibration  envoyée  au  point  M  par  la  source  S  est  Mvsamf  (l)  ; 
ses  composantes  sont  u(t)^  t;(0>  u;(0* 

La  vibration  envoyée  au  point  M  par  la  source  S'  est 
Uv'  B>f'(/);  ses  composantes  sont  u'(i\  v'(t)^  w'{t). 

Nous  avons 

,(0-^sia2,(i-^-.). 

f  \  ;      ^,  \T       VT         / 

en  désignant  par  r,  r'  les  distances  SM,  S'H  et  par  A  et  a  deux 
constantes. 

r  différant  très  peu  de  r\  on  peut  remplacer  r'  par  r  dans  les 
termes  où  cette  quantité  n*est  pas  divisée  par  la  très  petite 
longueur  VT.  On  pourra  donc  écrire 

t#  (0=  -  sin  27r  f-  —  —  —  aj  ces  iMv.  x), 

(4)     .     .      /  V  (0  =•  -  sin  Stt  ^  -  —  —  —  « j  ces  (Mv,  y), 

A             ft         r  \ 

w  (0-=  -  sin  2ir —  a   ces  (Mw,  z). 

u'(0=  ^  sin  2ir  (^  -  ^  ^  «)  ces  (Mv'.x), 


(4^-).     . 


A  [i         r'         \ 

v'(()= -sin  2ir  ^-  —  —  —  «j  ces  (Mv',y), 

A  .         /«         r'  \ 

u;'(0=  -  sin  âir  ^-  _  _  —  «j  ces  (Mi;',z). 


Si  la  vibration  Mv  est  dans  le  plan  de  polarisation  P  du  rayon  SiVL 
faisant  un  certain  angle  0  avec  ce  rayon  SM,  la  vibration  Mv' 
est  dans  le   plan  de  polarisation   P'   du  rayon   S'M,   faisant 
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fangle  0  avec  la  direction  S'M.  Si  la  vibration  Mt;  est  dans  le 
plan  mené  par  SM  normalement  au  plan  de  polarisation  P  et  si 
elle  fait  un  angle  0  avec  la  direction  SM,  la  vibration  Mv'  est 
dans  le  plan  mené  par  S'M  normalement  au  plan  de  polarisa- 
tion P',  et  elle  fait  un  angle  0  avec  la  direction  S'M.  La  règle 
qui  lie  la  position  de  la  vibration  à  la  position  du  plan  de  pola- 
risation doit,  en  effet,  être  la  même  pour  le  rayon  SM  et  pour 
le  rayon  S'M. 

De  cette  remarque,  on  peut  déduire  deux  conséquences  : 

1*  Les  deux  vibrations  Mt?,  Mv'  font  un  même  angle  avec 
rinterseciion  des  deux  plans  de  polarisation  P,  P'  ; 

2"  Si  Ion  projette  les  deux  vibrations  Mv,  Mv'  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Tintersection  des  deux  plans  P,  P\  Tangle  des 
deux  projections  sera  égal  à  Tangle  des  deux  plans. 

Mais  les  deux  plans  P,  P',  passent  Tun  par  la  droite  SM, 
lautre  par  la  droite  S'M;  comme  ces  deux  droites  sont  très 
voisines  Tune  de  Tautre  et  de  la  droite  Oz,  Tintersection  des 
deux  plans  de  polarisation  P,  P',  diffère  peu  de  Oz.  Les  deux 
propositions  précédentes  peuvent  donc  s*énoncer  ainsi  : 

V  Les  deux  vibrations  Mt?,  Mt?',  font  sensiblement  le  même 
angle  avec  la  ligne  Oz  : 

(5)  cos(Mv,  z)  =3  cos  (Mt;',  z),    sin  (Mt;,  z)  =>  sin  (Mt;',  z); 

S"*  Si  Ton  projette  les  vibrations  Mv,  Mt;',  suivant  Moi,  M(ù\ 
sur  le  plan  des  xy^  Tangle  (o  Ma>'  est  sensiblement  égal  à  Tangle 
des  deux  plans  de  polarisation  P,  P'  : 

(  cos  («M«  )  -=  cos  (Mû),  x)  cos  (M«  ,  x)  -^  cos  (Ma,  y)  cos  (Mw',  y) 
^  M  =  cos  (P,  P'). 


On  a  d'ailleurs 


(7)    .     . 


cos  (Mt; ,  x)  =  cos  (M« ,  x)  sin  (Mt; ,  z), 
cos  (Mv  ,  y)  =  cos  (Mfi) ,  y)  sin  (Mt; ,  z), 
cos  (Mt?',  x)  =  cos  (Ma',  x)  sin  (Mt;',  z) , 
cos  (Mt?',  y)  =>  cos  (Ma',  y)  sin  (Mt;',  z). 
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Or,  les  égalités  (3),  (4),  (4"*)  nous  donnent,  en  vertu  d'un 
calcul  bien  connu  : 

A* 

J  =  — j  [ces*  (M«  ,  x)  -♦-  ces*  (Mv  ,  y)  -«-  ces*  (M©  ,  z]] 

A* 

2r 

A* 

-♦-  — - 1  ces  (Mv,  x)  €08  (Mr ',  x)  -^  cos  (M«,  y)  cos  (M»',  y) 
r 

r'  *—  r 

-♦-        cos  (Mt),  z)  cos  (Mv',  z)j  cos  TT 

En  vertu  des  égalités  (5)»  (6)  et  (7)»  cette  égalité  devient 

AM  _       r .       .  _.       -.  r'  —  r 


(8)     J  =  —    i  —  [sin'  (Mw,  z)  cos (P,  P')  -4-  co8'(Mv,  «)]  cos  n 


VT    V 


Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  plans  de  polarisation  sont 
rectangulaires,  cos  (P,  P')  «=  0  et  Tégalité  précédente  se  réduit  à 


(9) 


A»  r  r' r\ 

.     .     .     .  J  s=3  --    i  — cos'(Mv,  z)  cos  ir 

r«  L  VT   J 


Or,  Texpérience  de  Fresnel  et  Arago  nous  apprend  que,  dans 
ce  caSy  les  franges  d'interférence  disparaissent;  au  voisinage  du 
point  Oy  le  champ  se  montre  uniformément  éclairé;  l'intensité  J, 
donnée  par  l'égalité  (9),  doit  donc  être  indépendante  de  (r' —  r), 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(10) cos  (Mt7,  z)  »  0. 

Si  Ton  remarque  que  la  ligne  Oz  diffère  très  peu  en  direction 
de  la  ligne  MS,  on  voit  que  l'on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

La  règle  d'interférence  des  lumières  polarisées  n^est  compatible 
avec  f expérience  de  Fresnel  et  Arago  que  si  ton  place  la  vibra- 
tion d*une  lumière  complètement  polarisée  perpendiculairement 
au  rayon. 
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D'ailleurs,  il  suffit  que  l*an  place  tiinsi  la  vibration  pour  que 
la  théorie  de  Vinterférence  des  lumières  polarisées  s'accorde  aivec 
Inexpérience  de  Fresnel  et  Àrago^  car  on  a  alors  Tégalité  (10), 
qui  transforme  Tégalité  (8)  en 


( 


H)  •  •  .  j-^'[i-cM{^n<»si'^^] 


et  cette  dernière  égalité,  discutée,  reproduit  tous  les  détails  de 
rexpérienee  en  question. 


G.  Mtm  •lèt*«ftoM  tmaUmtfmêm  («vile).  —  0|f«fétMe  #!«  Ww^mtnmt,  — 
m^»$émtm  ^m  Mme  Cuttmgh  mê  r,~m.  J¥emt 


Les  deux  restrictions  que  nous  avons  successivement  apportées 
à  la  position  de  la  vibration  d*une  lumière  complètement  pola- 
risée ne  nous  laissent  le  choix  qu'entre  deux  positions  :  ou  bien 
la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  ou  bien 
elle  est  tracée  dans  le  plan  de  polarisation  perpendiculairement 
au  rayon.  Selon  que  nous  adoptons  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux 
règles,  nous  formulons  deux  systèmes  optiques  distincts:  le 
premier  est  celui  de  Fresnel,  le  second  est  celui  de  Mac  Cullagh 
et  de  F.-E.  Neumann. 

Résumons  ici  les  règles  et  hypothèses  qui  constituent  ces  deux 
systèmes;  toutes  ces  règles  et  hypothèses,  sauf  une,  sont  com- 
munes à  ces  deux  systèmes  : 

l*  Un  éclairement  complètement  polarisé  est  caractérisé  par 
un  segment  de  direction  fixe,  mais  de  grandeur  périodiquement 
variable^  que  Von  nomme  la  vibration. 

3*  Que  l'éclairement  soit  formé  d'ondes  planes  ou  d'ondes 
sphériqueSf  la  grandeur  de  la  vibration  est  donnée  par  la  formule 


f  «-  A  sin  âir 


(-;-)• 


où  A  et  a  sont  des  quantités  indépendantes  de  i^  etoiibi  durée  T 
caractérise  la  couleur. 


—  63  —  37 


5^  L'intensité  de  Véclairement  considéf^é  a  pour  valeur 


4"  La  vibration  est  tangente  à  Conde. 


5*  (Système  de  Mac  Cullagh 
ET  F.  Neumann). 
La  vibration  est  tracée  dans 
le  plan  de  polarisation. 


5*  (Système  de  Fresnel). 

La  vibration  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  polarisation. 

6*  Plusieurs  lumières  complètement  polarisées  tombent  simul- 
tanément au  même  point  M  ;  chacune  d'elles,  prise  isolément,  y 
engendrerait  une  vibration;  soient  Mt;  =  (p(0»  Mi?'  =  9'(0>  •••• 
ces  vibrations.  En  les  composant  géométrique^nent,  nous  obtenons 
un  segment  Mt(;  =  4>(()  dont  la  grandeur  et  la  direction  varient 
avec  le  temps.  L'intensité  lumineuse  au  point  M  a  pour  valeur  : 


H-T 


J  =  iy*'(t)rft. 


II  nous  reste  à  lever  une  dernière  indéierminaiion,  à  choisir 
entre  le  système  de  Fresnel  et  le  système  de  Mac  Cullagh  et 
F.  Neumann,  pour  obtenir  une  théorie  complètement  définie  de 
la  lumière  complètement  polarisée. 

Une  expérience  capable  de  trancher  le  différend  entre  le 
système  de  Fresnel,  d'une  part,  et  le  système  de  Mac  Cullagh  et 
de  Neumann,  d'autre  part,  a  été  imaginée»  en  IS??,  par 
W.  Zenker,  et  réalisée  en  1890,  par  M.  0.  Wiener. 

L'interprétation  de  cette  expérience  repose  sur  deux  lois 
expérimentales  essentielles  qui  nous  seront  encore  d'un  grand 
tisage  au  chapitre  suivant;  ces  deux  lois  sont  les  suivantes  : 

1*  Loi  expérimentale.  —  Lorsque  des  ondes  planes,  polariêées 
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complètement  dans  le  plan  d'incidence^  tombent  sur  une  surface 
plane  séparant  deux  milieux  transparents,  la  lumière  réfléchie  et 
la  lumière  réfractée  se  composent  toutes  deux  d*ondes  planes;  le 
rayon  réfléchi  et  le  rayon  réfracté  sont  dans  le  plan  d'incidence; 

ILS  SONT  TOUS  DEUX  COMPLÈTEMENT  POLARISÉS  DANS  LE  PLAN  D*ING1DENGB. 

2*  Loi  expérimentale.  —  Lorsque  des  ondes  planes^  complète- 
ment polarisées  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  d'incidence, 
tombent  sur  une  surface  plane  séparant  deux  milieux  trans- 
parentSy  la  lumière  réfléchie  et  la  lumière  réfractée  se  composent 
toutes  deux  d'ondes  planes;  le  rayon  réfléchi  et  le  rayon  réfracté 
sont  dans  le  plan  d'incidence;  ils  sont  tous  deux  complètement 
polarisés  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  d*ingidenge. 

On  peut  alors  répéter  lextuellement,  en  premier  lieu  pour 
une  lumière  incidente  composée  ri*ondes  planes  polarisées  dans 
le  plan  d*incidence,  en  second  lieu  pour  une  lumière  incidente 
composée  d*ondes  planes  polarisées  dans  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  d*inei(lence,  ce  que  nous  avons  dit  au  chapitre 
préliminaire  pour  une  lumière  quelconque. 

Nous  obtiendrons  ainsi  les  résultats  suivants  : 

V  Lumière  polarisée  dans  le  plan  d'incidence  : 

Soit 

.     ^    It        Ix  -¥■  my  -^  nz  \ 

f=  A,  sin  2ïr  I «,  L 

la  grandeur  de  la  vibration  incidente;  les  grandeurs  des  vibra- 
tions réfléchies  et  rérractées  seront 

♦.  =  F.A,  sin  2ir  (- ^ «.  -  A,J , 

(12)    (♦.-F.A,sin2,r^- ^^^ ?-«,_AtJ, 


avec 


sin  t       V, 
sin  p       V^ 


Ff,  F],  A{,  ^2,  dépendant  de  la  nature  des  milieux  1  et  2,  de 
ramplitiide  A|  de  la  lumière  incidente,  et  de  Tangle  d*incidence  t. 
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2"  Lumière  polarisée  perpendiculairement  au  plan  d'incidefice. 
Soil 

•     •«./'       /x  -♦-  my  -»•  fit         \ 

la  grandeur  de  la  vibration  incidente;  les  grandeurs  des  vibra- 
tions réfléchies  et  réfractées  seront  : 

^  *     '    c    l^       Ix  -^my  —  nz  ^  \ 

/- -V    )            ^  .     .    ^    /'        /x  -♦-  fify  —  N„z  ros  fl  ^  \ 

(13)    U,  =  G,A.8in2ir^- ?r^j^ ^««._D,], 

siii  t       V, 
avec  -. —  —  — . 

sin  p       Vf 

G|,  G],  D|,  D^  dépendant  de  la  nature  des  milieux  1  et  2,  de 
l^amplitude  Af  de  la  lumière  incidente,  enfin  de  Tangle  d*inci- 
dence  t. 

Les  quatre  quantités  Gi,  G^,  D|,  Dj  sont  respectivement 
analogues  aux  quatre  quantités  F|,  F^,  À|y  A^,  mais  rien  ne 
prouve  qu'elles  leur  soient  respectivement  égales. 

Ces  divers  résultats  seront,  au  prochain  chapitre,  le  point  de 
départ  de  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  ondes 
planes.  Pour  le  moment,  ils  vont  nous  servir  à  rendre  compte 
des  expériences  de  M.  0.  Wioner. 

M.  0.  Wiener  fait  tomber  sur  la  surface  de  séparation  plane 
de  l'air  et  d*unc  masse  de  verre  des  ondes  planes  dont  Tangle 
d*incidence  est  ^;  ces  ondes  sont  complètement  polarisées  soit 
dans  le  plan  d'incidence,  soit  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  d*incidence.  Il  se  forme  des  ondes  planes  réfléchies  ;  le  plan 
de  réflexion  est  également  ^.  Ces  ondes  sont  polarisées  suivant 
la  même  loi  que  les  ondes  incidentes. 

Nous  allons  étudier  IVclairement  produit  en  un  point  du 
champ  par  Tinterférence  des  ondes  incidentes  et  des  ondes 
réfléchies.  Nous  suivrons  d'abord  le  système  de  Fresnel,  puis  le 
système  de  Mac  Cullagh  et  de  Neumann. 

XX.  5 
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1.  —  Le  système  adopté  est  le  système  de  Fresnel. 

1*  Les  ondêê  incidentes  sont  polarisées  dans  le  plan  dHncidence. 

La  vibration  incidente  cp»  en  un  point  (x,  y,  z)  du  milieu,  est 
alors  perpendiculaire  au  plan  d^incidence  ;  la  lumière  réfléchie 
est  polarisée  dans  le  plan  d*incidenee,  en  sorte  que  la  vibration 
réfléchie  4>|  est,  elle  aussi,  perpendiculaire  au  plan  dincidence; 
ces  deux  vibrations  sont  dirigées  suivant  la  même  droite;  on 
peut  toujours,  en  augmentant  au  besoin  À|  de  i,  les  supposer 
menées  dans  le  même  sens. 

Si  Ton  applique  alors  au  calcul  de  Tintensité  résultante  la 
règle  énoncée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  on  trouve,  pour 
valeur  de  cette  intensité  : 

dt 


ïA  -^  *•'* 


=  —  /     sm  2»r —  «1 

tJ    L  \T  V,T  7 

^    (t       Ix  ^  Miy  —  nz  ^  N"]' 

^  F.  sinâtr  [- ^- «t-  A.jJ  dt. 


Si  Ton  observe  que 


n        1/2 


n  -a  cos  -  =»  — 
4         2 


on  trouve 


(14) 


1/2. 


.    .    ,i^!^^i^T^,^2F,cosnl^-^A,)Y 


Cette  intensité  varie  périodiquement  avec  la  distance  z  du 
point  considéré  au  miroir;  le  champ  présente  donc  des  plans, 
alternativement  clairs  et  obscurs,  parallèles  entre  eux  et  à  la 
surface  du  miroir. 


—  67  —  41 

Les  plans  d'intensité  maxima  sont  donnés  par  Téquation 


COS  ir 


(^'-.)— •  - 


\/î 


k  étant  un  nombre  entier  positif»  nul  ou  négatif. 

Les  plans  d'intensité  minima  sont  donnés  par  Téquation 

([/ïz  \       ^  2AVJ-A. 


1/2 


k  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif. 

Ces  résultats  sont  établis  en  supposant  F|  positif;  il  les  faut 
intervertir  si  F|  est  négatif. 

2*  Leê  ondes  incidentes  sont  polarisées  perpendiculairement  au 
plan  d'incidence. 

L*onde  réfléchie  est  également  polarisée  perpendiculairement 
au  plan  d'incidence  ;  la  vibration  incidente  et  la  vibration  réflé- 
chie sont  donc  toutes  deux  tracées  dans  le  plan  d'incidence.  Le 
rayon  incident  et  le  rayon  réfléchi  faisant  chacun  avec  la 
normale  un  angle  égal  à  ^,  ces  deux  rayons  sont  rectangulaires  ' 
entre  eux;  comme  la  vibration  incidente  est  perpendiculaire  au 
rayon  incident  et  la  vibration  réfléchie  perpendiculaire  au  rayon 
réfléchi,  ces  deux  vibrations  sont  également  rectangulaires.  Si 
nous  appliquons  au  calcul  de  l'intensité  résultante  la  règle 
indiquée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  nous  trouvons,  pour 
valeur  de  cette  intensité, 

Le  champ,  uniformément  éclairé,  ne  présente  aucune  frange. 


it  —SS- 


II. —  Le  système  adopté  est  le  système  de  Mac  Gullagh 

ET   NeCMANM. 

i*  La  lumière  inàdenie  est  polaritée  dans  le  plan  d'incidence. 

On  prouve  aisément  que,  dans  ce  cas,  les  vibrations  incidente 
et  réfléchie  sont  rectangulaires  entre  elles.  Llntensité  en  un 
point  du  champ  a  pour  valeur 

(<n  .  .  .  j=iy(,'+*iv/i-.^(i-.Fî). 

f 

Le  champ,  uniformément  éclairé,  ne  présente  aucune  frange. 

3*  La  lumière  incidente  est  polariêèe  perpendiculairement  au 
plan  d'incidence. 

On  prouve  aisément  que,  dans  ce  cas,  les  vibrations  incidente 
et  réfléchie  sont  dirigées  suivant  la  même  droite.  L*intensicé  en 
un  point  du  champ  a  pour  valeur 

«  ^'  [l  H-  Gî  -  2G,eos  n  (-^  h-  D.)  J. 

Cette  intensité  varie  périodiquement  avec  la  distance  z  du 
point  considéré  à  la  surface  du  miroir;  le  champ  présente  donc 
des  plans  alternativement  clairs  et  obscurs,  parallèles  entre  eux 
et  à  la  surface  du  miroir. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  G|  positif. 

Les  plans  d*intensité  maxima  sont  donnés  par  Téquation 

V'iz  \  (2^-^l)VJ  — D, 

rOSTrI— —  -4-   D.Ur— 1,       X— ^ ^ 


IV 'Iz       ,   \ 


1/5 


A*  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif. 
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Les  plans  d'intensité  minima  sont  donnés  par  Téq nation 

2AVJ  —  D, 


^^^''("vT"*"   v"^'    * 


l/â 


*  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif. 

Si  G|  est  négatif,  les  résultats  doivent  être  intervertis. 

Les  résultats  prévus  par  la  théorie  sont  inverses,  selon  que 
Ton  adopte  le  système  de  Fresnel  ou  le  système  de  Mae  Gullagh 
et  Neumann;  pour  décider  entre  ces  deux  systèmes,  il  suffit  de 
réaliser  les  deux  dispositions  expérimentales  que  nous  venons 
d*étudier  et  de  constater  dans  quel  cas  il  se  produit  des  franges 
parallèles  à  la  surface  du  miroir. 

Ces  franges  sont  très  voisines  les  unes  des  autres;  la  distance 
de  deux  franges  obscures  consécutives  et  de  deux  franges  claires 
consécutives  est  égale  à  V^  V|T;  pour  les  distinguer,  il  faut 
faire  usage  d'un  artifice.  M.  0.  Wiener  s'appuie  sur  le  fait 
d'expérience  suivant  : 

Une  pellicule  de  collodion  photographique,  placée  dans  un 
champ  où  Tintensiié  lumineuse  varie  d'un  point  à  l'autre, 
s*attaque  davantage  aux  points  où  la  lumière  est  plus  intense. 

Il  coupe  alors  le  champ  par  une  pellicule  photographique 
faisant  avec  la  surface  du  miroir  un  très  petit  angle  G,  dont 
Taréte  est  d'ailleurs  parallèle  à  l'intersection  des  ondes  incidentes 
et  de  la  surface  du  miroir.  Des  plans  équidistants,  parallèles  à  la 
surface  du  miroir  et  distants  les  uns  des  autres  de  1/2 V|T, 
traceront  sur  la  pellicule  des  lignes  parallèles,  équidislantes,  et 

dont  la  distance  sera  ^^  *^  ;  si  Pangle  0  est  suffisamment  petit, 
cette  distance  sera  appréciable. 

Par  ce  procédé,  M.  Wiener  a  prouvé  que  le  champ  était 
uniformément  éclairé  lorsque  la  lumière  incidente  était  polarisée 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence^  et  qu'il  était  sillonné  de 
franges  lorsque  la  lumière  incidente  était  polarisée  dans  le  plan 
d'incidence. 

Le  système  optique  de  Mac  Cullagh  et  de  Neumann  doit  donc 
être  rejeté. 
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La  vibbation  lumineuse  d*unb  lu«iébe  complètement  polarisée 

DOIT  ÊTRE  menée  NORMALEMENT  AU  PLAN  DE  POLARISATION. 

Remarque,  —  Les  expériences  de  M.'  O.  Wiener  sont  en 
contradiction  avec  Vensemble  du  système  de  Mac  Cullagh  et  de 
Neuinann;  elles  nous  apprennent  que,  parmi  les  hypothèses  sur 
lesquelles  repose  ce  système,  il  en  est  une  au  moins  qui  doit 
être  rejetée;  elles  ne  nous  indiquent  pas  laquelle  il  faut  rejeter; 
si  Ton  suppose  le  débat  circonscrit  entre  le  système  de  Fresnel, 
d*une  part,  et  le  système  de  Mac  Cullagh  et  de  F.-E.  Neumann, 
d^autre  part,  le  doute  ne  peut  porter  que  sur  une  seule  hypo- 
thèse, celle  qui  concerne  la  position  et  la  vibration  par  rapport 
au  plan  de  polarisation  ;  dans  ces  conditions,  les  expériences  de 
M.  0.  Wiener  nous  enseignent  que  la  vibration  est  normale  au 
plan  de  polarisation  ;  mais  si  le  débat  nVst  pas  restreint  de  la 
sorte,  rien  n*empèche,  nonobstant  les  expériences  de  M.  0. 
Wiener,  de  laisser  la  vibration  dans  le  plan  de  polarisation;  il 
faudra  simplement  changer  quelque  autre  hypothèse  parmi  celles 
qui  constituent  le  système  de  Mac  Cullagh  et  de  F.-E.  Neumann, 
par  exemple,  la  définition  de  Tintensité  lumineuse.  M.  H.  Poin- 
caré  a  insisté  sur  ce  point. 

Nous  sommes  partis  (rhypothèses  sur  le  point  lumineux  qui 
éclaire  également  en  toute  direction,  ou  qui  éclaire  d*unc 
manière  différente  en  différentes  directions;  mais  nous  avons 
constamment  admis  que  ce  point  lumineux  envoyait,  en  chaque 
direction,  de  la  lumière  complètement  polarisée;  or,  ce  que 
nous  venons  de  dire  sur  la  constitution  de  la  lumière  polarisée 
nous  permet  de  concevoir  et  d*étudier  une  classe  beaucoup  plus 
générale  de  points  lumineux. 

Concevons,  en  effet,  que  Ton  place  infiniment  près  les  uns  des 
autres  plusieurs  points  lumineux  tels  que  ceux  que  nous  venons 
d étudier;  leur  ensemble  pourra  être  regardé  comme  un  point 
lumineux  unique;  cherchons  quelles  sont  les  propriétés  de  la 
lumière  émise  par  un  semblable  point  lumineux. 


Soit  £  ce  point,  formé  par  la  réunion  des  poiois  lumineiu 
S,  S',  S", ...  (fig.  iH).  Ail  point  M,  le  point  liimineiis  S  envoie 
une  lumière  complètement  polarisée  représentée  par  la  vibration 

Jl„_,(l)_*.in4,(^--;^-.), 

r  étant  la  distance  SM  ou  £U;  A  et  a,  deux  quantités  indépen- 
danles  de  t.  Cette  vibration  est  dans  le  plan  Mx.v  mené  par  le 
point  M  normalement  è  XV. 


.^ 


Le  point  S'  envoie  nu  point  M  une  lumière  complètement 
polarisée  représentée  par  la  vibration 

»v'  =  ?'  (()  -  isin  in  (i  -  i^  -  .') . 


Cette  vibration  est  tracée  dans  le  plan  Mxj/. 

Soient  Mx,  My,  deux  axes  rectangulaires  choisis  arbitrairement 
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dans  ce  plan.  Soient 

Les  vibrations  Mt?,  Mi;', ...  auront  pour  composantes,  suivant 
les  axes  Mx  et  My  : 

^         r  \T       VT         / 


Mv  : 


Mv': 


i;   (0  =  -  COSy  Sin  2ir  |-  —  ^  — «  |, 

A'  /(         r  \ 

u'(0--cose'sin2,r(--— -«'], 

r'  (0  -  ^  cosy' sin^ir  (i  -  il,  -  .'] . 


Soit  Muta 4^ (i)  le  segment  variable  avec  t  en  grandeur  el  «n 
direction  que  Ton  obtient  en  composant  entre  eux  les  segments 
Mv^  Mv'y ...;  soient  U(0«  V(r)  les  composantes  de  [ce  segment 
suivant  Mx  et  My. 

Nous  aurons 

V(0  — r(0  +  v'(l)-i . 

Déterminons,  ce  qui  est  toujours  possible,  les  deux  quantités 
«Xo  et  olU'  et  les  deux  angles  a  et  a'  par  les  égalités 

A  cos  6  cos  a  -4-  A'  ces  6'  ces  a'  +  •  •  •  =s  oKo  ces  Uy 
A  cos  6  sin  a  •«-  A'  cos  •'  sin  a'  -4-  •  ••  «s  oHo  sin  a, 
A  cos  If  cos  «  -♦-  A'  cos  If'  cos  a'  -♦-  . . .  =B  <A)'  cos  a', 
A  cos  If  sin  a  -^  A'  cos  if'  sin  a'  +  •  •  •  —  qHd'  sin  a'. 
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et  nous  pourrons  éerire  : 

U(l)=.-sin2.(----a). 
(16)    .     .    .   < 

U  (0  représente  la  vibration  que  Ton  aurait  en  M,  si  Ton 
plaçait  en  £  un  point  lumineux  c  d*éclat  fixe,  éclairant  également 
en  toute  direction  ou  inégalement  dans  les  diverses  directions, 
envoyant  dans  ehaque  direction  de  la  lumière  complètement 
polarisée  de  telle  sorte  que  le  plan  de  polarisation  correspondant 
à  la  direction  £M  soit  £M^. 

V(0  représente  la  vibration  que  Ton  aurait  en  M,  si  Ton 
plaçait  en  £  un  point  lumineux  ?',  analogue  i  o*,  mais  envoyant 
suivant  £M  de  la  lumière  polarisée  suivant  le  plan  £Mx. 

Or  :  1*  Lintensité  lumineuse  engendrée  au  point  M  par  Pac- 
tion  simultanée  des  points  S,  S', ...  est  donnée  par  Texpression 

t+J  #+T 

I  t 

L*intensité  lumineuse  qu^engendrerait  au  point  M  Taetion 
simultanée  des  points  c  et  ?'  est  donnée  par  Texpression 

HT  H-T 


iyuvoc/^-^^yv  (1)1/1. 


Ces  deux  intensités  sont  identiques. 

2*  Faisons  interférer  les  lumières  émises  par  les  points  S,  S', ... 
avec  les  lumières  émises  par  d*autres  points  lumineux  s,  s\  ... 
envoyant  en  toute  direction  de  la  lumière  complètement  polarisée. 
Soient  Mu;,  Mu;', ...  les  vibrations  envoyées  au  point  M  par  les 
sources  s,  s', ...  Nous  aurons  à  composer  entre  eux  les  segments 
Mv,  Mv\  ...  Mu;,  Mu;', ...,  ce  qui  nous  donnera  un  segment  résuU 


tant  Uû  — ■  *¥(t)  variable  avec  le  temps  en  grandeur  et  direction  ; 
l'intensité  lumineuse  résultante  sera,  au  point  H, 


-i/'-M*. 


Noua  obtiendrons  le  même  segment  résultant  MQ  «-  >F(f)  et, 
par  conséquent,  la  même  intensité  i,  en  compount  avec  les  seg- 
menta Mw,  Mw', ...  les  deux  segments  U(f),  V(0- 

Lei  points  lumineux  «,  <',  engendrent  donc  la  même  lumière 
soit  par  interférence  avec  la  lumière  émise  par  les  sources  5,  S',... 
soit  par  inlerrérence  avec  la  lumière  émise  par  les  deux 
sources  0-,  a'. 

Ainsi  les  sources  a,  a',  sont,  en  toutes  circonsianccs,  exacte- 
nieni  équivalentes  aux  sources,  S,  S', ...;  d'où  le  théorème  sui- 


Vn  point  lumineux  complexe  formé  par  ta  réunion  d'un  nom- 
Are  quelconque  de  points  lumineux  d'éclat  fixe,  envoi/ant  en  toute 
direftion  de  ta  lumière  complètement  polarttée,  équivaut  à  deux 
point!  lumineux  d'éclat  fixe,  envoyant  en  citaque  direction  de  ta 
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Itanière  complélemenl  potariaie,  et  telt  que,  pour  chaque  direction, 
le*  deux  plans  de  polarisation  cùrreêpondanl  aux  deux  points 
btmineuje  soient  deux  plans  rectangulaires  entre  eux  arbitraire- 
ment choisit, 

Soil  que  l'on  veuille  CBlciiler  l'iniensilé  lumineuse  au  point  M, 
soit  que  l'on  veuille  Taire  tnit-rférer  la  lumière  envoyée  au  point  U 
par  le  point  lumineux  complexe  L,  avec  la  lumière  envoyée  au 
même  poirii  M  par  diverges  sources  de  lumière,  il  est  inutile  de 
connaître  les  deux  segments  U(()>  V(f)t  ((ui  supposent  un  choix 
particulier  d'axes  Mx,  My,  il  suffit  de  connairre  le  segment  9  (t) 
dont  la  délioiiion  ne  renferme  rien  d'arbitraire.  Étudions  donc 
comment  le  segment  Mu  —  9  (t)  vraie  en  grandeur  et  en  direc- 
tion avee  le  temps  (. 

Supposons  que,  pour  regarder  ce  segment,  nous  placions  l'œil 
en  un  point  0  (fig.  16)  situé  au  delk  du  point  M  dans  la  direc- 
tion £M.  Nous  verrons  alors  les  axes  Mx,  M.V)  comme  les  repré- 
sente la  ligure  (7. 


■ 


SO  —  7B  — 

La  trajectoire  du  point  u,  dunt  Irs  coonlonnées  sont 


(17) 


JU'   .         /( 


VT 


est,  eomme  on  le  voit  aisément,  une  ellipse,  pour  laquelle  les 
•xea  Mx,  My,  forment  un  système  de  diamètres  conjugués;  cette 
ellipse  est  inscrite  dans  le  rectangle  AB,  A'B',  dont  les  cAtés, 
respectivement  parallèlea  anx  axes  MX,  MY,  ont  pour  équations 


Les  ellipses  relatives  aux  divers  points  M  d'un  même  rayon  £M 
sont  bomolhétiques  entre  elles  pur  rapport  au  point  £,  le  rapport 
d'bomothélie  étant  p. 

Cherchons  dans  quel  sens  le  point  u  di'crii  l'ellipse. 

La  comparaison  des  figures  18  et  19  conduit  sans  peine  k  ta 
règle  suivante  :  dy 

Si  la  trajectoire  du  point  u  est  dextrorsum,  le  rapport  —  est 
toujours  fw^afi/ au  moment  oîi  v  s'annule  (lîg.  18). 


B 


■  Si  la  injectoire  du  point  w  eu  sinistrortum,  le  rapport  ^  esl 
loiijoun  potitif  lu  moment  où  y  s'annule  (fig.  1 9).  ' 

Les  égalités  (17)  nous  donnent,  en  général. 


I        T  J." 


Lorsque  l'on  a 


1  _  -  *  a'T  +  -. 


K  étant  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul.  On  a  alors 


ift       3»  A' 


H 
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Ce  rapport  a  une  valeur  el  un  signe  indépendants  de  la  valeur 
entière,  positive,  négative  ou  nulle,  attribuée  k  k.  On  peut  donc 
y  faire  K  «^  0  el  écrire  qu  au  moment  où  y  «»  0,  on  a 

dy 


X        T   JU  sin!2T(a'  — a) 

On  arrive  ainsi  à  la  règle  suivante  : 

Si  le  produit  Jli»oll>'sin27i(a  —  a)  estpositifja  trajectoire  du  point  tù 
est  une  ellipse  sinistrorsum  ;  si  le  produit  o^oll>'sin2ir(a' — a)  est 
négatifs  la  trajectoire  du  point  (ù  est  une  ellipse  dcxtrorsum. 

On  dit  que  le  segment  ^(0»  dont  nous  venons  cfétudier  la 
variation,  constitue  une  vibration  elliptique.  Moyennant  cette 
définition,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Un  point  lumineux  complexe^  formé  par  la  réunion  d'un  nom- 
bre  quelconque  de  points  lumineux  d'éclat  fixe^  éclairant  également 
ou  inégalement  dans  les  diverses  directions  et  envoyant  en  toute 
direction  de  la  lumière  complètement  polarisée^  équivaut  à  un  point 
luminetix  unique^  d'éclat  fixe^  envoyant  en  chaque  dirt^ction  une 
vibration  elliptique^  changeant  d'une  manière  quelconque  lorsqu'on 
passe  (Tune  direction  à  une  autre  direction. 

Un  tel  point  lumineux  constituera  pour  nous,  dorénavant,  la 
forme  la  plus  générale  du  point  lumineux  d*éclat  invariable. 

La  lumière  complètement  polarisée  prendra  désormais  le  nom 
de  lumière  polarisée  rectilignement. 

Un  point  lumineux  d'éclat  fixe,  infiniment  éloigné,  donnera 
des  ondes  planes;  en  chaque  point  d*une  telle  onde,  la  lumière 
sera  elliptiquement  polarisée;  la  vibration  elliptique  sera  la  même, 
à  tout  instant,  en  tous  les  points  d'une  même  onde  plane. 
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Soit  s  un  point  lumineux  qui  envoie,  en  toute  direction,  de  la 
lumière  polarisée  elliptiquement.  Soit  M  (x,  y,z)  un  point  du 
milieu.  Soit  >  ■»  VT  la  longueur  d'onde  de  la  lumière  considérée 
dans  le  milieu  considéré.  Soit  r  la  distance  SM.  Les  composantes 
de  la  vibration  lumineuse  au  point  M  seront  de  la  forme 

u  (X,  y,  «,  0  =  -  sin  *'(t~~«)» 

B  1^       r        \ 


w 


(x,y,«,  I)  ==  -  sm  2t  ^-  ^  -  — yj, 


A,  B,  C,  a,  P,  y  étant  des  quantités  indépendantes  de  /,  et  qui 
demeurent  constantes  le  long  d'un  même  rayon  SM  issu  du  point 
lumineux  S. 
Nous  aurons  : 


DU  23rA  Dr 

—  =B cos  1t 

Dx  Ar  Dx 


(î-i-) 

2tA  Da  /'        r         \ 

cos  ^TT  I al 

r    Dx  \T      A         / 

D    /A\    .  It        r         \ 

H sm  2r al. 

Dx  \r  /  \T       A         / 

Au  second  membre,  le  premier  terme  est  une  quantité  très 
grande  de  Tordre  de  \  par  rapport  aux  deux  autres  termes*  On 
peut  donc  écrire  simplement 


;iu  St  a  Dr 

— s= cos  !2]r 

Dx  X  r  :^x 


(î-:-)- 
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En  regardant  toujours  >  comme  infinîmeNt  petit,  on  obtient 
régalité 

Ï?„_»4-l'(2:)*m„,.['    r_.) 

et,  de  même, 

D*ii  iT*A  nrV  ,    ^    [t       r        \ 

Dy'  A«  r  \:^yl  't      a        /* 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  égalités,  en  observant  que 


et  nous  trouvons 


D'il        D*ti       D*u  4ir'A    .  //        r  \ 

Dx*       Oy'       Oz«  A*  r  \T       A         / 

D*autre  part,  nous  avons 

D'il  4t*A  (t        r         \ 

Dl»  T*  r  VT       A         / 

Si  donc  on  traite  X  comme  une  quantité  infiniment  petite^  on 
voit  que  Von  a 

v>'u  D*t7  oV 

(48)     .    .      V«Aii  =  — .     V'A«=— .     V*Au?=— . 

^     '  Dl«  .>f*  D£* 

La  vibration  dont  u,  t,  u'  sont  les  composantes  est  constam- 
ment^ perpendiculaire  au  rayon  SM,  dont  ^>  y^*  ^  sont  les  cosi- 
nus directeurs.  On  doit  donc  avoir,  quel  que  soit  /, 

Dr  .V  .V 

(i9) u hv  — ^w— -=0. 


Dx  ?y 


^-^ 
i  « 
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Or,  on  peut  évidemment  écrire 


Dr 


v>r 


f«  -♦-   V h   117  

OX  ^1J  D« 


[A  /r         \  .V        B        ^    /r         \  c>r 

-  C08  2ir    -  -♦-  a    —  -♦-   -  C'OS  2jr  I  -  -♦-  s    — 
r  \X         I  \r        r  \X       ^1  Oi/ 


•♦•  -  cos  2ir  I  -  -f-  r 
r  \À 


)^]""''ï 


-[ 


-  sin  2t   - 

r  VA 


\  Or         B   .  /r         \  cV 

^ ♦-  -  Pin  2»    -  -4-  8    — 

-*-  -  Slll  3r     -  -♦-  y     — 


COSâîT- 


L*identité  (19)  entraîne  donc  les  deux  égalités 


Dr  /r 

Dx  \A 


m 


Dr  /r 

B  —  cos  2t     - 

Dy  \a 


Dr  /r 

[:  —  cos  "Ir    - 

D?  VA 


? 


0, 


A —  sm  2t    -  -♦-  or 

DX  \A 


B— sin  2t 


c-  -  ^) 


Dr  /r 

C  —  sin  2t   - 

D^  \a 


-4-r   =0. 


Mais  nous  avons  vu  qu'en  considérant  >  comme  très  petit,  on 
pouvait  écrire 


Dm  2rADr  ft        r         \ 

—  — cos  2t  I flt  I , 

Dx  A  r  Dx  \T       A         / 


ou  bien 


Dw  23r  A  Dr  r       ^   /r         \  t  (r        \  M 

—  = cos2tI-  -♦-  a    cos  2t--4-  sni  2jr  --i-  a) sin  2r-  |. 

DX  A  r  Dx  L  \A  /  T  VA         /  TJ 
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^»  ^,  8*expriment  d*une  manière  analogue,  en  soiie  que  Ton  a 

i>ll         ^V         Du? 
—  -I- 1 

>x       .>y       i>« 

îr  r    ^r  Ir        \  :>r  Ir        \ 

«■—    A  — cosÎT-^a    -4-B  — eos2r-H-  6 


'—  cos  ÎT  (-  -♦-  r )    C08  âîr  ' 


—  I  A —  sin  îr   -  -♦-  a    -♦.  B —  sin  2r   -  -♦-  6 

Ar  l     ^X  \A  /  ^y  \a         '^/ 


C;^sm2.(Ur)]8in2.-^ 


ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (20), 

(20 h  —H — =0. 

^     '  .>x        c>y        .^2 

Ainsi,  pourvu  que  Ton  regarde  la  longueur  d*onde  X  comme 
une  quantité  très  petite,  on  peut  dire  que  les  trois  composantes 
de  la  vibration  engendrée  en  un  point  quelconque  du  milieu  par 
un  point  lumineux  d*éclal  invariable,  vérifient  les  équations  aux 
dérivées  partielles  (1 8)  et  (21  ). 

Imaginons  maintenant  que  le  milieu  renferme  un  certain 
nombre  de  points  lumineux  d*éclat  invariable,  S,  S',  ...  Le  pre- 
mier envoie  au  point  M  une  vibration  dont  les  composantes  sont 
u,  v,  w;  le  second,  une  vibration  dont  les  composantes  sont 
u\  v\  w; ...  Si  nous  voulons  connaître  Tintensité  lumineuse  au 
point  M,  k  rinstant  f,  nous  avons  à  former  le  segment  <t  (/), 
variable  en  grandeur  et  en  direciion  avec  /,  segment  dont  les 
composantes  sont 


U^ 

II 

-¥ 

II' 

-♦- 

•  •• 

» 

V  — 

v 

-♦- 

• 

-f- 

.  •  • 

9 

«'« 

W  -k- 

w' 

-♦- 

•  .  . 

9 
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et  i  calculer  la  valeur  de  la  quantité 


*+T  H-T 


Or,  les  trois  composantes  u,  v,  ti?,  vérifient  les  équations  aux 
dérivées  partielles  (18)  et  (91);  les  trois  composantes  u\  v\  w\ 
vérifient  des  équations  semblables; ...  Ces  équations  aux  dérivées 
partielles  étant  linéaires,  sont  également  vérifiées  par  ^,  V,  Vfi. 
On  parvient  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Supposons  qu*un  nombre  quelconque  de  points  lumineux 
dCéelaî  invariable  brillent  dans  un  milieu  transparent;  l'intensité 
lumineuse  au  point  x,  y,  z,  à  Finstant  t,  s'obtient  par  la  formule 


f+T 


(22)    ....     J  =  -  An/.* -*- P* -^  WV^ 


T  étant  une  quantité  qui  caractérise  la  couleur  simple  de  tous  ces 
points^  et  %f  Vt  Wy  Irois  fonctions  d%  y,  z,  t,  linéaires  et 
HOMOGÈNES  EN  sin  2^  ^  ET  cos  2t  j,  qui  vérifient  les  équations 
aux  dérivées  partielles  simultanées  : 

:>^%  :^*x,')  .>*tip 

ut  i'I  ut' 

(24) h 1 =  0 . 

.>x        .^y        t^z 

V  est  une  quantité  qui  caractérise  le  milieu  considéré  et  la 
lumière  monochromatique  considérée.  Ce  théorème  n'est  exact 
qu'aux  termes  près  de  l'ordre  (/e  i  =  VT. 

Nous  allons  maintenant  étendre  ce  théorème  par  voie  d  hypo- 
thèse à  un  éclaircment  monochromatique  fixe  ou  variable  qtieU 
conque.  Nous  énoncerons  donc  la  proposition  suivante  : 

Soit  un  milieu  transparent  éclairé  d'une  manière  quelconque 
par  une  lumière  monochromatique.  Il  existe  trois  fonctions 
d'Xf  y,  z,  t,  %f  t?,  Xg),  qui  vérifient  les  équations  aux  dérivées 
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partielles  simultanées  (^23)  et  (24)  où  V  est  une  quantité  qui 
dépend  du  milieu  considéré  et  de  la  lumière  monochromatique 
considérée.  Vintensité  lumineuse  au  point  x,  y,  z,  à  Cinstant  t, 
est  donnée  par  la  fonnule 

t 
(25) i^fm'-*'Xf^xs;^)dt, 

où  6  est  la  durée  de  persistance  des  impressions  lumineuses. 

Si  l'éclairement  est  fixe,  les  fonctions  Vy^Vt^  ne  dépendait 
de  t  que  par  les  termes  sin  Sa-  ^^  cos  9ir  |y  où  T  est  une  quantité 
qui  caractérise  la  lumière  monochromatique  employée  ;  elles  sont 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces  termes. 

Cette  proposition  n'est  vraie  qu'aux  termes  près  de  l'ordre  de 
/  =xs  VTy  que  l'ofi  traite  comme  une  quantité  très  petite. 

Les  équations  (23)  e(  (94)  sont  des  équations  bien  connues  ; 
ce  sont  elles  qui  régissent  les  petits  mouvements  transversaux 
d*un  solide  élastique  isotrope;  Tétiide  analytique  de  ces  équa- 
tions, étude  que  nous  supposerons  faite,  nous  donne  le  résultat 
suivant  : 

Une  lumière  monochromatique  se  propage  dans  un  milieu 
transparent  isotrope  avec  une  vitesse  uniforme  \\  la  même  en 
toute  direction. 


Les  équations  précédentes  sont  le  point  de  départ  de  Tétude 
Htathématique  des  phénomènes  lumineux  au  sein  des  milieux 
isotropes  et  parfaitement  transparents.  Pour  achever  la  mise  on 
équations  de  ce  problème,  il  faut  encore  connaître  les  conditions 
auxquelles  les  fonctions  i£,  Vf  ^>  sont  assujetties  soit  le  long 
de  la  surface  par  laquelle  un  milieu  parfaitement  transparent 
eonCne  à  un  corps  complètement  noir,  soit  le  long  de  la  surface 
qui  sépare  Tun  de  Tautre  deux  milieux  transparents.  Nous  allons 
nous  occuper  ici  des  premières  conditions,  en  réservant  Tétude 
des  secondes  pour  le  prochain  Chapitre. 
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Par  dps  considérations  semblables  à  eelles  que  nous  avons 
développées  dans  noire  deuxième  fragmenl  (Chapitre  III,  L) 
nous  parviendrons  au  résultat  suivant  : 

Soit  un  point  lumineux  S  (fîg.  20)  qui,  brillant  seul  dans  un 
milieu  transparent  illimité,  y  engendrerait  nu  point  (x,  y,  z)  une 
vibration  dont  les  composantes  seraient  u,  v,  k. 


FiF.  30. 

On  introduit  dans  le  milieu  un  corps  parraitcment  noir  C,  de 
forme  quelconque.  Les  composantes  de  Ih  vibration  au  point 
(i,  y,  ï)  deviennent  U,  V,  W.  Posons 

U  =  w  +  TA,     V  —  B  -^  p,     W  —  w  +  W. 

Les  fonctions  t&,  V,  ^.  vérifient  évidemment  les  équations 
aux  dérivées  partielles 


où  V  représente  la  vitesse  de  la  lumière  dans  te  milieu  considéré. 
Aux  points  M,  où  une  droite  issue  de  S  a,  avec  la  surface  du 
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corps  noir,  une  première  rencontre,  on  a 

li  — 0,      19  —  0,      W  — 0, 

dn  Dfi  du 

n  étant  la  normale  au  corps  noir. 

Aux  points  N,  où  une  droite  issue  du  point  S  a,  avec  le  corps 
noir,  une  deuxième  rencontre  ou  une  rencontre  d'ordre  plus 
élevé»  on  a 

%  —  —  u,       p  —  — r^        q{>=.— tu, 

:>%  DM       Dt;?  Dr        DW  Dt» 

Dn  Dn       du  Du       ^n  Du 

Si  Ton  ajoute  que  ces  conditions  doivent  être  vérifiées  seule- 
ment aux  quantités  près  de  Tordre  de  A  »—  VT,  on  aura  établi 
toutes  les  conditions  qui  permettent  de  déterminer  %,  X?,  VX?^ 
lorsqu*on  connaît  u,  v^  w^  c*est-k-dire  de  prévoir  Téclairement 
du  milieu  après  Tintroduction  du  corps  noir  lorsqu  on  connaît 
Téclairement  qu*offrirait  ce  milieu  en  Tabsence  du  corps  noir. 
Le  problème  physique  ainsi  énoncé  est  ramené  à  une  question 
d'analyse. 

Cette  question  d*analyse  a  été  entièrement  résolue  par 
G.  Kirchhoff  {Vorlesungen  ûber  mathetnaiische  Physik,  Optik\ 
qui  a  énoncé  les  résultats  suivants  : 

1*  Si  la  ligne  qui  joint  le  point  S  au  point  P  (x,  y,  z)  ne 

rencontre  pas  le  corps  noir  entre  les  points  S  et  P,  on  a,  au 

point  Py 

U  — 0,    p  — 0,    W==0. 

La  vibration  au  point  P  est  identiquement  la  même  que  si  le 
corps  noir  n'existait  pas. 

2*  Si  la  ligne  qui  joint  le  point  S  au  point  P  (x,  y,  z)  ren- 
contre le  corps  noir  entre  les  points  S  et  P,  on  a,  au  poiut  P, 

U  =  -  «,    V  »  —  V,    W  =  —  w. 


Le  poini  P  ne  reçoit  aucune  lumière. 
Ces  théorèmes  sont  l'énoncé  complet  ei  précis  de  la  propa- 
gation rtctiligne  de  la  lumière. 


Mais  ces  théorèmes  ne  sont  pas  généraux  ;  ils  ne  sont  vrais 
que  moyennant  certaines  conditions  qui  sont  les  suiTantes  : 

1*  La  ligne  SP  ne  paae  pai,  entre  les  points  S  e(  P,  à  une 
distance  de  ta  surface  limite  du  corps  C,  qui  soit  de  tordre  de  la 
longueur  d'onde  X  =—  VT. 

3*  On  peut  fermer  l'ouveriiire  de  l'écran  par  une  surface  Q; 
soil  /  le  contour  de  celte  surface  Q;  la  ligne  /  partage  ta  surface 
du  corps  noir  en  deux  parties  Su  Sj.  La  surface  S,  ei  la  surface  Q 
formenl  une  surface  fermée  contenant  le  point  lumineux  S  ;  il  en 
est  de  même  des  surfaces  S|,  Q, 

Soient  r^,  r,  les  dislances  SM,  PM,  M  étant  un  point  de  la 
surface  Q. 

On  peut  mener  la  surface  Q  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait  ni  un 
domaine  fini  sur  l'aire  Q.,  ni  un  segment  fini  sur  la  ligne  I,  le 
long  desquels  la  somme  (r,  -f-  r^)  toit  constante  aux  quantités 
près  de  Cordre  del<^  VT. 
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Si  Tune  ou  Tauire  des  conditions  n'est  point  remplie,  la  loi  de 
la  propagation  rectiligne  de  la  lumière  n'est  plus  exacte  ;  il  se 
produit  des  phénomènes  de  diffraction.  —  Les  principes  posés 
permetlenti  comme  Ta  montré  G.  Kirchlioiï,  de  donner  la  théorie 
complète  des  phénomènes  de  diffraction. 

Nous  avons  étudié  complètement  les  propriétés  de  la  lumière 
polarisée  rectilignement  ou  elliptiquement.  Mais  la  lumière 
émise  par  les  corps  incandescents  ne  jouit  pas  de  ces  propriétés; 
il  nous  reste  donc  à  chercher  un  mode  de  représentation  des 
propriétés  de  la  lumière  naturelle. 

Considérons  un  point  lumineux  S  qui,  dans  une  certaine 
direction  SM,  émet  de  la  lumière  polarisée  elliptiquement;  nous, 
pouvons  toujours  le  remplacer  par  deux  points  lumineux  accolés, 
envoyant  dans  la  direction  SM  deux  lumières  polarisées  recti- 
lignement, les  plans  de  polarisation  étant  deux  plans  rectangu- 
laires, arbitrairement  choisis,  passant  parSM.  Il  nous  suffit  donc 
de  considérer  un  point  lumineux  envoyant,  dans  chaque 
direction,  de  la  lumière  polarisée  rectilignement. 

Supposons  donc  que  le  point  S  envoie  au  point  M  de  la 
lumière  polarisée  rectilignement  suivant  la  direction  Mv.  La 
grandeur  de  la  vibration  est  représentée  par  la  formule 


f 


X  /f  r  \ 

—  sinÎT   -  —  ;;=—  «K 
r  \T       VT         / 


r  étant  la  disuince  SM,  et  A  ci  a  deux  quantités  qui  dépendent 
uniquement  de  la  direction  SM. 

Supposons  que  la  direction  Mv  de  cette  vibration  demeure 
fixe  ou  sensiblement  fixe  pendant  un  temps  ^,  très  long  par 
rapport  à  la  durée  T  d'une  vibration,  mais  très  court  par 
rapport  è  la  durée  6  de  persistance  des  impressions  lumi- 
neuses; puis,qu*aii  bout  du  temps  g,  la  grandeur  f  de  la  vibration 
étant   représentée  par  la  même  formule,  la   direction  de   la 
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vibration  change  avec  une  extrême  vitesse,  de  manière  à  devenir 
au  bout  d*un  temps  très  court  de  Tordre  de  T,  la  direction  Uv\ 
qui  fait  avec  Mv  un  angle  Gni;  au  bout  d*un  nouveau  temps  g\ 
du  même  ordre  de  grandeur  que  G,  la  direction  de  la  vibration 
changera  encore  avec  une  extrême  rapidité,  etc. 

Supposons,  en  outre,  que  ces  changements  brusques  et  irré- 
guliers satisfassent  cependant  à  la  condition  suivante  :  Si,  autour 
du  point  M, dans  le  plan  perpendiculaire  è  SM,  on  trace  360  sec- 
teurs ayant  i*  d*angle,  pendant  la  durée  6  de  persistance  des 
impressions  lumineuses,  la  vibration  se  sera  trouvée  à  peu  près 
un  même  nombre  de  fois  en  chacun  de  ces  secteurs. 

Toutes  ces  hypothèses  sont  compatibles.  Prenons,  en  effet,  la 
la  lumière  sensiblement  monochromatique  de  la  vapeur  de 
sodium  incandescente.  Nous  avons  vu  que,  pour  cette  lumière, 
T,  évalué  en  seconde,  avait  pour  valeur 

i 


906  000  000  000000 


Au  contraire  6,  variable  avec  les  observateurs,  peut  être 

évalué  en  moyenne  à 

i 

20 

On  voit  alors  qu*une  lumière  jaune  naturelle  effectue,  pendant 
ce  temps  6,  plus  de  70  milliards  de  vibrations  dont  la  direction 
tombe  dans  un  même  secteur  de  1*.  Si  Ton  suppose  que  la 
source  envoie  au  point  M  environ  un  million  de  vibrations  con- 
sécutives de  direction  à  peu  près  invariable,  la  durée  G»  évaluée 
en  seconde,  aurait  pour  valeur 

G-         • 


506000000 


La  direction  de  la    vibration   éprouvait  environ   vingt-cinq 
millions  de  changements  brusques  pendant  le  temps  O. 

il  est  évident  qu'une  semblable  lumière  fera  l'effet  d'un 


I 
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éclaîreiifteiit  flxc  d^intensité  ^^9  mais  tel  qu*aueun  plan  passant 
par  le  rayon  ne  soit  privil^ié  et  ne  jouisse  de  certaines  pro- 
priétés à  Texelusion  des  autres. 

Nous  verrons,  en  traitant  de  la  réflexion  et  de  la  réfraelion  de 
la  lumière  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  uraaspa* 
rents»  que  ce  mode  de  représentation  rend  compte  des  propriétés 
de  la  lumière  naturelle. 


CHAPITRE  11. 

Théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  In  lumière  à  la 
surface  de  séparation  de  deux  milieux  transparents. 


iftoM  dm  ttmmjp  «MiltoMJr.  —  Cmë  dm  im  »^fimjri9»%  pmtrSimtMm 


Nous  avons  déjà,  au  Chapitre  précédent,  fait  certaines  hypo- 
thèses et  obtenu  certains  résultats  concernant  la  réflexion  et  la 
réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  de  séparation  de  deux 
milieux  transparents;  nous  allons  reprendre  ici  ce  que  nous  en 
avons  dit,  de  façon  à  mettre  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  sous  une  forme  entièrement  systématique. 

Nous  commencerons  par  nous  placer  dans  un  cas  très  particu- 
lier délimité  de  la  manière  suivante  : 

La  surface  de  séparation  des  milieux  transparents  1  et  ^  est 
une  surface  plane  indéfinie. 

Les  milieux  1  et  2  sont  dénués  de  pouvoir  rotatoire 
(Chapitre  I,  D). 

Les  ondes  incidentes  sont  des  ondes  planes  illimitéeê. 

Elles  sont  polarisées  rectilignement  soit  (a)  normalement  au 
plan  dHncidence^  soit  (P)  dans  le  plan  dHncidence. 

Dans  ce  cas,  rexpériencc  nous  donne,  tout  d*abord,  les  ren- 
sei|(ncmenis  suivants  : 

Premier  fait  d^expériemce.  —   La  lumière  réfléchie  dans  le 
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wilieu  i  se  compose  d*ondes  planes  illimitées  dont  la  direction  de 
propagation  traverse  la  surface  de  séparation  S  du  milieu  2  vers 
k  milieu  1 . 

Deuxième  fait  d*expériencb.  —  La  lumière  réfractée  dans  le 
milieu  2  se  compose  d'ondes  planes  illimitées  dont  la  direction  de 
propagation  traverse  la  surface  de  séparation  S  du  milieu  i  vers 
le  milieu  2. 

Los    propositions    suivantes    sont   certaines   par   raison    de 

SYMÉTRIE  : 

Le  rayon  réfléchi  et  le  rayon  réfracté  sont  dans  le  plan  d'iiici* 
dence. 

Les  ondes  réfléchies  sont  polarisées  rectilignement  soit  perpen- 
diculairement au  plan  d'incidence^  soit  dans  le  plan  d'incidence. 

Les  ondes  réfractées  sont  polarisées  rectilignement  soit  perpen- 
diculairement  au  plan  d'incidence^  soit  dans  le  plan  d'incidence. 

Les  propositions  suivantes  ne  peuvent  être  établies  que  par 
rexpérience  : 

Troisième  fait  d^bxpéribnce.  —  Si  les  ondes  incidentes  sont 
polarisées  rectilignement  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
dCincidence^  les  ondes  réfléchies  et  les  ondes  réfractées  sont  pola- 
risées rectilignement  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  d'inci- 
dence. 

Quatrième  fait  d'expérience.  —  Si  les  ondes  incidentes  sont 
polarisées  rectilignement  dans  le  plan  d'incidence^  les  ondes 
réfléchies  et  les  ondes  réfractées  sont  polarisées  rectilignement 
dans  le  plan  d'incidence. 

Dans  chacun  des  deux  cas,  la  direction  des  vibrations  réfléchies 
et  réfractées  est  connue;  leur  grandeur  seule  reste  à  déterminer 
en  fonction  de  la  grandeur  de  la  vibration  incidente.  Sur  celle 
grandeur,  nous  pouvons  raisonner  comme  nous  avons  raisonné 
au  Chapitre  préliminaire  sur  la  fonction  d*éclairemenl.  Nous 
admettrons  donc,  en  premier  lieu  les  hypothèses  suivantes,  que 
Ton  peut  regarder  comme  imposées  par  la  raison  de  symétrie  : 

Lorsque  des  ondes  planes^  polarisées  perpendiculairement  au 
plan  d'incidence^  se  réfléchissent  et  se  réfractent  à  la  surface  plane 
qui  sépare  deut  milieux  transparents,  la  différence  de  phase 
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introduite  par  la  réflexion  et  la  différence  de  phase  introduite 
par  la  réfraction,  au  point  M  de  la  surface^  ont  des  valeurs  D|,  D^t 
indépendantes  de  la  position  du  point  M  sur  la  surface. 

Lorsque  des  ondes  planes^  polarisées  dans  le  plan  dUnddence^ 
se  réfléchissent  ou  se  réfractent  à  la  surface  plane  qui  sépare 
deux  milieux  transparents^  la  différence  de  phase  introduite  par 
la  réflexion  et  la  différence  de  phase  introduite  par  la  réfraction, 
au  point  M  de  la  surface,  ont  des  valeurs  A|,  A|,  indépendantes 
de  la  position  du  point  M  sur  la  surface. 

En  raisonnant  comme  au  Chapitre  préliminaire,  nous  déduisons 
de  ce  qui  précède  les  lois  suivantes  : 

La  normale  à  la  surface  réfléchissante  vers  le  milieu  1  est  bis- 
sectrice extérieure  de  l'angle  que  forment  la  direction  de  propaga- 
tion des  ondes  incidentes  et  la  direction  de  propagation  des  ondes 
réfléchies, 

■ 

Les  directions  de  propagation  des  ondes  incidentes  et  des  ondes 
réfléchies  sont  d'un  même  coté  de  la  normale  à  la  surface  réflé- 
chissante menée  vers  Cintérieur  du  milieu  2. 

Entre  V angle  d^ incidence  et  l'angle  de  réflexion  existe  la  relation 

sin  t       V4 

<•) .-iiTp^v-; 

Ces  lois  s*appliquenl  aussi  bien  au  cas  où  la  lumière  incidente 
est  polarisée  perpendiculairement  au  plan  d*incidence  qu*au  cas 
où  cette  lumière  est  polarisée  dans  le  plan  d'incidence. 

La  relation  (1)  nous  montre  que  nos  hypothèses  ne  peuvent 
être  toutes  conservées  dans  le  cas  où  Ton  a  Pinégalité 

(2) '""•>  vi- 
ce cas  sera  étudié  ultérieurement  sous  le  titre  réflexion  totale; 

pour  le  moment,  il  est  exclu. 

Les  résultats  établis  peuvent  se  condenser  dans  les  formules 

suivantes,  en  désignant  par  f  la  vibration  incidente,  par  4>|  la 

vibration  réfléchie^  par  ^^  la  vibration  réfractée  ; 
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I.  Lumières  incidente^  réfléchie  et  réfractée^  polarisées  perpen 
dicnlairement  au  plan  if  incidence, 

A  •       <*       /'  /X   -4-    Wy   ^    lit  \ 

5)      (  * 

/(        Ix  -¥-  fut/  —  N4,  z cos  A  \ 

♦.  =  G,A,  sin  irr  1^- 2__îî L^  or,  -  D,J  , 

sin  1*  V, 

V, 


sin  p 


(i) 


II.  Lumières  incidente ^  réfléchie  et  réfractée  polarisées  dans  le 
plan  d'incidence. 

(l        Ix  •*-  mu  -f-  nz         \ 
f vj "V' 

((        /x  -H  my  —  wz  .  \ 

T V  T **  ""    V  ' 

/(        Ix  -¥-  my  —  N«  z  CO8  ô  \ 

♦,^F,^,sin2T(- ^-^^ ?_«.-A.), 

— —  N   =— • 
I  sin  5  *      V, 

Ces  formules  sont  les  formules  (13)  et  (12)  du  Chapitre  précé- 
dent,  formules  qui  nous  ont  déjà  servi  dans  la  discussion  des 
expériences  de  M.  0.  Wiener. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  comment  les  huit  quantités 
G|,  G9,  F|,  F),  D|y  D|,  A|,  A),  dépendent  des  deux  seules 
variables  A^  et  t  et  de  la  nature  des  milieux  1  et  2. 

Pour  celaf  certaine  comvention  de  signes  est  n(^essaire. 

Nous  conviendrons  de  prendre^  dans  chaque  cas^  pour  directions 
positives  des  trois  vibrations  <f,  <I»|»  ^i,  trois  demi-droites  se  pro- 
jetant sur  la  surface  de  séparation  suivant  une  même  demi-droite. 

Dans  le  cas  où  les  lumières  incidente,  réfléchie  et  réfractée 
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sont  polarisées  dans  le  plan  dincidence,  les  irois  vibrations  sont 
normales  au  plan  d'incidence  ;  la  convention  précédente  revient 
alors  i  les  compter  toutes  trois  positivement  suivant  une  même 
demi-droite  normale  au  plan  d'incidence. 

Dans  le  cas  où  les  lumières  incidente,  réfléchie  et  réfractée 
sont  polarisées  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  d^^neidence, 
les  trois  vibrations  sont  situées  dans  le  plan  d'incidence  et  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  rayons  incident,  réfléchi  et 
réfracté;  la  convention  précédente  revient  alors  i  les  compter 
positivement  suivant  trois  demi-droites  situées  dans  le  plan 
d'incidence  d'un  même  côté  de  la  normale  i  la  surface  réfléchis- 
sante. 

La  convention  précédente  était  nécessaire  pour  donner  un 
sens  exempt  d'ambiguïté  à  la  proposition  suivante  : 

Première  hypothèse.  —  Que  la  lumière  incidente  soit  polarisée 
dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  d^incidence^  ou  qu'elle  soit 
polarisée  dans  le  plan  d'incidence^  la  réflexion  et  la  réfraction 
n'introduisent  aucune  différence  de  phase. 

Cette  hypothèse  se  traduit  par  les  égalités 

(5)    .     .     .      D|«0,     D,  =  0,    A,  =  0,    A,«0, 

qui  résolvent  une  partie  du  problème  posé. 

Considérons  un  faisceau  de  rayons  incidents  10,  l'O'  (fig.  32). 
Il  leur  correspond  un  fai.^ceau  de  rayons  réfléchis  OR,  O'R'  et 
un  faisceau  de  rayons  réfractés  Op,  O'p'.  Soient  AA',  BB',  CC, 
les  sections  droites  de  ces  trois  faisceaux. 

Entre  les  aires  de  ces  sections  droites,  nous  avons  les  relations 

aire  AA'       aire  BB'       aire  CC        .     _    . 

(G)     .     .     . r-  ^ — =*  aire  00'. 

ces  t  ces  r  ces  /> 

Nous  admettrons  maintenant  rhypoihèse  suivante  : 
Deuxième  hypothèse.  —    La  quantité  de  lumière  incidente 
répandue  sur  l'aire  AA'  est  égale  à  la  somme  de  ta  quantité  de 
lumière  réfléchie  répandue  sur  l'aire  BB'  ei  de  la  quantité  de 
lumière  réfractée  répandue  sur  l'aire  CC. 
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Si  la  lumière  incidente  est  polarisée  perpendieiilairemenl  au 
plan  d'ineideaee,  les  inirnsités  des  lumières  incidente,  réfléchie 
et  réfractée  sont  respeclivcmeni 


-GÎA*, 


Si  la  lumière  incidente  est  polarisée  dans  le  phn  [l'incideRce, 
les  intensités  des  lumières  incidente,  réfléchie  et  réfractée  sont 
respeciîvemenl 


■ 

1 

L'hypothèse  précédente  se  traduit  donc,  dans  lejpremier  cas, 
par  l'égalité 

A\  X  aire  AA'  =  a;  (G*  X  aire  B8'  -*■  G\  X  aire  CC), 
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e(,  dans  le  second  cas,  par  Tégaliié 

A!  X  aire  AA'  =  A*  ^FJ  X  aire  BB'  ^  FJ  X  aire  CC), 

l£n  vertu  des  relations  (6),  ces  égalités  deviennent 


(i  —  Gî)  cos  i^Glcosp, 
^  ^ ^  (i— FÎ)co8t  =  Fîcos/.. 


Troisième  hypothèse.  —  SoieiU  deux  points  M|y  Vl^^  situés  t'un 
dans  le  milieu  t,  Vautre  dam  le  milieu  2,  infiniment  voisins  Vun 
de  Vautre  et^  partant  de  la  surface  réfléchissante;  soient,  à  un 
même  instant  t,  (f^  et  4>i  Its  vibrations  incidente  et  réfléchie  au 
point  M|,  ^fj  la  vibration  réfractée  au  point  M,.  Soient  fp,  W^^  W^f 
les  projections  de  ces  vibrations  sur  la  surface  S.  On  a 

(8) ' ■•  =  K, 


K  étant  un  coefficient  qui  dépend  uniquement  de  la  nature  des 
milieux  i  etiet  qui  est  le  même  lorsque  la  lumière  incidente  est 
polarisée  perpendiculairement  au  plan  d'incidence  et  lorsqu'elle 
est  polarisée  dans  le  plan  d*incidence. 

Considérons  d*abord  le  cas  où  la  lumière  est  polarisée  perpen- 
diculairement au  plan  d*incidence;  les  directions  positives  des 
vibrations  incidente»  réfléchie,  rétractée  se  projettent,  suivant  une 
même  demi-droite,  sur  la  surface  S;  elles  font  avec  cette  demi- 
droite  des  angles  respectivement  égaux  à  i,  r  (ou  t)  et  p.  On  a 
donc 

f  >.  f  eus  I, 

N ,  —  <»|  cos  t , 

Y<  a»  ♦<  cos  p, 

D  autre  part,  les  égalités  (3)  donnent,  en  faisant  z  -»  0  et  en 
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tenant  compte  des  égalités  (5), 

,-    A.    .,.n2,(- _ «.J, 


<r»,  »  Gf  A,  siii  ^r 


VJ 

/x 

-^  w;y 

VJ 

Ix 

-f-  my 

(t        Ix  -^  my         \ 


Il        ix  -f-  mil  \ 

♦,-G.A.sm2r(- _^_«.J. 

Pour  que  Tégalité  (8)  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suflil  que  Ton 
ait 

(9) (1-4-  G|)  cos  t  »  KG,  C08  f,. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  lumière  est  polarisée  dans 
le  plan  dincidence.  Dans  ce  cas,  les  trois  vibrations  sont  dirigées 
suivant  une  même  demi-droite  tracée  sur  la  surface  S.  On  a  donc 


^   =  y,       M  I  =  ♦„       Y,  —  ♦j. 

D*autre  part,  les  égalités  (4)  donnent,  en  faisant  zoaQ  et  en 
fenant  compte  des  égalités  (5), 


/(       Ix  -*-  my        \ 

«  ESB    A.   sin  2ir — «il, 

It        ix  -f-  mv         \ 
♦,  «  F.A.  sm  Sir  ^- ^ppi  -«. J, 

(t        Ix  -fr-  my         \ 
T VT     ^*T 

Pour  que  Pégalité  (8)  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
ail 


(10) i  H-F,  — KF.. 

XX. 
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Les  égalités  (7),  (9)  e(  (10),  donnent  : 

K*  COS  a  —  COS  * 

G,  = ■ .. 

K*  COS  p  -fr-  COS  I 

G,  = .• 

K*  COS  p  -♦-  COS  i 

K*  COS  »  —  COS  p 

^i  "•ri : ' 

K'  COS  t  -♦-  COS  p 

(lî) < 

^     '  *  2Kcost 


K*  COS  I  -^  COS  p 


Les  formules  (5),  (1 1)  et  (12)  résoudront  le  problème  proposé 
lorsque  nous  connaîtrons  la  valeur  du  coe£Bcient  K.  Un  fait 
d*expérience  va  déterminer  cette  valeur. 

CiKQuiÂiiB  FAIT  D  EXPÉRIENCE.  (Loi  DE  Brewster.)  —  Si  k  rayoH 
incident  est  polarisé  dan»  un  plan  perpendiculaire  au  plan  dUnci" 
dence^  le  rayon  réfléchi  est  éteint  au  moment  où  sa  direction  serait 
perpendiculaire  à  celle  du  rayon  réfracté. 

Le  rayon  réfléchi  est  perpendiculaire  au  rayon  réfracté,  on  le 
>oit  sans  peine»  au  moment  où  Ton  a 

(15) iangi  =  -i«N,„ 

N|2  étant  Tindice  de  réfraction  de  la  substance.  On  doit  donc 
avoir  G|  s»  0»  au  moment  où  tang  t  «=»  Ni^  et  où,  par  conséquent» 

sin  t  =  COS  />  ; 
cette  dernière  égalité  doit  donc  entraîner  Tégalité 

COS  I  sa  K*  COS  /». 

Ces  deux  égalités  donnent 


lang  t 
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ou  bien,  en  vertu  de  Pégalité  (13), 


'»' "-vVi^ 


On  achèvera  de  déterminer  K  si  Ton  connaît  son  signe. 
Supposons  que  le  milieu  S,  graduellement  variable,  tende  à 
devenir  identique  au  milieu  i  ;  V,  tendra  vers  V|  et  Ni,  vers  1  ; 
or  la  définition  même  de  K  nous  montre  que,  dans  ces  circon* 
stances,  K  doit  tendre  vers  1 .  Nous  devons  donc  poser 


(«») K=       ^ 


i/nT, 


le  radical  étant  pris  avec  son  sens  arithmétique. 
L*égalilé  (15)  achève  de  résoudre  le  problème  posé. 
En  vertu  de  cette  valeur  de  K,  les  égalités  (11)  deviennent 


cos  /9  —  Nii  cos  i 

cos  p  -4-  N|t  cos  t 

(16) (  ,  . — 

^  2l/lN„cost 

G,= 


cos  /5  -*-  Nh  cos  i 


sin  i 


Si  Ton  remplace  dans  ces  égalités  N|2  P^^*  iHTT*  ^"^^  deviennent 


sin  2/5  —  sm  2t 

G|"= ' . 

sin  2p  h-  sin  2t 

(I6^")  .     .    .    .    ( 

^  ^  2  sin  2i 


\/^    sin  "ifi  -♦-  sin  2« 


La  première  égalité  (16  bis)  peut  encore  s*écrire 


lniig(t  -f.  p) 
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En  vertu  de  Tégaliié  (15),  les  formules  (12)  deviennent 

/  _       cos  t  —  Ni,  cos  p 
\  cos  t  •«-  N„  cos  f 

21/n7,cosi 

COS  t  -¥-  N|t  cos  p 

Si    Ion    remplace   dans    ces  formules    N|2    par  4^»  elles 
deviennent 


(I7"') 


sin(t-.  p) 

ff  « :—r: :♦ 

sin  (t  -*-  p) 

\  sin  2t 


F.= 


l^^Tv^  sin(t  -♦-  p) 


Le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  d'ondes  planes 
à  la  surface  plane  qui  sépare  deux  milieux  transparents  est 
ainsi  complètement  résolu  dans  le  cas  où  les  ondes  planes  inci- 
dentes sont  polarisées  soit  dans  le  plan  d'incidence^  soit  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  d'incidence. 

Les  formules  trouvées  sont  celles  de  Fresnel  (*). 

Il  est  facile  maintenant,  en  suivant  la  voie  indiquée  dans  tous 
les  traités,  d'examiner  ce  qui  se  produit  lorsqu*on  fait  tomber  sur 
une  surface  plane  séparant  deux  milieux  transparents^  des  ondes 
planes  : 

i*  Polarisées  rectilignemeni  dans  un  plan  quelconque; 

2*  Polarisées  elliptiquement; 

5*  Formées  de  lumière  naturelle. 

Il  est  facile  aussi  de  traiter  des  diverses  applications  de  cette 


(*)  Les  formules  trouvées  diffèrent  en  réalité  de  celles  de  Fresnel  par  la  présence  du 
facteur  t^N^sott  au  numérateur,  soit  au  dénominateur  des  expressions  de  G|  eldeC^. 
Mais  si  l'on  observe  que,  dans  toute  expérience,  la  lumière  engendrée  dans  l'air  est 
observée  dam  l'air  après  avoir  traversé  un  ou  plusieurs  milieux  transparents,  on  voit 
sans  peine  que  la  présence  ou  l'absence  de  ce  facteiir  n'altère  aucune  conséquence  expéri- 
mentale. Toute  vérification  de  la  théorie  de  Fresnel  est  donc  une  vérification  de  la  théorie 
précédente. 
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Uiéorie  (pile  de  glace,  expérience  des  deux  et  des  trois  miroirs, 
couleurs  des  lames  minces);  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  ques- 
tions qui  ne  présentent  aucune  dilTiculté  de  principe. 


Nous  avons  vu  que  les  hypothèses  sur  lesquelles  repose  \\\ 
théorie  précédente  conduisaient  à  des  conséquences  inadmis- 
sibles dans  le  cas  où  Ton  avait 


(2) ''"'>^ 


f 


cas  qui  ne  peut  se  présenter  a  moins  que  Ton  n'ait 

V.  <  V,. 

Dans  ce  cas,  nous  reprendrons  In  théorie  de  la  réflexion  à  son 
çQXïïK  de  départ  et,  arrivés  au  deuxième  fait  d'expérience,  nous  le 
remplacerons  par  le  suivant  : 

Sixième  fait  d'expérience.  —  Dans  le  cas  où  la  condition  (2)  est 
vérifiée,  il  n*t/  a  pas  de  lumière  réfractée. 

Nous  poursuivrons  alors  le  développement  de  la  théorie  en 
supprimant  simplement  ce  qui  est  relatif  à  la  lumière  réfractée 
«t  nous  parviendrons  ainsi  aux  équations  (3)  et  (4)  qui  se  rédui- 
ront à  ce  qui  suit  : 

1.  Lumières  incidente  et  réfléchie  polarisées  perpendiculairement 
nu  plan  d'incidence. 

[t        Ix  -♦-  my  -¥■  HZ  \ 

♦.  =  C,A.  Siil  -ix  (-  -  '  *  y'^.  -  «,  -  l),J  . 
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IL  Lumières  incidente  et  réfléchie  polariiées  dans  le  plan 
d'incidence. 

.    ^    1^  1^'  -*-  ^y  -*-  nz         \ 


(19) 


.    ^    It        Ix  -^  my  -^  nz  \ 

>,  -  F.A,  sin  2r  ^- ^ «i  -  A,). 


Nous  reproduirons  maintenant  notre  deuxième  hypothèse,  en 
y  supprimant  simplement  ce  qui  concerne  la  lumière  réfractée; 
les  égalités  (7)  seront  alors  remplacées  par  les  suivantes  : 

(  1  —  Gî  =  0, 

(^«) ii-pUo. 

Ces  égalités  (20)  entraînent  la  proposition  suivante  : 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  Vintensité  de  la  lumière  réfléchie 
est  égale  à  Vintensité  de  la  lumière  incidente. 

Cette  proposition  justiGe  le  mot  «  réflexion  totale  »  par  lequel 
on  caractérise  ce  cas. 

Les  égalités  (20)  déterminent  la  valeur  absolue,  mais  non 
point  le  signe  de  G^  et  de  P^  ;  pour  Gxer  ce  signe,  nous  aurons 
recours  à  des  considérations  de  continuité. 

Soit  1  Yangle  limite,  défini  par  Tégalité 

V 
(21) sin  A  ==— • 

Lorsque  Tangle  t  tend  vers  1  par  valeurs  inférieures  à  1, 
Tangle  p  tend  vers  ^;  les  égalités  (16  et  (17)  nous  montrent 
alors  que  P,  tend  vers  1,  et  G|  vers  —  1.  Pour  les  valeurs  de  i 
supérieures  à  \  nous  remplacerons  désormais  les  égalités  (20) 
par 

l*" le"-,. 

Pouvons-nous  conserver  notre  première  hypothèse? 
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Considérons  le  cas  où  le  rayon  incident  tombe  sur  la  surface 
réfléchissante  sous  un  angle  t >» |»  c*esté-dire  sous  Vincidenee 
rasante.  Dans  ce  cas,  le  rayon  réfléchi  est  évidemment  le  pro- 
longement du  rayon  incident  ;  de  quelque  manière  que  le  rayon 
incident  soit  polarisé,  au  point  d*incidence,  la  vibration  réfléchie 
doit  être  identique  à  la  vibration  incidente.  Introduisons  cette 
condition  en  tenant  compte  des  égalités  (22)  et  de  la  règle  selon 
laquelle  nous  comptons  positivement  les  vibrations;  nous  arri- 
vons sans  peine  aux  résultats  suivants  : 

Sous  rincidence  rasante  (i  =  ^)  on  a,  pour  la  lumière  pola- 
risée dans  le  plan  dHnddence,  A|  es  2  A:  -f-  1 ,  e^  potir  la  lumière 
polarisée  perpendiculairement  au  plan  d'incidence^  D|  ==>  2  A:  -4-  1 , 
k  étant  un  nombre  entier  positif,  négatif  ou  nul. 

Ces  résultats  nous  montrent  qu't7  est  impossible^  dans  le  cas 
(le  la  réflexion  totale^  de  conserver  notre  première  hypothèse. 

Le  problème  de  la  réflexion  totale  consiste  h  déterminer  les 
valeurs  de  D|  et  de  À|  pour  les  valeurs  de  t  comprises  entre 
l  et  ^.  Au  sujet  de  ces  valeurs,  nous  avons  seulement  les  ren- 
seignemenls  suivants  : 


t«A. 

Povr  i  =  — 
Î2 

Ai-0, 

A^  — 2A:-^  1, 

Di-0, 

D,  =  2A:  -^  i. 

(23)     . 


On  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant,  pour  valeurs  de  A| 
et  D|y  les  valeurs  comprises  entre  0  et  1  qui  vérifient  les 
égalités 

\/8i„«  i  -.  Nî, 

lang  tAi  = ; » 

cos  t 

K  sin*  *  —  NJ, 

lang  tD|  =  — :--  • 

Nis  cos  t 

Ces  formules  ont  été  découvertes  par  Fresnel  au  moyen  de 
considérations  étranges;  curieuses  pour  Thistoire  de  la  science, 
ces  considérations  ne  donnent  aucune  valeur  aux  formules  (24); 
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il  en  est  de  mémo  des  raisonnements  que  Ion  substitue  parfois  à 
ceux  de  Fresnel.  Nous  aimons  mieux  introduire  ces  formules 
comme  des  hypothèses  que  les  vérifications  de  Texpérience 
rendent  seules  valables. 


Il  s'agit  maintenant  de  traiter  le  cas  où  les  ondes  lumineuses 
et  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  transparents  ont  des 
formes  quelconques.  Il  suflSt  de  répéter  presque  textuellement 
ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  C  du  Chapitre  préliminaire, 
afin  d'arriver  à  définir  les  lumières  émergentes  et  incidentes; 
langle  d'incidence,  le  plan  d'incidence,  etc.  Nous  devrons  seule- 
ment ajouter  ceci  :  toute  lumière  incidente,  qu*elle  soit  polarisée 
rectilignement;  polarisée  elliptiquement,  ou  naturelle,  pourra  se 
décomposer  en  deux  lumières  polarisées  rectilignement,  prove- 
nant du  même  point  0,  l'une  ayant  pour  plan  de  polarisation  le 
plan  d'incidence,  l'autre  ayant  pour  plan  de  polarisation  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  d'incidence;  chacune  d'elles  devra  être 
traitée  comme  il  est  indiqué  au  Chapitre  préliminaire,  para- 
graphe C,  mais,  en  passant  de  la  première  à  la  seconde,  il 
faudra  substituer  les  quantités  G|,  D^,  G^,  Dj,  aux  quan- 
tités F|,  À|,  P|,  A). 

Le  problème  de  la  réOexion  et  de  la  réfraction  à  la  surface 
(le  contact  de  deux  milieux  transparents,  isotropes,  dénués  de 
pouvoir  rotatoire,  sera  ainsi  mis  en  équations  d'une  manière 
complète;  ce  problème  pourra  comporter  encore  de  grandes 
difficultés  d'analyse,  mais  la  tâche  du  physicien  sera  terminée  en 
ce  qui  le  concerne,  du  moins  tant  que  les  restrictions  que  nous 
avons  imposées  au  problème  de  Toptique  seront  conservées. 
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CONCLUSION. 

Rappelons  quelles  sont  ces  restrictions  : 

1*  Nous  avons  supposé  les  milieux  que  nous  avons  étudié.<« 
isotropes;  il  existe  des  milieux  anisotropes;  comment  peut-on 
leur  étendre  les  théories  précédentes  ? 

2^  Nos  équations  exigent  que  les  milieux  étudiés  soient /iar/ar- 
temetU  transparents;  il  y  a  des  milieux  absorbants^  et  même  tous 
les  milieux  sont  plus  ou  moins  absorbants  ;  comment  faudrait-il 
modifier  nos  équations  pour  tenir  compte  de  fabsorption? 

3*  Nous  avons  exclu  de  nos  considérations  les  milieux  doués 
de  pouvoir  rotatoire;  comment  se  comportent,  au  point  de  vue 
optique,  les  milieux  isotropes  ou  anisotropes  qui  possèdent  le 
pouvoir  rotatoire? 

4*  Chaque  milieu  est  caractérisé,  dans  nos  théories,  par  la 
vitesse  avec  laquelle  la  lumière  s'y  propage;  cette  vitesse  dépend 
de  la  couleur  de  la  lumière  propagée,  sauf  pour  le  vide;  nous 
avons  admis  cette  dépendance  comme  un  fait  et  nous  avons  laissé 
à  la  seule  expérience  le  soin  d*en  déterminer  la  loi;  ne  peut-on 
chercher  à  Pexpérience  un  guide  théorique?  ne  peut-on  tracer 
une  théorie  de  la  dispersion  ? 

Autant  de  questions  qu*il  resterait  h  examiner  en  suivant  les 
méthodes  tracées  dans  les  pages  précédentes;  nous  ne  les  abor- 
derons pas;  nous  arrêterons  à  ce  point  ces  fragments  où  nous 
avons  exposé  la  partie  la  plus  achevée  de  TOptique;  nous  en  avons 
assez  dit  pour  prouver  que  l  on  peut  construire  une  optique 

RATIONNELLE,   SANS    FAIRE    AUCUNE    HYPOTHÈSE    SUR    LA    CONSTITUTION 
INTIME  DES  MILIEUX  TRANSPARENTS  NI  SUR  LA  NATURE  DE  LA  LUMIÈRE. 
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DEUX  CAS 


DE 


TRÉPANATION  DES  SINOS  FRONTAUX 


PAR 


le  D'  VANHEUVERS^^VTN 

:de  Lille) 
Kx-chef  de  clinique  de  U  Faculté  catholique  de  médecine. 


Nous  avons,  dans  le  courant  de  Tannée  1893,  observé  deux 
cas  d  altération  pathologique  des  sinus  frontaux.  L*examen  dia- 
gnostique des  malades  nous  a  conduit  à  proposer  et  ft  pratiquer 
avec  M.  le  professeur  Guermonprez  la  trépanation  de  ces  cavités. 
Dans  le  premier  fait  il  s'agissait  d'un  empyème,  et  notre  inter* 
vention  s'est  trouvée  sous  le  chloroforme  justifiée  sans  conteste. 
Dans  l'autre,  il  existait  une  tuméfaction  de  la  région  de  la  tète  du 
sourcil  avec  la  plupart  des  signes  physiques  et  rationnels  d'une 
affection  du  sinus;  en  fin  de  compte,  nous  avons  trouvé  une 
dégénérescence  fongoîde  de  la  muqueuse  qui  tapisse  intérieure- 
ment les  parois  de  la  cavité.  Il  n'existait  aucune  collection  liquide. 
Etait-il  nécessaire  de  recourir  à  une  opération  qui,  au  demeurant, 
laisse  toujours  une  cicatrice  assez  visible?  Nous  inclinons  h  l'ad- 
mettre. Nous  rapporterons  avec  quelque  détail  nos  deux  obser- 
vations afin  d'en  tirer  des  renseignements  très  utiles  au  point  de 
vue  du  diagnostic  différentiel  et  du  traitement  des  lésions  des 
sinus  frontaux.  La  question  est  ft  l'ordre  du  jour,  et  la  lumière  se 
fait  surtout  avec  les  faits  nouveaux. 
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Observation  I.  Polypes  multiples  des  fosses  nasales.  Empi/ème 
du  sinus  frontal  droit.  Trépanation  et  curettage.  Guèrison  se  main- 
tenant deux  ans  et  demi  après  rintervention.  —  G...,  Arthur, 
35  ans,  ajusteur,  est  depuis  plus  de  huit  ans  sujet  ti  des  coryzas 
répétés.  Il  présente  les  signes  d*unc  obstruction  presque  complète 
des  fosses  nasales  (enchifrènement,  nasonnement,  respiration 
bruyante,  essoufflement,  pâleur  de  la  face,  etc.)*  Depuis  quatre 
mois  environ,  il  accuse  des  maux  de  téie  violent<>,  continus,  à 
exacerbations  vespérales.  Ces  douleurs,  localisées  surtout  à  la 
partie  inférieure  du  front,  s^accompagnent  à  certains  moments  d*un 
malaise  général,  de  frissonnements  et  d'accélération  du  pouls.  Il 
y  a  quelques  semaines,  est  apparu  un  gonflement  de  la  région 
susorbitaire  droite.  D'abord  limité  ft  une  petite  plaque  de  la 
grandeur  d'une  pièce  de  deux  francs  surplombant  la  tète  «lu 
sourcil,  il  a  peu  à  peu  envahi  toute  la  moitié  droite  du  front, 
empiétant  sur  le  côté  gauche  et  remontant  en  haut  presque 
jusqu'à  la  naissance  des  cheveux.  Par  en  bas,  la  paupière  sup«''- 
rieure  correspondante  et  la  racine  du  nez  sont  elles  mêmes 
légèrement  infiltrées.  Au  palper,  on  reconnaît  que  la  tuméfaction 
peut  être  divisée  en  deux  parties  distinctes  :  l'une  centrale  et 
profonde,  dure  et  douloureuse,  occupant  la  région  du  sinus 
frontal,  est  constituée  par  l'hypertrophie  pathologique  de  la 
lamelle  ostéopériostique  que  forme  la  paroi  antérieure  de  cette 
cavité;  l'autre,  périphérique  et  superficielle,  molle  et  indolore, 
est  due  à  l'infiltration  œdémateuse  des  parties  molles.  L'examen 
rhinoscopique  fait  découvrir  dans  les  deux  fosses  nasales  plu- 
sieurs polypes  muqueux  de  la  grosseur  chacun  d'une  petite 
noisette. 

Diagnostic  :  empyème  du  sinus  frontal  droit;  ostéite  et  périos- 
tiie  de  la  table  antérieure  du  créne. 

Nous  proposons  la  trépanation  qui  est  acceptée.  Elle  est  faite 
aux  ateliers  d'Hellemmes,  en  notre  présence  et  avec  notre  aide, 
par  iM.  le  professeur  Guermonprez. 
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Premier  letnps.  Après  cliloroformisation,  incision  de  la  peau 
parallèlement  à  la  ligne  sagittale,  à  un  demi-centimètre  de  cette 
ligne,  commençant  au  tiers  supérieur  de  la  partie  découverte  du 
front  et  se  terminant  sur  la  tète  du  sourcil  droit.  Longue  de 
(»  centimètres^  elle  intéresse  successivement  la  peau,  le  tissu 
cellulaire  et  Tépicràne. 

Deuxième  temps.  On  place  deux  écarleurs,  Tun  à  droite» 
Tautre  à  gauche,  pour  découvrir  le  péricràne.  Ce  dernier  est  con- 
gestionné, épaissi;  on  Tincise,  on  le  détache  avec  le  grattoir  à 
périoste»  et  Ion  voit  apparaître  la  table  antérieure  du  crâne. 
Une  gouttelelie  de  pus  se  montre  aussitôt  à  travers  tm  orifice  qui 
admet  à  peine  Textrémité  d*une  sonde  cannelée  ordinaire.  Le 
tissu  osseux  voisin  est  épaissi,  semé  d'un  piqueté  rougeâtre  dû  à 
sa  vascularisation  intense. 

Troisième  temps.  Pour  trépaner,  on  se  contente  d*agrandir, 
au  moyen  du  ciseau  à  froid  et  du  marteau,  une  fenêtre  ronde 
de  la  grandeur  d'une  pièce  de  cinquante  centimes.  Le  pus  qtii 
s*écoule  est  blanc,  épais,  crémeux;  la  muqueuse  du  sinus  n*exisie 
plus,  elle  est  remplacée  par  une  membrane  villeuse  qui  se 
détache  avec  la  plus  grande  facilité.  On  écouvillonne  avec  de 
petits  tampons  d*ouate  Tintérieur  de  la  cavité  dans  toutes  ses 
anfractuosités,  on  rétablit  la  communication  -avec  le  nez,  avec 
une  petite  curette  qui  arrive,  après  quelques  tâtonnements,  à 
retrouver  Torifice  naso-frontal;  puis,  après  avoir  fait  d'abondants 
lavages  (sublimé  corrosif  au  4000*),  on  place  jusque  dans  la  cavité 
osseuse  un  drain  qui  passe  extérieurement  entre  le  tiers  moyen 
et  le  tiers  inférieur  de  Tincision  cutanée.  Cette  dernière  est 
fermée  par  quelques  points  de  suture  au  crin  de  Florence. 

Les  suites  de  Topération  furent  simples.  On  fait  tous  les  jours 
à  IVau  boriquée  un  lavage  de  la  cavité  par  le  drain.  Le  liquide 
l»asse  en  partie  par  les  narines  et  Tarrière-gorge.  Au  bout  de 
huit  jours,  on  enlève  les  fils;  on  retire  le  drain  à  la  fin  de  la 
troisième  semaine»  et  la  guérison  est  obtenue  sans  incidents. 
Dans  la  suite,  nous  adressons  le  malade  à  M.  le  U'  Lavrand»  qui 
enlève  trois  gros  polypes  dans  la  fosse  nasale  droite  et  quelqties 
autres  dans  la  fosse  nasale  gauche.  Nous  revoyons  le  malade  en 
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octobre  189K.  Il  est  très  bien  portant,  il  n*a  plus  dt*  maux  de  tèie. 
Il  va  de  temps  en  temps  revoir  M.  Lavrand  qui  lui  enlève  de 
petits  polypes  au  début  de  leur  évolution  et  fait  quelques  cauté- 
risations. Tout  porte  à  croire  qiravec  ces  précautions  et  en  atten- 
dant la  guérison  définitive  notre  opéré  n*a  plus  rien  à  craindra 
du  côté  du  sinus.  Le  nasonnement  a  disparu.  Il  reste  une 
cicatrice  linéaire  ayant  à  son  tiers  inférieur  un  légrr  point 
déprimé  (trace  du  passage  du  drain).  A  ce  niveau,  le  palper  digital 
fait  percevoir  une  petite  cupule,  elle  est  luin  d*avoir  la  grandeur 
d'une  pièce  de  cinquante  centimes.  Le  front,  saillant  avant  Topé- 
ration,  s*e$t  alTaissé,  la  table  externe  a  subi  un  retrait  en  arrière. 
C*est  ce  qui  explique  le  rétrécissement  de  la  fenêtre  pratiquée  il 
y  a  deux  ans  p^r  le  ciseau  à  froid. 

Réflbxions.  —  Le  gonflement  occupait  primitivement  la 
région  de  la  tète  du  sourcil  ;  mais  nous  voyons  qu*au  lieu  de  sr 
porter  ensuite  vers  Tangle  supéro-internc  de  Torbile,  comme 
cela  a  lieu  d'ordinaire,  elle  avait  plutôt  une  tendance  à  s*accen- 
tuer  dans  la  région  frontale. 

L'anatomie  normale  nous  apprend  que  les  sinus  sont  des 
cavités  très  variables  de  forme  et  d*étendue.  A  la  suite  de 
recherches  pratiquées  sur  93  sujets  de  il  à  80  ans  (13  hommes, 
10  femmes),  M.  Alezais  (*)  a  démontré  que  le  sinus  frontal 
était  en  général  plus  grand  chez  Thomnie  que  chez  la  femme, 
mais  que  Taugmentation  chez  Tadulte,  due  à  Tàge,  était  incer- 
taine et  irrégulière.  L*absence  totale  a  été  rencontrée  deux  fois 
et  l'absence  unilatérale  trois  fois.  L*aire  frontale  des  sinus 
mesure  chez  Thomme  6  centimètres,  suivant  la  ligne  susorbi- 
taire,  et  5'''",5  suivant  la  ligne  médiane  sagittale;  chez  la  femme, 
on  a  t^'^fi  sur  3.  La  paroi  orbitaire  a,  chez  Thomme,  2'"*,25- 
sur  %  et  chez  la  femme,  2  centimètres  sur  1,30.  Elle  s*arré(e 
souvent  à  la  ligne  lacrymo-orbitaire;  mais  elle  peut  envoyer^ 
surtout  à  droite,  sur  la  paroi  externe^  un  prolongement  lacrymal 
de  4  centimètre  sur  0,5.  Ceci  expliquerait  les  empyèmes  à 
prédominance  symptomatique  du  côté  des  orbites. 

(']  As%<H-iattoii  française  pour  favancement  des  sciences,  sc»s'ioni\e  Marseille.  1891. 
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La  marche  que  nous  avons  observée  doit  donc  tenir  è  une 
conformation  individuelle;  il  est  probable  que  la  table  antérieure 
était  chez  notre  malade  mince  et  peu  résistante,  ce  qui  fait  quelle 
a  cédé  la  première.  Il  ne  faut  pas  oublier  ces  notions  dans 
lexamen  d*un  cas  où  Ton  a  des  raisons  de  supposer  im 
empyème  des  sinus  frontaux.  Nous  pouvions  en  effet  de  prime 
abord,  vu  le  siège  du  mal,  croire  à  une  altération  primitive  du 
corps  de  Tos;  mais  les  commémoralifs  et  TexamiMi  rhinoscopique 
nous  ont,  malgré  cela,  fait  porter  le  diagnostic  d*abcès  du  sinus, 
avec  ostéite  secondaire. 

Relativement  au  traitement,  nous  avons  été  assez  heureux 
pour  retrouver  le  canal  d*abouchement  dans  les  fosses  nasales.  Il 
faut  savoir  que  les  récidives  sont  très  fréquentes  et  ont  lieu 
surtout  lorsque  Ion  omet  de  rétablir  cette  communication.  Les 
chirurgiens  sont  tellement  convaincus  de  cette  vérité  que  plu- 
sieurs d*entre  eux,  les  auteurs  en  font  foi  (*),  n'hésitent  pas, 
au  cas  où  ils  ne  retrouvent  pas  ToriGce  qui  conduit  à  Tinfundi- 
bulum,  è  défoncer  par  en  bas  la  lame  carrée  de  lethnioîde  et  è 
faire  passer  par  louverture  pratiquée  un  drain  qtii  vient  ressortir 
par  la  narine  correspondante. 

Éclairé  par  un  travail  de  Jansen  [Archiv  fur  LaryngoL^ 
1893,  page  133)  établissant  Tassociation  habituelle  des  cellules 
ethmoîdes  à  la  suppuration  du  sinus,  M.  Luc  (**),  après  Touver- 
ture  de  tout  empyème  frontal^  pratique,  du  front  vers  le  nez,  une 
large  brèche  qui  fait  de  ces  dernières  et  du  sinus  une  seule  et 
spacieuse  cavité.  Nous  n'avons  pu  nous  procurer  Tétude  de 
Jansen,  mais  nous  trouvons  dans  la  Revue  de  chirurgie  (1893), 
sous  le  nom  de  M.  Hartman  (de  Berlin),  le  résumé  d*une  com- 
munication (21*  congrès  de  la  Société  allemande  de  chirurgie) 
qui  peut  nous  être  de  quelque  utilité  pour  notre  sujet:  «  Il  est 
rare  qu*il  existe  un  canal  naso-frontal  ;  le  pluê  souvent  le  sinus 


(*)  DiCT.  ENCYCi^p.  DES  SCIENCES  MÈD.,  uii.  Cràiie  (maladies  des  cavités  osseuses). 
—  Duplay  et  lleclus,  Traité  de  chirurgie. 

(**}  Des  suppurations  du  sinus  Jroiitat  et  eu  partirtUirr  de  leur  traitement  chirur- 
gical. Semaine  médicale,  id  juin  i89'». 
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s*éteDd  jusqu'à  rextrémité  antérieure  du  cornet  moyen  et  «'outre 
librement  par  une  large  fente  dans  la  partie  externe  du  méat 
moyen.  D*liabitude  la  partie  du  sinus  sous-jacente  a  la  racine  du 
nei  est  rétrécie  par  des  cellules  etlimoîdales,  qui  peuvent  se 
développer  sur  toutes  ses  parois.  Ces  cellules  laissent  au  centre 
un  espace  qu  on  peut  appeler  canal  naso-frontal.  Celui-ci  s*ouvre 
en  général  dans  le  sillon  antérieur  de  Tinfundibulum»  et  avec 
des  sondes  de  courbure  convenable  on  pénètre  facilement  dans 
le  sinus,  quand  Touverture  dans  le  méat  moyen  est  libre.  Il  n  en 
est  plus  de  même  lorsque  le  canal  est  formé  par  les  cellules 
ethmoîdales  qui  s'ouvrent  alors  dans  sa  cavité,  le  stylet  peut  s  éga- 
rer dans  Tune  d'entre  elles.  » 

En  se  rappelant  les  données  de  Tanatomie,  on  peut  tirer  de  la 
communication  de  M.  Hartman  les  deux  conclusions  suivantes  : 
1*  on  voit  le  sinus  s'ouvrir  directement  par  un  point  de  sa  paroi 
dans  le  méat  moyen.  Dans  ce  cas  les  cellules  ethmoîdales  sont 
situées  en  arrière  et  en  bas  du  sinus  et  ont  leurs  oriflces  parti- 
culiers dans  le  méat  en  question.  Le  carrefour  où  aboutissent 
tous  ces  orifices  (du  sinus  et  des  cellules)  n'est  autre  chose  que 
l'infundibulum;  2*  on  voit  le  sinus  frontal  communiquer  avec  le 
méat  au  moyen  d'un  canal  allongé  et  rétréci  par  le  développement 
autour  de  la  cavité  fronto-nasalc  de  cellules  ethmoîdales.  Dans 
ce  cas  on  trouve  au  fond  de  l'infundibulum  un  seul  oriflce,  celui 
du  sinus,  se  continuant  en  haut  par  un  couloir  où  viennent 
s*ouvrir  les  cellules  de  l'ethmoîde. 

Si,  dans  cette  sedonde  hypothèse,  celles-ci  doivent  être 
envahies  par  la  suppuration  en  cas  d'empyème  fronuil,  il  n*e8t 
nullement  démontré  que  dans  la  première  l'association  existe. 
Aussi  croyons-nous  que  la  pratique  recommandée  par  M.  Luc 
peut  être  dans  certains  cas  exagérée.  Qu'elle  soit  applicable  aux 
empyèmes  compliqués  comme  ceux  qu'il  relate,  c'est  possible. 
Mais  il  est  évident  que,  pour  les  cas  moyens,  comme  celui  qui 
lait  l'objet  de  l'observation  précédente,  le  curettage  et  la  cauté- 
risation du  sinus  suivis  du  rétablissement  de  la  communication 
fronto-nasale  et  du  traitement  de  raiïection  des  premières  voies 
aériennes  sont  le  plus  souvent  suffis^anis.  Dans  les  cas  difficiles 
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et  très  anciens  d^ailleurs,  tout  est  à  tenter  dans  les  limites  impo- 
sées ft  la  saine  chirurgie,  et  nous  sommes  loin  de  blâmer  les 
interventions  auxquelles  a  eu  recours  M.  Luc,  pour  obtenir  la 
guérison  d'empyèmes  très  rebelles. 

La  trépanation  et  le  rétablissement  des  voies  fronto-nasales 
doivent  être  accompagnés  d'un  curettage  très  soigné  de  la  paroi. 
Pour  manœuvrer  plus  è  Taise,  il  ne  faut  pas  craindre  de  prati- 
quer à  la  table  antérieure  du  sinus  en  cause  une  fenêtre  dv 
grandes  dimensions.  Dans  notre  cas,  la  cavité  suppurée  n'était 
pas  notablement  agrandie  :  aussi  a-t-il  suffi  de  faire  sauter  une 
rondelle  osseuse  circulaire  du  diamètre  d'une  pièce  de  cinquante 
centimes.  Avec  une  petite  curette  {*)  on  arrive  très  bien  à  net- 
toyer la  cavité  du  sinus  dans  tous  ses  recoins,  en  insistant  surtout 
pour  désobstruer  le  canal  naso-frontal. 

On  peut,  si  cela  est  nécessaire,  faire  suivre  le  curettage  d'un 
attouchement  avec  une  solution  concentrée  de  chlorure  de  zinc. 
Pour  peu  que  les  soins  ultérieurs  soient  bien  appliqués,  on  arrive 
à  une  guérison  définitive.  Ceux-ci  consistent  surtout  dans  des 
lavages  pendant  les  jours  qui  suivent  l'intervention,  et  plus  tard 
dans  la  modification  de  la  muqueuse  nasale  (par  des  cautérisa- 
tions, par  Tablation  des  polypes,  etc.).  Il  est  clair  en  effet  qu'ulté- 
rieurement la  membrane  qui  tapisse  le  sinus  ne  sera  saine  que  si 
elle  est  régénérée  par  une  muqueuse  nasale  saine.  A  ce  point  de 
vue,  les  soins  donnés  par  M.  le  professeur  Lavrand  è  notre 
malade  nous  ont  été  d'un  grand  secours.  C'est  pour  ne  pas  avoir 
toujours  pratiqué  cette  thérapeutique  active  immédiatement  après 
l'opération  et  dans  les  mois  qui  l'ont  suivie,  que  beaucoup  de 
chirurgiens  ont  vu  raSection  se  reproduire.  Pour  notre  part,  nous 
avons  supposé  qtie  les  choses  se  passeraient  pour  la  muqueuse 
nasale  et  celle  du  sinus  comme  pour  la  muqueuse  utérine  après 
le  curettage  et  certaines  excisions  endocervicales  récemment  pré- 
conisées, et  les  faits  jusqu'ici  ont  semblé  nous  donner  raison. 


(")  M  Guennonprcz  en  possède  une  d'un  tout  petit  modèle  dont  il  se  sert  pour  évider 
des  cavités  osseuses  minuscules  (phalanges  d'enfant  dans  le  cas  de  xpina  ventaxa). 
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II 

Dans  le  fait  précédent,  nous  avions  posé  un  diagnostic  précis 
malgré  le  siège  peu  habituel  de  la  tuméfaction  inflammatoire. 
Voici  un  fait  où  nous  avons  retrouvé  un  ensemble  symptomatique 
analogue,  et  dans  lequel  le  sinus  a  é(é  trouvé  vide  de  toute 
collection  liquide.  Il  n*existait  pas  non  plus  de  production  néo- 
plasique  affectant  cliniquement  les  allures  d*un  empyème.  Les 
lésions  toutes  en  surface  n'avaient  point»  fermé  la  communication 
avec  les  fosses  nasales;  mais  elles  étaient  malgré  cela  assez 
accentuées  pour  développer  une  ostéite  de  la  paroi  antérieure  du 
sinus. 

Observation  II.  Hypertrophie  de  la  muqueuse  nasale.  Dégé- 
nérescence fongoïde  de  la  mvqueuse  du  sinus  frontal  gauche. 
Oêléopériosliie  du  frontal.  Névralgie  susorbitaire.  Trépanation, 
Curettage.  Guérison  se  maintenant  au  bout  de  trois  ans.  — 
D...,  Louis,  24  ans,  frappeur,  vient  me  consulter  au  début  de 
Tannée  1893  pour  des  douleurs  de  tête  qu'il  ressent  depuis  cinq 
semaines.  Il  n'a  fait  à  sa  connaissance  aucune  maladie  grave;  il 
n'éuiit  pas  antérieurement  sujet  à  la  migraine.  Aucune  trace  de 
syphilis.  La  céphalalgie  occupe  surtout  la  région  du  front.  Le 
nerf  susorbitaire  gauche  est  douloureux  à  son  point  d'émergence. 
Pas  de  douleur  à  la  pression  du  nerf  sous-orbilaire,  ce  qui,  bien 
qu^il  existe  quelques  chicots^  nous  incline  à  éliminer  l'appareil 
dentaire  dans  les  causes  de  la  névralgie.  Nous  remarquons 
d'ailleurs  que  la  voix  est  nasonnée  et  que  la  narine  gauche  est  en 
partie  obstruée.  En  examinant  la  eavité  de  cette  dernière  avec  le 
spéculum  nasi,  nous  eonstatons  une  hypertrophie  notable  dti 
cornet  inférieur.  Le  malade  nous  raconte  qu'il  a  eu  depuis  quatre 
mois  un  certain  nombre  de  coryzas  et  que  l'enchifrènement  va 
sans  cesse  en  augmentant.  Nous  faisons  séance  tenante  un  attou- 
chement avec  une  solution  de  chlorure  de  zinc  au  50*,  nous 
prescrivons  des  irrigations  nasales  à  l'eau  boriquée  chaude  et  de 
Tantipyrine  associée  au  bromhydrate  de  quinine  à  l'intérieur 
XX  8 
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(aa.  60  centigrammes  par  jour).  Quelques  jours  après,  le  malade 
irest  pas  amélioré,  cl  il  nous  fait  constater  un  léger  gonflement  du 
front  au-dessus  de  Tarcade  orbitaire  gauche.  Au  palper,  la  peau 
est  œdématiée  et  Ton  sent  comme  un  soulèvement  diffus  de  Tos. 
Le  centre  de  la  tuméfaction  occupant  la  région  du  sinus  frontal, 
il  est  probable  que  nous  nous  trouvons  en  présence  d*une  affec- 
tion de  cette  cavité.  Le  coryza  à  répétition  et  Thypcrtrophie  des 
cornets  gauches  nous  inclinent  à  admettre  une  altération  de  la 
muqueuse  avec  rétention  probable  des  produits  de  sécrétion  (pus 
ou  mucus).  Nous  proposons  la  trépanation  au  malade  qui 
Taccepte.  Elle  est  pratiquée  aux  ateliers  d*Hellemmes  par  M.  le 
professeur  Guermonprez.  Le  malade  étant  chloroformé,  une 
incision  est  conduite  sur  la  peau  du  front  à  un  demi-centimètre 
de  la  ligne  sagittale  et  parallèlement  ù  elle.Commcnçantau  milieu 
du  front,  elle  vient  finir  sur  la  tète  du  sourcil.  Elle  a  une  longueur 
de  4  centimètres.  Après  avoir  divise  Tépicràne,  on  arrive  sur  le 
périoste  qui  apparaît  très  vascularisé.  On  Tincise  suivant  la  même 
direction  que  le  tégument  et  on  Técarte  à  la  rugine.  Le  tissu 
osseux  se  montre,  il  est  percé  sur  toute  retendue  correspondant 
au  sinus  gauche  d*une  infinité  de  permis  formant  par  leur  réunion 
un  piqueté  d'un  rouge  vif  très  iniense. 

La  trépanation  est  faite  au  moyen  du  ciseau  à  froid  et  du 
maillet.  On  pratique  ainsi  une  fenêtre  de  la  grandeur  d'un  centi- 
mètre carre  environ.  Une  fois  le  sinus  ouvert,  nous  sommes  très 
étonnés  de  ne  voir  aucun  liquide  sortir  de  la  cavité.  Mais  un 
lambeau  de  muqueuse  qui  a  éié  arraché  avec  la  lamelle  osseuse 
excisée  nous  renseigne  sur  la  nature  de  Taltération  que  nous 
avons  h  traiter.  Cette  muqueuse  est  en  effet  très  épaisse  et  très 
friable.  Elle  est  comme  boursouflée  et  couverte  de  gros  bourgeons 
violacés  dans  Tintervalle  desquels  on  aperçoit  un  enduit  grisâtre 
muco-purulent. 

Une  exploration  au  stylet  montre  que  le  canal  naso-frontal  est 
perméable.  Avec  une  curette  mousse  on  pratique  Tablation  de 
toute  la  muqueuse  du  sinus.  On  fait  un  lavage  au  sublimé 
nu  4000''  et  Ton  referme  la  plaie  par  quelques  points  de  suture 
au  crin  de  Florence,  après  avoir  placé  à  sa  partie  inférieure  un 
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petit  drain  qui,  pénérrant  directement  dans  la  cavité  du  sinus, 
permettra  d*en  faire  le  lavage. 

Pansement  iodoformé  qu*on  renouvelle  tous  les  jours  suivants 
après  un  lavage  è  Teau  boriquée  (le  liquide  passe  en  partie  par 
la  narine  correspondante  et  Farriëre-gorge).  On  enlève  les  (ils 
le  septième  jour  et  le  drain  vers  la  fin  de  la  deuxième  semaine. 
Nous  faisons  à  plusieurs  reprises  dans  la  suite  dos  attouchements 
du  cornet  inférieur  au  chlorure  de  zinc.  Le  malade  se  fait  de 
fréquents  lavages  à  leau  chaude  salée. 

Nous  avons  revu-Topéré  ces  jours-ci  (novembre  1895).  Il  est 
resté  complètement  guéri.  Le  cornet  inférieur  est  pourtant  tou- 
jours un  peu  hypertrophié. 

Dans  ce  cas  nous  avons  été  fort  surpris  de  ne  pas  trouver  une 
collection  liquide  dans  la  cavité  du  sinus.  Nous  nous  sommes 
demandé  sll  n*y  avait  pas  une  erreur  de  diagnostic  et  si  nous 
n*aurions  pas  dû  plutôt  admettre  une  altération  primitive  de  Tos 
frontal.  Nous  ferons  remarquer  cependant  que  tout  dans  Thisioire 
de  notre  malade  indiquait  une  aiïeclion  nasale.  L*examen  rhino- 
scopique  laissait  voir  une  inflammation  chronique  de  la  mu- 
queuse avec  hypertrophie  considérable  du  cornet  inférieur  (du 
côté  du  sinus  incriminé).  Quel  était  donc  Tétat  pathologique  de 
la  cavité  trépanée?  Il  mérite  à  notre  avis  d'être  décrit. 

Il  y  a  un  développement  énorme  de  la  muqueuse  qui  tapisse 
intérieurement  le  sinus.  Celle-ci  prend  Taspect  fongueux.  On 
voit  des  élevures  arrondies,  mollasses  et  friables,  bleuâtres, 
violacées,  séparées  par  des  sillons  au  fond  desquels  se  trouve  un 
enduit  grisâtre  analogue  à  du  muco-pus  à  moitié  desséché.  Il 
est  fâcheux  que  les  lambeaux  enlevés  se  soient  trouvés  dans  un 
état  qui  ne  permettait  pas  d'en  faire  une  coupe  microscopique 
régulière.  Nous  aurions  probablement  retrouvé  des  lésions 
analogues  à  celles  qui  ont  été  décrites  pour  la  muqueuse  intra- 
utérine  sous  le  nom  d'endométriie  chronique  glandulaire  (Ruge, 
Wyder),  et  peut-être  même  eussions-nous  observé  une  transfor- 
mation polypeuse,  comme  celle  qu'a  signalé  Récamier  pour  le 
même  organe  et  qu'OhIsausen  a  de  nouveau  étudiée.  En  tout 
cas,  nous  nous  trouvions  en  face  d*une  lésion  en  voie  d'évolution. 
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Elle  pouvait  aboutir  à  un  empyème,  à  une  hypertrophie  enkystée 
du  sinus,  si  un  jour  la  communication  avec  la  fosse  nasale  était 
fermée,  ou  à  une  masse  polypeuse,  si  cette  voie  fronto-nasaie 
existant  toujours,  le  travail  pathologique  s'accentuait  davantage 
dans  le  sens  d'une  prolifération.  A  ce  point  de  vue  Tobservation 
précédente  mérite  d'être  retenue,  elle  marque  le  début  d'affec- 
tions du  sinus  que  l'on  ne  connaît  souvent  qu'à  leur  période 
confirmée.  Le  commencement  d'altération  de  la  paroi  osseuse 
montre  que  le  travail  pathologique  était  assez  intense. 

La  trépanation  était-elle  nécessaire?  — Oui  et  non.  Oui»  puisque 
tout  nous  portait  à  admettre  une  maladie  du  sinus  antérieure  à 
l'osiéiie.  Jusqu'à  présent  les  classiques  nousdisentque  lorsqu'une 
tuméfaction  se  montre  dans  la  région  du  sinus  frontal  et  que 
l'on  a  des  données  pour  admeure  une  lésion  inflammatoire  ou 
organique  de  ce  dernier,  il  ne  faut  pas  hésiter  de  recourir  à 
louverture  de  la  cavité.  Si  en  effet  la  lésion  est  un  abcès»  on 
court  le  risque  en  attendant  de  voir  le  pus  se  faire  une  voie  vers 
h*s  méninges  et  occasionner  des  accidents  redoutables.  —  Non, 
si  l'on  admet  que  l'affection  que  nous  venons  de  décrire  peut 
être  guérie  par  des  irrigations  nasales,  ou  par  le  cathétérisme 
suivi  de  lavages  du  sinus  par  son  orifice  naturel  dans  le  méat 
moyen.  Celle  interveniion  nécessite  des  mains  mieux  outillées  et 
plus  exercées  que  les  nôtres,  et  nous  nous  demandons  d'ailleurs 
si  cette  thérapeutique  peut  faire  rétrocéder  une  ostéite  du 
frontal. 

Au  demeurant,  notre  malade  a  retiré  un  grand  bénéfice  de 
notre  intervention.  Les  douleurs  névralgiques  qui  tenaient  à 
coup  sur  à  l'altération  osseuse  ont  complètement  disparu.  Il  lui 
restait  ime  hypertrophie  inflammatoire  des  cornets;  elle  fut 
heureusement  modifiée  par  les  moyens  ordinaires  :  irrigations 
nasales,  cautérisations. 

Quant  il  n'existe  pas  de  lésion  osseuse,  comme  dans  le  cas 
précédent,  il  ne  faut  pas  trop  se  hâter  de  recourir  à  la  trépana- 
tion. 

M.  Mayo  Collier  a  relaté  à  l'Association  britannique  de 
laryngologie  et  de  rhinologie  (1892)  trois  observations  intéres- 
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santés  de  troubles  du  côté  des  sinus  frontaux.  Nous  résumons 
les  deux  premières. 

Dans  Tune,  la  sensation  d^une  douleur  intense  à  la  racine 
du  nez,  la  fièvre  et  une  vive  sensibilité  à  la  pression  des  sinus 
frontaux  avaient  fait  conclure  è  une  inflammation  aiguë  des 
sinus.  L'aeonitine  et  la  morphine  à  rinlérieur,  la  glace  sur  la 
r^ion  douloureuse  amenèrent  la  guérison. 

Dans  Paulre,  Tapparition  de  douleurs  sourdes  persistantes  et 
une  sensation  de  plénitude  à  la  région  frontale,  précédées  d*un 
coryza  intense,  avaient  fait  supposer  un  abcès  du  sinus.  Des 
douches  nasales  tièdes  et  des  inhalations  d*un  mélange  de  teinture 
d*iode,  de  chloroforme  et  d*acide  phénique  firent  apparaître  au 
bout  de  quelques  jours  un  écoulement  semi-purulent  par  une 
narine,  après  quoi  le  malade  guérit. 

A  propos  de  notre  intervention,  d*aucuns  pourraient  blâmer 
la  manière  dont  nous  avons  abordé  le  sinus.  La  plupart  des 
opérateurs  ont  soin,  en  eflet,  de  dissimuler  leur  incision  cutanée 
dans  le  sourcil,  et  Ton  nous  demandera  pourquoi  nous  n*avons 
pas  imité  cette  conduite.  A  cela  nous  répondrons  que  dans  nos 
deux  cas  la  tuméfaction  était  haut  située  sur  le  front,  ainsi  qu'il 
ressort  des  observations;  et  que  d*ailleurs  la  défiguration  qui 
résulte  de  nos  incisions  est  bien  minime.  Elle  se  borne  à  un 
trait  fort  étroit  occupant  à  peu  près  la  ligne  sagiuale. 

De  Tétude  qui  précède  nous  pouvons  tirer  les  conclusions 
suivantes  : 

1*  On  n*a  point  décrit  jusqu*à  présent  toutes  les  altérations  des 
sinus  frontaux.  Entre  Tinflammation  aiguë  qui  accompagne  ou 
suit  immédiatement  le  coryza  d*une  part,  et  les  collections 
liquides  (purulentes  ou  non)  et  les  proliférations  néoplasiques 
(polypes,  ostéites,  etc.)  d^autre  part,  on  peut  décrire  un  état 
fongolde  spécial  de  la  muqueuse  du  sinus.  Cet  état  est  très  pro- 
bablement le  résultat  de  poussées  inflammatoires  successives. 
Le  diagnostic  en  est  diflicile  sinon  impossible,  mais  il  faut  y 
songer  lorsqu'on  se  trouve  en  présence  d*affections  nasales  réci- 
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divant  avec  ténacité  malgré  une  thérapeutique  bien  appliquée 
ou  quand  on  a  aiïaireà  une  névralgie  susorbitraire  très  rebelle. 

Le  traitement  doit  consister  d*abord  dans  Papplication  de 
révulsifs  sur  la  région  du  sinus  et  plus  tard  dans  la  trépanation 
de  la  cavité»  quand  il  existe  une  ostéite  secondaire  du  frontal. 
On  se  trouve  vraisemblablement  en  présence  d*une  lésion  qui 
aboutira  tôt  ou  tard  à  la  production  d*une  collection  liquide 
(hydropisie,  empyème)  ou  a  une  prolifération  néoplasique  du 
sinus  (polypes  muqueux). 

2*  Les  empyèmes  frontaux,  Thydropisie  enkystée  et  les 
polypes  du  sinus  réclament  une  thérapeutique  spéciale  et  pro- 
longée si  on  ne  veut  pas* s'exposer  à  les  voir  récidiver. 

Ce  traitement  comprend  :  a)  la  trépanation  du  sinus;  b)  le 
curettage  très  soigné  accompagné  au  besoin  d*unc  cautérisation 
de  la  paroi;  c)  la  désobstruction  du  canal  naso-frontal  et  au 
besoin  leffondrement  des  cellules  eihmoîdales  en  bas  et  en 
arrière  du  sinus;  d)  le  traitement  prolongé  de  Taffection  nasale 
primitive. 
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DE 


L'OPHTALMIE  DES  NOUVEAU-NÉS 


PAR 


M.  le  D'  IVARLOMONT. 


On  ne  saurait  trop  altirer  raUeniion  des  médecins  et  du  public 
sur  un  fléau  qui  continue  à  sévir  dans  notre  pays,  comme  dans 
d^autres  contrées  voisines  :  Tophialmie  des  nouveau-nés.  Je  viens 
de  relever,  h  quelques  jours  de  dislance,  pour  la  seule  ville  de 
Bruges  (*),  trois  cas  de  cette  affection  :  deux  (dont  Tun  appar- 
tenant à  la  clientèle  d'un  de  mes  confrères)  sont  actuellement 
en  voie  de  guérison,  le  troisième  a  abouti  à  une  cécité  complète, 
Tenfant  m*ayanl  été  présenté  plus  de  deux  semaines  après  le 
début,  quand  les  cornées  étaient  déjà  infiltrées  de  suppuration. 

Ce  fait  navrant,  un  pauvre  petit  être  condamné  dès  son  ber- 
ceau à  une  cécité  irrémédiable,  est  peut-être  plus  fréquent 
qu'on  ne  le  pense  (**);  fùt-il  exceptionnel,  il  serait  encore  un 


(*)  Ia  tille  (le  Bruges  n'est  nullement  visée  par  la  constatation  faite  ici;  la  Mtuation 
est  la  même  dans  d'autres  villes  et  dépend,  comme  on  va  le  voir,  de  lacunes  graves  dans 
notre  organi^alion  sanitaire.  Il  n'y  a  pas  bien  longtemps,  l'auteur  de  cetle  communication 
a  pu  assister,  dans  une  grande  ville  universitaire,  il  une  letton  clinique  ayant  poiu*  objet 
l'ophtalmie  des  nouveau-nés.  Six  cas  de  cette  tri>te  affection  étaient  présentés  par  le 
professeur  il  ses  élèves,  cas  légers,  cas  moyens,  cas  graves,  complications  cornéeniies,  etc. 

(**)  On  comprend  qu'il  soit  bien  difficile  de  dresser  des  statistiques  sur  ce  point  ;  il 
faudrait  pour  cela  connaître  le  chiffie  des  cécités,  monolatérales  ou  complètes,  par 
ophtalmie  des  nouveau-nés,  observé»  par  chaque  oculiste.  Des  relevés  faits  dans 
quelques  cliniques  ocuiistiques,  k  fierlin,  à  Vienne  et  en  Angleterre,  donnent  le  chiffre  de 
3  cécités  doubles  pour  iOO  cas  d'ophtalmie  des  nouveau-nés  (Fuchs).  Quant  k  la  part 
prise  par  la  blennorrhée  conjonctivale  des  nouveau-nés  dans  le  contingent  des  aveugles, 
elle  est  impossible  également  à  établir,  à  cause  de  la  diversité  des  données.  Dans 
quelques  établissements  d'aveugles,  en  Allemagne,  en  France,  en  Autriche,  en  Hollande,  le 
professeur  Fuchs  relève  \^  h  iO  »/•  <te  cécités  par  blennorrhée  [{"UCHS,  Caunes  et  préven- 
tion de  la  Ci'cité). 
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non -sens  et,  tranchons  le  mot,  un  scandale  dans  une  société 
armée  comme  la  nôtre  contre  de  semblables  malheurs. 

C'est  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  d'une  de  ces  maladies  infectieuseSy 
choléra,  fièvre  typhoïde,  rage,  etc.,  qui  préoccupent  les  savants 
et  les  gouvernements,  mais  que  la  science,  si  avancée  qu'elle 
soit,  ne  saurait  se  flatter  de  prévenir  à  coup  si^r,  encore  moins 
de  guérir  avec  certitude.  La  blennorrhée  eonjonciivale  des  nou- 
veau-nés (non  pas  seulement  la  forme  catarrhale  légère,  mais  la 
blennorrhée  véritable,  virulente)  est,  au  contraire,  une  maladie 
évilable  (qu'on  nous  permette  le  mot,  il  est  dû  au  professeur 
Bouchard)  et  curable  à  coup  sûr  ;  évilable^  si  l'on  prévient,  par 
des  précautions  antiseptiques  et  aseptiques  bien  connues  de  tout 
médecin,  la  contamination  des  yeux  de  l'enfant  par  les  sécrétions 
virulentes  des  organes  maternels  ou  leur  infection,  après  la  nais- 
sance, par  les  linges  souillés  de  ces  mêmes  matières;  curable, 
si  l'on  attaque  vigoureusement  le  mal  dès  ses  débuts,  par  des 
moyens  appropriés  (cautérisations,  lavages  oculaires  antisep- 
tiques). L'expérience  a  démontré  à  l'évidence  ces  deux  points. 

Comment  se  fait-il,  dès  lors,  que  l'ophtalmie  des  nouveau  nés 
continue  ses  ravages,  en  dépit  des  avertissements  donnés  par  les 
hommes  compétents,  hygiénistes  et  ophtalmologues,  et  malgré 
les  indications  les  plus  précises  proposées  par  eux  pour  éteindre  le 
mal  à  coup  sijr  ?  Il  est  facile  d'accuser  l'impéritie  de  l'entourage  de 
la  petite  victime  :  en  réalité,  les  parents,  appartenant  d'ordinaire 
à  la  classe  pauvre  ou  ouvrière,  pèchent  surtout  par  ignorance  ; 
ils  n'ont  pas,  non  plus,  à  leur  portée  les  ressources  dont  on  dispose 
dans  les  classes  aisées,  la  mère  pauvre  n'a  pour  l'avertir  et  la 
seconder  que  la  sage-femme,  humble  auxiliaire,  dont  il  serait 
injuste  de  méconnaître  les  services,  mais  qui  ne  saurait  suffire  è 
sa  tâche  si  elle  ne  se  sait  surveillée  d'une  manière  eflicaoe  et  si 
elle  n'est  pas  armée  contre  des  défaillances,  dont  elle  ne  peut 
comprendre  toute  la  gravité,  par  des  règlements  précis,  appuyés 
par  des  sanctions  sérieuses. 

Il  faut  le  dire  bien  hautement  :  c'est  aux  autorités  que  remonte 
la  responsabilité  des  désastres  dont  nous  parlons;  c'est  aux 
pouvoirs  publics  qu'il  appartient  de  prendre  les  mesures  néees- 
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saires  pour  faire  disparaître  le  fléau  en  s'attaquant  à  ses  causes. 
Cea  causes  sont,  en  résunné,  cl*unc  pari,  Tignorance  du  public, 
surtout  de  la  classe  pauvre  et  ouvrière,  d*antre  part,  insuffi- 
sance des  soins  préventifs  et  curaiifs  donnés  à  celle-ci.  A  l'étran- 
ger, certaines  dispositions,  isolées  et  insuffisantes,  ont  été  prises; 
chez  nous,  rien,  que  nous  sachions,  n*a  encore  été  fait. 

Il  suffira,  pour  montrer  que  nous  ne  sommes  pas  désar- 
més, d*énumérer  les  moyens  prophylactiques  qui  ont  été  pro- 
posés (*)  : 

1.  Instruire  les  ménages  du  danger  et  leur  indiquer  les  pré- 
cautions urgentes  à  prendre,  soit  au  moyen  d*une  notice  courte, 
claire  et  précise  qui  serait  délivrée  au  bureau  de  Tétat  civil 
\k  toute  personne  venant  annoncer  une  naissance  (proposition 
du  D' Brière,  du  Havre,  1880),  soit  par  quelques  lignes  insérées 
dans  le  livre  de  mariage  (D'  Fieuiîil)  (**). 

L'éducation  du  public  en  général  devrait  être  faite  sur  ce 
point  d'hygiène,  comme  sur  bien  d'autres,  par  des  tracts,  des 
publications  de  vulgarisation,  des  conférences,  et  cette  question 
devrait  être  traitée  dans  les  manuels  d'hygiène  pour  les  gens 
du  monde.  Quel  bien  pourraient  faire,  en  jetant  le  cri  d'alarme, 
les  visiteurs  et  visiteuses  des  pauvres  (maîtres  des  pauvres, 
membres  des  conférences  de  Sainl-Vincent-de-Paul,  dames  de 
la  Miséricorde)! 

2.  Veiller  à  ce  que  les  sages-femmes  s'acquittent  rigoureu- 
sement de  leur  mission.  L'instruction  des  sages-femmes  est 
donnée  dans  les  maternités  par  des  médecins  qui  mettent  certai- 
nement tous  leurs  soins  à  cette  tâche;  mais  cela  ne  suffit  pas, 


(')  On  trouvera  de  précieux  renseignements  sur  toute  cette  question  dans  rexcellent 
ouTrage  du  professeur  Fuchs  :  Causes  et  prévention  de  la  cédiez  traduction  du  D'  Kieu- 
mI,  1885  (mémoire  couronné  par  la  Society  for  the  prevemion  of  biindness).  Nous  avons 
fait  plusieurs  emprunts  à  ce  travail. 

(**)  A  Gand  et  à  Bruges  se  trouvent  insérés  dans  le  carnet  de  mariage  quelques 
excellents  «  conseils  aux  mères  de  familles  •  sur  l'hygiène  du  premier  âge.  C'est  14  une 
heureuse  idée,  qui  mérite  d  être  mise  à  exécution  partout.  Dans  le  carnet  de  Bruges  se 
trouvent  ces  mots  :  «  Si  les  yeux  de  l'enfant  suppurent,  si  les  paupières  sont  collées, 
hâtez-vous  de  consulter  l'oculiste;  en  quelques  heures  la  vision  pourrait  être  4  jamais 
perdue,  i  Court  et  hon  ! 
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il  faut  encore  s*assurer  que  cet  enseignement  est  appliqué,  il  faut 
que  la  femme  pauvre  et  son  enfant  soient  garantis  contre  les 
conséquence.<  désastreuses  d*une  négligence.  Il  faut,  surtout, 
comme  cela  existe  en  Autriche,  rendre  obligatoires  les  soins 
antiseptiques  que  la  sage- femme  a  à  donner  à  la  mère  (irri- 
gation vaginale  préventive,  faite  immédiatement  avant  Taccou- 
chôment)  (*). 

Dans  toutes  les  maternités^  les  sages-femmes  doivent  être  ini- 
tiées aux  pratiques  de  désinfection  oculaire;  tel  est  Tavis  des 
praticiens  les  plus  autorisés,  du  professeur  Fuchs,  entre  autres. 
Elles  doivent  être  autorisées,  sinon  à  faire  une  instillation  d'une 
solution  de  nitrate  d'argent  (méthode  de  Crédé),  au  moins  à  faire 
un  lavage  préventif  des  yeux  de  Tenfanl  avec  de  l'eau  bouillie 
ou  boriquée  {**)  et  même  à  pratiquer  une  insufflation  d'iodo- 
formc  (méthode  de  Valude). 

Ces  règles  sont  faciles  à  suivre  dans  les  maternités  et  les 
asiles  d'enfants  trouvés  où  règne  une  surveillance  médicale 
incessante  ;  elles  peuvent  cependant  et  elles  doivent  être  appli- 
quées tout  aussi  rigoureusement  au  dehors. 

Kst-il  besoin  d'ajouter  ici  que  l'ingérence  illicite  de  certaines 
matrones  non  diplômées  doit  être  poursuivie  sans  pitié  par  les 
commissions  médicales,  qui  la  dénonceront  aux  tribunaux? 

Voilà  pour  la  prophylaxie.  Que  faire  maintenant  dans  les  cas 
trop  nombreux  où  ces  précautions  ont  été  négligées  et  où  la 
maladie  a  éclaté?  Faire  en  sorte  que  l'enfant  soit  soigné  immé- 
diatement et  convenablement.  Pour  cela  : 

1**  Im  sage- femme  doit  être  tenue^  sous  la  sanction  de  péna- 


Ci  Le  D*'cle  Wecker«  une  autorité  eu  opbialinologie,  a  pu  dire,  saus  soulever  d'objec- 
tion, au  Congrès  de  la  Société  française  d'ophtalmologie,  eu  mai  1894  .-  ■  Mon  ami  Âba- 
die  vous  propose.  Messieurs,  de  supprimer  bien  des  cboses  dans  le  traitement  de 
l'ophtalmie  purulente,  ma  proposition  tend  à  supprimer  la  maladie  elle-même.  La 
meilleure  prophylaxie  consiste,  à  mon  avis,  à  rendre  obligatoire  la  désinfection  de 
toute  femme  qui  doit  accoucher.  »  M.  de  Wecker  demande  «  que  l'on  punisse  sévè- 
rement tout  accoucheur  et  toute  sage-femme  qui  procèdent  sans  désinfection  à  un  accou- 
chement >. 

(**}  Le  simple  lavage  avec  de  l'eau  pure  a  sufii,  entre  les  mains  d'Abegg,  pour  réduire  le 
chiffre  des  blennorrhées  à  3  "/o.  (Fuohs,  loc.  cit.) 
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iités  sérieuses f  d'exiger  des  parents  l'assistance  du  médecin  (du 
médecin  des  pauvres  ou  des  hôpitaux,  ou  d*un  médecin  ayant 
une  consultation  gratuite,  comme  c*est  te  cas  pour  ta  plupart). 
Cette  sage  disposition  est  appliquée  en  Autriche  et  en  Suisse,  et 
elle  a  déjà  porte  ses  fruits  :  d'après  Horner,  depuis  1865,  il  ne 
se  irouve,  dans  rétablissement  d*aveugles  de  Zurich,  aucun  cas 
de  cécité  par  conjonctivite  purulente  des  nouveau-nés  (*). 

Si  les  parents  refusent  d'obtempérer  à  la  demande  de  la 
sage-femme,  celle-ci  devra  en  référer  à  Tautorité  et  dégager 
ainsi  sa  responsabilité  (**). 

Quand  l'en  faut  sera  porté  au  médecin  avec  une  blennorrhée 
négligée,  si  celui-ci  apprend  que  la  sage-femme  n'a  pas  fait  son 
devoir^  il  devrait  non  seulement  avoir  le  droit,  mais  être  obligé 
de  dénoncer  la  sage-femme  coupable  (***). 

12*  Les  médecins  chargés  de  la  constatation  des  naissances 
seront  tenus  d'examiner  les  yeux  des  nouveau-nés  (*^). 

En  cas  d*ophtalmie,  ils  avertiront  les  parents  et  feront  en 
sorte  que  les  soins  nécessaires  soient  donnés  à  Tenfant. 

Cette  mesure,  aussi  simple  qtrellicace,  a  été  proposée  il  y  a 
plus  de  dix  ans  par  le  D'  Galezowski  (1882),  et  Ton  doit  s  éton- 
ner qu*elle  'ne  soil  pas  appliquée  partout.  Elle  rendrait  sou- 
vent inutile  rintervenlion  de  In  sage-femme,  dont  nous  venons 
de  parler.  Pas  toujours  cependant  :  la  visite  du  médecin  de  Tétat 
civil   peut  précéder   la  manifestation  de   Tophtalmie;  celle-ci. 


(')  FucHs,  loc  cit.  --  Eli  Frdnci',  une  loi  réccnle,  celle  du  30  novembre  I8î)i.  complétée 
par  le  décret  ministériel  du  ^i  novembre  1HÎ)3,  range  l'ophulmie  des  nouveau-nés  piinni 
les  maladies  dont  la  déclaration  doit  être  faite  à  l'autorité.  Crdce  à  relte  décl;iration  impo- 
sée il  la  sage- femme,  le  médecin  pourrji  inlervcnirâ  temps.  Ce  qu'on  comprend  moins, 
c'est  que  cette  déclaration  soit  également  imposée  au  mé<lecin  par  retic  loi;  il  y  a  14  une 
bizarrerie  qui  a  très  justement  amené  des  réserves  de  la  part  de  la  Société  française 
d'ophtalmologie  (réunion  de  IKOi),  à  la  suite  d'une  communication  du  D''  (iorecki  :  «  La 
déclaration  à  l'autorité  des  cas  d'ophtalmie  des  nouveau-nés  ».  Jiull,  vt  Mém.  de  la  Soc, 
franc,  d'ophtalmie,  18!' i.) 

(*')  FUCHS,  ioc.  cit. 

(•••)  là. 

('^)  Dans  certaines  villes  de  notre  pays,  r\*si  iju  :igent  de  la  police  ')ui  vient  consttler 
les  naissances,  aussi  bien  (]ue  le»  déc-es.  Kstil  besoin  d'insister  sur  ce  que  cette  coutume 
a  d'absurde? 
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quand  Tinfection  a  eu  lieu  pendant  raccouchement,  éclate  du 
deuxième  au  cinquième  jour»  les  observations  sont  assez  concor- 
dantes sur  ce  point.  (Quand  la  blennorrhée  éclate  après  le 
cinquième  jour,  il  faut  admettre,  d'après  Fuchs,  que  rinfection 
est  postérieure  k  la  naissance  et  doit  être  attribuée  à  une  conta- 
mination par  les  doigts  de  la  garde  ou  de  la  mère,  ou  par  les 
linges  et  éponges  imprégnés  de  lochies.) 

On  le  voit,  les  moyens  ne  manquent  pas,  si  on  voulait  les 
appliquer  résolument,  pour  restreindre  à  de  minimes  propor- 
tions et  même  pour  supprimer  les  ravages  de  Tophtalmie  des 
nouveaii«nés;  ils  sudiraient  largement  à  rendre  impossible  cette 
chose  monstrueuse  :  lenfant  du  pauvre  et  de  Touvrier,  aveugle 
dès  sa  naissance  de  par  Timprévoyance  et  Tapathie  des  autorités 
et  des  classes  dirigeantes.  Celles-ci  possèdent  assez  de  chrétiens 
généreux,  ^'ils  étaient  mieux  instruits  de  ces  choses,  pour  pren- 
dre en  main  cette  cause  de  Tenfance,  qui  fait  bien  partie,  ce 
semble,  de  «  Tœuvre  des  enfants  martyrs  »  t 

Parmi  les  mesures  qui  viennent  d'être  passées  en  revue,  il  en 
est  d'urgentes,  d'essentielles,  que  Topinion  publique,  saisie  de 
cette  question,  devrait  réclamer  impérieusement,  sans  retard  ; 
ce  sont  :  une  réforme  dans  Texercice  de  la  profession  de  sage- 
femme  dans  le  sens  d'une  surveillance  plus  étroite  exercée  sur 
leurs  actes,  d'une  responsabilité  plus  sérieuse,  mieux  sanction- 
née, attribuée  à  leurs  fonctions,  d'une  indication  plus  précise  de 
leurs  devoirs  :  obligation  absolue  notamment  des  soins  préven- 
tifs de  la  blennorrhée  infantile  donnés  à  la  mère  (irrigation  vagi- 
nale avant  l'accouchement)  et  (/expra/tçti^^  de  préservation  immé- 
diate  appliquées  à  l'enfant  (lotions  oculaires);  obligation  aussi  de 
faire  prévenir  le  médecin  dès  l'appariiion  de  l'ophtalmie. 

L'examen  des  yeux  du  nouveau-né  imposé  au  médecin-visiteur 
devrait  être  également  introduit  dans  la  législation. 

L'accord  se  ferait  facilement,  sans  doute,  dans  le  corps  médi- 
cal, sur  l'opportunité  de  ces  réformes,  qui  trouveraient  tout 
naturellement  leur  place  dans  le  projet  de  loi,  en  préparation 
actuellement,  sur  l'assistance  publique. 

L'intervention  du  médecin  doit  être  assurée  à  Tenfant,  avons- 
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nous  dit»  dès  les  premiers  symptômes  de  la  maladie.  Mais  toiii 
médecin  sera-t-il  en  mesure  de  la  traiter?  Oui»  pour  peu  qu*il 
veuille  s'initier  à  la  pratique,  fort  simple  d'ailleurs,  de  ce  traite- 
ment. Il  n'est  pas  possible  de  faire  de  celui-ci  l'apanage  exclusif 
du  spécialiste;  l'oculiste  n'est  pas^  toujours  à  portée  et  il  y  a  péril 
en  la  demeure. 

Il  est  donc  indispensable,  au  moins  dans  les  villes  où  ne  se 
trouvent  pas  d'oculistes  et  surtout  partout  dans  les  campagnes» 
que  tout  médecin  sacbe  soigner  judicieusement  crue  redoutable 
affection.  Il  ne  se  conteniera  pas  d'instillations  illusoires  de 
collyres,  il  saura  retoumet^  la  paupière  (il  y  a  pour  cela  un 
«  tour  >  très  facile  à  acquérir)  et  atteindra,  avec  son  pinceau 
chargé  de  la  solution  de  nitrate  d'argent  (à  3,  3  et  4  7.  selon  le 
cas),  les  culs-de-sac  conjonctivaux;  il  répilera  celte  opération 
deux  ou  trois  fois  par  jour  datis  les  tas  graves.  Les  villes  pour- 
vues d'oculisles  pourront  d'ailleurs  s'assurer  de  leur  concours. 

Est-ce  tout,  et  suffira- i-il,  pour  sauver  l'enfant  d'une  cécité  par- 
tielle ou  complète,  de  lui  assurer  les  secours  d'un  médecin 
éclairé?  Non,  l'enfant  doit  encore  être,  n  domicile,  I  objet  de  soins 
incessants.  Cette  sécrétion  virulente,  qui  se  forme  constamment 
dans  les  replis  des  conjonctives,  débordant  les  paupières  qu'elle 
agglutine,  il  faut  l'éliminer  sans  relàdie  par  des  lavages  antisep- 
tiques répétés(eBU  boriquée,  solution  de  sublimé  ou  de  permanga- 
nate de  potasse,  etc.).  Le  public  devrait  savoir  que  ce  pus,  qui  se 
renouvelle  sans  cesse,  n'est  pas  une  «  humeur  mauvaise  qui  doit 
se  tarir  d'elle-ménic  et  à  laquelle  il  est  dangereux  de  toucher  >, 
mais  un  corrosif  lent  mais  implacable  qui  rongera  et  détruira,  si 
Ton  n*y  prend  garde,  les  cornées  ou  tout  au  moins  altérera  à 
jamais  leur  transparence. 

Puis,  le  microbe,  agent  vivant  de  cette  force  de  destruction 
(gonocoque?),  il  faut  prendre  garde  qu'il  ne  soit  pas  transporté 
dans  l'autre  œil,  si  celui-ci  est  indemne;  il  faut,  enfln,  éviter  la 
contamination  des  personnes  du  logis,  enfants  ou  adultes,  et  sur- 
tout de  celle  qui  pratique  les  lotions,  contamination  par  des 
linges  ou  par  des  mains  chargées  de  virus. 

Tout  cela  exige  de  l'attention,  un  peu  de  dextérité  et  la  con- 
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science  bien  nelle  de  Timportanee  de  toutes  les  précautions  à 
prendre.  Ces  conditions  se  trouveront  bien  dans  les  maternités  ou 
les  asiles  dVnfants  trouvés,  pourvus  d*un  personnel  dressé  &  ces 
pratiques,  mais  au  logis  de  Tindigent  ou  de  Fouvrier,  qui  se  char- 
gera de  cette  tâche?  Impossible  dVnvoyer  cet  enfant  de  quelques 
jours  à  Phôpital  et  de  le  séparer  de  sa  mère.  Alors,  qui  sera  là 
pour  exécuter  les  prescriptions  formelles  du  médecin,  pour  faire 
cette  «  chasse  au  virus  »  qui  exige  une  application  de  tous  les 
instants?  Une  parente  ou  même  une  voisine  secourable  s  offrira 
souvent  à  s'en  charger;  la  mère  elle-même  trouvera  dans  son 
amour  maternel  des  forces  que  son  état  semblerait  devoir  lui 
refuser,  pour  les  consacrer  à  son  enfant  menacé;  et  dans  ces  con- 
ditions si  précaires,  malgré  la  propreté  douteuse  du  logis,  des 
mains  qui  s'approchent  des  yeux  du  petit  malade,  des  tables  où 
les  linges  destinés  aux  ablutions  traînent  à  côté  de  débris  d'ali- 
ments ou  d'ustensiles  en  désordre,  maigre  tout  cela,  l'enfant 
pourra  échapper  à  Tissue  redoutée.  Mais  trop  souvent  ces  soins, 
insuffisants  ou  peu  soutenus,  seront  impuissants  à  maîtriser  le 
mal,  on  se  lassera  vite  d'un  tr.nitement  aussi  assujétissant;  puis, 
dans  les  milieux  ouvriers,  le  temps  est  précieux,  et  les  mains  dis- 
ponibles sont  rares.  Le  virus  poursuivra  alors  son  œuvre,  et  la 
vision  de  l'enfant  sera  altérée,  voire  même  abolie  pour  toujours. 
Que  faire  à  cela,  dira-t-on  ?  La  bienfaisance  publique  offi- 
cielle a  procuré  à  son  administré  les  secours  du  médecin  et  les 
agents  pharmaceutiques  nécessaires  ;  peut-elle  faire  davantage? 
Non,  sans  doute  (encore  faut-il  remarquer  que  l'ouvrier  n'a 
souvent  pas  droit  aux  secours  donnés  par  le  bureau  de  bien- 
faisance; s'il  peut  trouver  sans  peine  un  médecin  charitable,  il 
n'en  devra  pas  moins  prélever  sur  son  petit  salaire  de  quoi  suf- 
fire aux  frais  de  pharmacie). 

* 

Mais  ce  que  l'Etat  ne  peut  faire,  l'initiative  privée  le  peut,  elle! 
et  c'est  un  appel  à  la  charité  que  nous  voudrions  faire  ici.  La 
charité  ! 

c  Mère  de  ceux  pour  qui  la  fortune  est  marâtre  !  •, 

ce  n'est  pas  en  vain  qu'on  l'invoque  dans  un  pays  tout  im- 
prégné de  christianisme  comme  le  nôtre,  où  les  plus  grandes 
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œuvres  abondeni,  au  point  qu'on  doit  s'éionner  qu'il  reste  encore 

des  souffrances  ignorées  el  privées  de  secours.  N'esi-ce  pas  elle 

qui  a  créé  o  Bruxelles  celte  admirable  «  Œuvre  du  Calvaire  »  ? 

C'est  à  ces  femmes  de  cœur,  à  ces  dames  des  classes  riches, 

que  nous  nous  adressons.  C'est  à  elles  qu'il  appartiendrait  dr 

fonder  ce  qu'on  pourrait  appeler  :  c   TCDuvrc  du  traitement  ù 

domicile  de  l'ophtalmie  des  nouvenu-nés  >.  Ce  que  nous   leur 

demandons  n'est   pas    plus   héroïque  que  de  panser  de  leurs 

mains   blanches   les  plaies    des    vieillards  et  des   cancéreux  ! 

Qu'elles  consenient  à  aller  s'asseoir  au  logis  du  pauvre  el  de 

l'ouvrier!  Qu'elles  demandent  comme  une  faveur  à  cette  mère 

impuissante  de  soigner  son  enfant  en  péril,  qu'elles  se  fassent  les 

auxiliaires  du  médecin,  qu'elles  se  penchent  sur  ce  berceau  pour 

écarter  sans  relâche  de  ces  yeux,  à   peine  ouverts  encore  à  la 

lumière,  le  poison  qui  les  brûle  !  Elles  s'exposeront  à  un  danger, 

c'est  vrai!   une  distraction   peut  leur  inoculer   le  virus,  elles 

devront  faire  le  sacrifice  de  leur  temps  et  de  leurs  plaisirs,  mais 

ces  dangers  et  ces  sacrifices  ne  sont-ils  pas  de  l'essence  même  de 

la  charité?   N'est-ce  pas  re  don   volontaire  de    soi-même,   ce 

mépris  de  tout  ce  qui  révolte  notre  sensibilité  et  notre  égoîsme, 

n'est-ce  pas  là  précisément  ce  que  recherchent  les  grandes  âmes? 

Nous  n'insisterons  pas  sur  le  détail  d'une  œuvre  semblable, 

sur  son  organisation.  Si  elle  est  praticable,  elle  se  fera,  et  nous 

croyons  qu'elle  est  possible.  Ce  qui  est  certain,  c'est  qu'il  y  a  là 

quelque  chose  à  faire;  nous  ne  revendiquons  d'autre  mérite  que 

celui  de  le  proclamer  bien  haut.  Dieu  fera  le  reste. 


Depuis  la  présentation  de  celle  communication  à  la  Société  scieuliGque  de 
Bruxelles,  la  question  de  Tophtalmie  des  nouveau-nés  a  suscité  des  débals  el 
des  travaux  intéressants  :  M.  le  professeur  Denefîe,  qui  a  faii  n.'i^'uére  une  cam- 
pagne éloquente,  restée  malheureusement  sans  écbo, contre  un  autre  fléau,  Topii- 
lalmie  granuleuse,  a  attiré  Tattention  du  Gouvernement  sur  cette  affection  el  sur 
l'ophtalmie  des  nouveau-nés(Académle  de  médecine,  séance  du  ôO  novembre  1895); 
il  s'est  plaint  de  voir  négliger  par  les  commissions  médicales,  dans  leurs  rapports, 
«  ces  deux  maladies  qui  font  chaque  année  de  nombreuses  victimes  »,  el  qui  se 
développent  <  sans  qu*aucune  mesure  ait  été  prise  contre  leur  propagation  >. 
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MM.  les  D*^  Romiée,  de  Liège,  et  Abadie,  de  Paris,  ont  publié  des  considéra- 
lions  pratiques  sur  la  prophylaxie  el  le  traitemeut  de  Tophlalmie  des  Douveau- 
iiés  {La  Clinique  ophtalmologique,  janvier  el  avril  1896.) 

Le  flongrès  annuel  de  la  Société  française  d'ophtalmologie  s^esl  encore  occupé 
di*  la  question  lors  ôe  sa  dernière  réunion  (mai  18U6). 

Un  ophtalmologue  américain,  M.  Howe,  de  Buflalo,  y  a  déclaré  que  le  seul 
moyen  préventif  efficace  consistait  k  forcer  les  sages-  femmes  ou  les  nourricfs  à 
derlnrer  le  cas  dès  qu*il  existe  le  moindre  soupçon  de  la  maladie.  Il  cite  la  loi, 
ftirt  sévère,  en  vigueur  dans  rÉlal  de  New-York  depuis  le  '.«'  septembre  1800, 
qui  oblige  la  sage-femme  ou  nourrice,  ayant  charge  d*un  enfant,  qui  aura  remar- 
qué •  qu'un  œil  ou  les  deux  yeux  de  Tenfaut  étaient  enflammés  ou  rouges,  à 
quei<|ue  époqui*  que  ce  soit  dans  Pintervalle  de  deux  semaines  après  la  nais- 
s:inci*  »,  à  déclarer  le  fait  par  écrit  dans  les  six  heures  à  C officier  de  santé  ou  à 
toute  autre  personne  pratiquant  légalement  la  médecine  dans  la  ville,  le  bourg  ou 
le  district  où  résident  les  parents  de  Tenfaut.  Toute  infraction  à  cette  loi  est  pas- 
siblr  d'une  amende  de  100  dollars  {'100  francs)  ou  plus, ou  d'un  emprisonnement 
de  six  mois  el  plus,  ou  à  la  fois  de  Vameiuie  et  de  la  prison.  Cette  loi  a  été 
adoptée,  après  PElat  de  New-York,  par  les  huit  autres  Etats  donnant  un  ensemble 
de  )K)pulation  de  plus  de  iO  millions  d'habitants. 

Signalons  surtout  le  travail  très  complet,  très  scientifique  et  en  même  temps 
fort  pratique  de  M.  le  D''  Lor,  adjoint  à  la  clinique  ophtalmologique  de  Thâpiial 
Saint- Jean  à  Bruxelles.  {Journal  médical  de  Bruxelles,  i  avril  1896.)  M.  Lor, 
après  avoir  étudié  Pétiologie  et  la  pathogénie  de  la  maladie,  discute  avec  beaucoup 
de  détails  les  mesures  prophylactiques  qui  ont  été  proposées.  Il  termine  par  les 
conclusions  suivantes,  que  nous  sommes  heureux  de  reproduire  ici,  car  elles  cor- 
roborent singulièrement  el  complètent  les  propositions  que  nous  avons  émises  : 

1«  Anli.sepsie  des  organes  de  la  mère...,  injections  vaginales  antiseptiques  avant 
tout  accouchement; 

i»  Chez  l'enfant  :  méthode  de  Crédé  pure  el  simple; 

3»  Pour  IVnlourage:  soins  antiseptiques  des  mains  avant  et  après  tout  contact 
avec  les  organes  de  la  mère  et  les  yeux  de  l'enfant.  Ecarter  tout  linge  contaminé 
ou  suspect  ; 

4«  Des  instructions  uniformes  pour  les  sages-femmes  de  tout  le  pays,  leur 
enseignant  el  imposant  les  injections  vaginales  an  te  parlum  el  la  méthode  de 
Crédé  (instillation  préventive  d'une  solution  de  nitrate  d'argent  dans  les  yeux  de 
l'enfant); 

5*  Déclaration  obligaloire,  pour  les  sages-femmes,  d'un  cas  d'ophtalmie  quel- 
conque éclatant  dans  les  deux  semaines  après  l'accouchement,  sous  menace 
d'amende  ou  de  peines  à  établir; 

6*  Distribution  aux  parents,  au  moment  du  mariage,  d'un  avis  spécial  sur  Poph- 
talmie  purulente  et  les  moyens  de  l'éviter,  et  sur  les  devoirs  imposés  aux  sages- 
femmes. 
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LA 


FIEVRE  GANGLIONNAIRE 


EST-EFXE  UNE  ENTITÉ  MORBIDE? 


PAR 


le  Dr  Alexandre  FAIBHERBE 

I.aurcat  de  rAcadémie  des  sciences  et  de  la  Faculté  de  médecine  de  Paris, 

Membre  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 

de  la  Société  des  sciences  médicales  et  de  la  Société  auatomo-clinique  de  Lille» 


Les  premières  observations  de  fièvre  ganglionnaire  ne  datent 
pas  de  bien  loin,  puisque  e'est  en  1889  que  Pfeiiïer  en  donna 
une  première  description  (*),  bientôt  suivie  par  une  note  de 
Starck  (**)  ;  jusqu*ici  les  travaux  publiés  sur  cette  question  sont 
encore  peu  nombreux  et  la  somme  d'observations  rapportées 
est  relativement  peu  considérable.  D  autre  pari,  les  traités  de 
médecine  infantile,  comme  les  traités  récents  de  pathologie 
interne,  sont  muets  pour  la  plupart  sur  ce  sujet  :à  peine  avons- 
nous  pu  trouver  dix  lignes  dans  le  Traité  des  maladies  de  l'en* 
fance  de  Comby  (***),  qui  a  du  reste  étudié  depuis  cette  aiïection 
dans  un  travail  particulier  ('^). 

Nous  voudrions,  dans  ce  travail,  procéder  à  une  revue  rapide 
de  la  question  et,  en  rapportant  les  cas  que  nous  avons  rencon- 
trés personnellement,  en  discutant  d'autre  part    les   diverses 


(•)  Pfeiffer,  Jahrbuchjùr  Kinderheilkunde,  1885^,  l.  XXIX,  fasc.  3  et  4. 
(")  SiAHCK,  Jahrbuch  fur  Kinderheilkunde,  1890,  l.  XXXI,  fasc.  4 
(•-)  Paris,  1895. 
(IV)  COMBT,  La  fièvre  ganglionnaire,  Paris.  i894. 

XX.  9 
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observations  publiées,  voir  s*il  peut  se  dégager  des  faits  actuelle- 
ment connus  une  description  d'ensemble  et  s*il  convient  de  faire 
de  la  Gèvre  ganglionnaire  une  entité  morbide. 


Les  cas  d^inflammaiion  aiguë  du  système  lymphatique,  indé- 
pendante d'une  lésion  cutanée,  ont  été  rangés  en  deux  catégo- 
ries différentes  par  les  auteurs  qui  les  ont  rapportés.  Les  uns» 
Pfeiffer,  Starck,  Hoerschelmann (*),  Rembe(**),  Ricci  (***), Roux 
et  Lannois  O,  Vanheuverswyn  (^),  Desplats  ('*),  Comby  ont 
décrit  des  cas  d'infection  générale  des  ganglions  avec  phéno- 
mènes généraux  plus  ou  moins  accentués  ;  d'autres,  et  notamment 
Neumann  ('")  et  Muggia  (^"'),oni  décrit  des  infections  restreintes 
à  la  région  cervicale,  en  prétendant  en  faire  une  affection  diffé- 
rente de  la  fièvre  ganglionnaire,  du  Drûsen/ieber  de  Pfeiffer. 

Le  D'Gourichon  ('^),  dans  la  thèse  qu'il  a  soutenue  récemment 
sur  Tinfection  ganglionnaire  et  où  il  a  reproduit  les  idées  de 
Comby  sur  la  question,  a  réuni  ces  deux  affections,  décrites  sépa- 
rément, et  a  cherché  à  en  faire  une  maladie  unique,  expliquant 


(*)  Pfeiffer,  Starck  et  Hoerschelmann,  Jahrbuch  fur  Kinderheilkunde,  d894» 
BandX\\VIII,S  U. 

(••)  Rembe,  Kinderarzt,  1894,  Band  V,  S.  d6i. 

(•••)  Ricci,  Su  due  casi  di  febbre  ijangliare.  (Gazzetta  degli  oshitali  b  delle 
CLINICHE,  1893,  semestre  II,  pagina  1308.) 

(IV)  Roox  el  Lannois,  Adénie  infectieuse  due  au  Staphylococcus  pyogenes  aureus, 
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par  une  gravité  plus  ou  moins  forte  de  Tinrection  les  modalités 
diverses  qui  ont  été  signalées. 

Nous  croyons,  et  notre  conviction  ressort  de  Tétude  des  obser- 
vations que  nous  allons  rapporter,  que  la  fièvre  ganglionnaire  peut 
en  effet  comprendre  des  degrés  infinis  d*intensilé,  depuis  la 
poussée  fugace  d'érythème  amygdalien  avec  infection  passagère 
d*un  ou  deux  ganglions,  jusqu*à  lamygdalite  profonde  avec 
infection  généralisée  et  durable  de  tout  le  système  lymphatiqu'\ 


II 


Nos  observations  doivent  se  ranger  en  trois  séries,  afin  do 
spécifier  le  moment  où  nous  les  avons  recueillies.  La  première  est 
un  cas  isolé  que  nous  avons  rencontré  pendant  Tété  dernier. 

Observation  I.  —  Adrienne  B...,  6  ans,  a  des  antécédents 
pathologiques  assez  chargés  :  (lèvre  muqueuse  avec  accidents 
péritonéaux  en  septembre  1892,  rougeole  en  mars  1894,  scarla- 
tine normale  en  avril  1895.  Cependant  elle  a  ordinairement  un 
étal  de  santé  satisfaisant. 

Le  17  juillet  1893,  elle  devient  souiïrante  brusquement  et  se 
plaint  d*un  violent  mal  de  gorge  ;  dans  l'après-midi,  saignement 
de  nez  assez  abondant.  Nous  la  voyons  à  8  heures  du  soir  et 
nous  la  trouvons  très  accablée,  la  face  pourprée;  respiration  dif- 
ficile et  râlante,  sans  toux  marquée;  voix  normale;  température  : 
39%3.  Pas  de  catarrhe  oculaire  ;  la  narine  gauche  présente 
encore  quelques  croûtes  sanglantes;  rien  dans  la  narine  droite. 
La  langue  est  fortement  saburrale:  les  amygdales  sont  énormes, 
rouge  vif,  se  rejoignant  sur  la  ligne  médiane,  repoussant  la  luette 
en  arrière  et  gênant  la  respiration.  La  peau  ne  présente  pas  de 
traces  d'éruption.  Rien  du  côté  du  thorax  à  l'auscultation;  ven- 
tre indolore,  mais  un  peu  tendu. 

Cataplasmes  chauds  de  farine  de  lin  sur  la  gorge  :  0'',30  de 
sulfate  de  quinine  à  prendre  en  une  fois;  0'',25  de  calomel  à 
administrer  le  lendemain  matin.  Diète  lactée. 
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Le  18  au  matin,nous  revoyons  Tenfaniqui  a  assez  mal  dormi, 
mais  est  pourtant  moins  abattue  et  moins  chagrine  que  la  veille; 
la  respiration  est  moins  difficile.  Température:  38\4.  Les  amyg- 
dales ont  un  peu  diminué  de  volume  et  sont  moins  rouges,  mais 
nous  constatons  la  présence  de  deux  ganglions  assez  gros  et 
durs  sous  les  amygdales;  en  continuant  Texploration ,  nous 
trouvons  un  chapelet  de  ganglions  volumineux  et  douloureux  à 
la  pression  des  deux  côtés  des  vertèbres  cervicales.  Malgré  leur 
présence, les  mouvements  de  la  tète  semblent  libres  et  indolores. 
Rien  à  Tauscultation. 

Le  19,  au  matin,  renfant,  qui  a  passé  une  bonne  nuit,  est 
beaucoup  mieux  que  la  veille  et  semble  revenue  à  son  état  nor- 
mal. Plus  de  dysphagie,  plus  de  toux.  Température  :  37%8.  Les 
amygdales  ont  presque  repris  leur  volume  et  leur  coloration 
habituels  :  les  ganglions  du  cou  et  de  la  nuque  restent  engorgés 
et  nous  paraissent  même  avoir  légèrement  grossi  depuis  la  veille; 
rien  dans  les  aisselles;  quelques  ganglions  du  volume  d*un  gros 
pois  à  Taine  gauche. 

La  dose  de  calomel  administrée  la  veille  n  ayant  produit 
aucun  effet  et  la  constipation  persistant,  nous  prescrivons  de 
donner  un  lavement  dans  la  journée  et,  en  cas  de  non  résultat, 
de  donner  le  lendemain  15  grammes  d'huile  de  ricin. 

Le  20,  Tcnfant  parait  bien  remise  de  son  indisposition.  Les 
ganglions  engorgés  restèrent  gros  pendant  une  semaine  environ, 
et  disparurent  progressivement  au  bout  de  ce  temps  sans  com- 
plication d'aucune  sorte.  Nous  avons  revu  l'enfant  depuis;  elle 
ne  présente  plus  de  trace  de  ganglions. 

Fait  à  noter,  une  sœur,  âgée  de  3  ans,  est  restée  en  contact  per- 
manent avec  la  malade  pendant  toute  la  durée  de  l'indisposition 
et  n'a  présenté  à  aucun  moment  de  signes  d'infection  glandu- 
laire; mais  au  mois  de  septembre,  elle  a  été  atteinte  de  scarlatine. 

Comme  on  le  voit  par  l'observation,  il  s'est  agi  d'un  cas  isolé 
de  lièvre  ganglionnaire  type  qui  a  guéri  sans  complication.  La 
seconde  série  d'observations  sera  plus  intéressante,  tant  au  point 
de  vue  de  la  gravité  de  certains  cas  qu'au  point  de  vue  des  con- 
ditions spéciales  où  ils  se  sont  produits. 
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Dans  les  derniers  jours  de  novembre  et  dans  les  premiers 
jours  de  décembre  1895,  à  la  suite  de  temps  froids  et  pluvieux, 
des  cas  nombreux  d'influenza  et  de  diphtérie  se  produisirent  à 
Roubaix.  C^est  à  ce  moment- là  que  nous  eûmes  à  examiner 
nombre  d  enfanis,  plus  ou  moins  souffrants  (*)  :  parmi  ces  enfants, 
nous  en  avons  trouvé  seize  qui  présentèrent  une  amygdalite  plus 
ou  moins  prononcée  avec  infection  des  ganglions;  chez  six 
d'entre  eux,  une  amygdale  ou  les  deux  présentaient  une  rougeur 
légère  et  les  ganglions  sous-maxillaires  seuls  étaient  engorgés, 
soit  d'un  seul  côté,  soit  des  deux.  Nous  laisserons  de  côté  ces  cas 
pour  ne  rapporter  que  les  autres  observations  qui  ont  quelque 
importance. 

Observation  11.  —  Henri  S...,  4  ans,  bonne  constitution,  a  eu 
la  rougeole  il  y  a  quinze  mois.  Il  est  pris,  le  3  décembre  1895, 
de  fièvre,  d*inappétence,  de  vomissements  ;  passe  une  nuit 
agitée. 

Nous  le  voyons  le  4  au  matin  :  température  assez  élevée;  rien 
à  Texamen  des  divers  organes,  tète,  thorax,  abdomen,  membres. 
Cependant,  en  examinant  la  gorge,  nous  trouvons  une  rougeur 
modérée  avec  gonflement  notable  des  amygdales;  les  ganglions 
sous-maxillaires  sont  assez  volumineux  et  douloureux  à  la  pres- 
sion. Langue  saburrale. 

Diète,  séjour  à  la  chambre  ;  une  cuiller  à  bouche  d'huile  de 
ricin,  compresses  chaudes  sur  la  gorge. 

Le  5,  la  fièvre  est  tombée;  la  gorge  est  moins  rouge,  mais 
quelques  ganglions  cervicaux  ont  pris. 

Le  7  décembre,  Tenfant  joue  et  mange;  les  ganglions  sont  dans 
le  même  état. 

Rétablissement  rapide. 


(*)  Une  note  de  journal,  annonçant  que  trois  enfants,  fréquentant  la  même  écolr,  éiaieat 
uiortK  du  croup  en  huit  jours  de  temps,  avait  semé  la  paniqne  dans  la  population 
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Observations  III  et  IV. —  Lucienne  G...y4ans  et  demi;  enfant 
bouffie,  blonde,  à  amygdales  ordinairement  assez  volumineuses. 
Antécédents  chargés  :  entérite  aiguë  à  dix-huit  mois  avec  soup- 
çons de  péritonite  tuberculeuse; rougeole  en  1894;en  mars  1895, 
angine  pseudo-membraneuse»  à  bacilles  de  Lôfiler  et  strepio- 
coques,  guérie  par  le  sérum  de  Roux. 

1^  7  décembre  189S,  Tenfant  est  prise  de  toux  rauque  et  de 
fièvre.  Nous  la  voyons  le  soir;  la  température  est  à  38%7;  la  gorge 
est  1res  rouge  et  les  amygdales  sont  manifestement  plus  volumi- 
neuses que  de  coutume  ;  les  ganglions  sous-maxillaires  et  cer- 
vicaux sont  engorgés.  Nous  prescrivons  des  gargarismes  boriques 
tièdesy  une  potion  au  benzoate  de  soude  et  (rois  paquets  d*anti- 
pyrinede  0^%40à  prendre  à  une  heure  d'intervalle. 

Le  8,  Penfant,  qui  a  mal  dormi,  est  pourtant  moins  accablée 
que  la  veille  :  elle  a  demandé  à  manger  et  a  bu  du  lait  en  quan- 
tité, mais  elle  se  plaint  de  mal  de  tête  et  de  coliques.  La  tempéra- 
ture est  à  38*.  Langue  chargée  ;  la  gorge  reste  rouge;  les  gan- 
glions déjà  pris  ont  augmenté  de  volume  ;  ceux  de  Taine  sont 
pris  surtout  à  gauche;  rien  dans  les  aisselles.  Pas  de  sensibilité 
marquée  du  ventre.  On  continue  les  gargarismes  et  on  donne 
0'',25  de  calomel  en  une  prise. 

Le  9,  Tenfant  a  beaucoup  toussé  la  nuit.  A  Pauscultalion,  quel- 
ques râles  muqueux,  disséminés  dans  la  partie  supérieure  du 
thorax;  rien  à  la  percussion.  Pas  de  sensibilité  du  ventre.  La 
gorge  est  encore  assez  rouge,  mais  les  amygdales  ont  diminué  de 
volume.  Même  état  des  ganglions  que  la  veille.  Potion  calmante. 

Du  10  au  12,  même  situation. 

Le  13,  la  détente  ganglionnaire  commence  :  la  toux  a  cessé, 
disparition  du  râle. 

Le  IS,  les  ganglions  ont  notablement  diminué  de  volume, 
sauf  le  ganglion  sous-maxillaire  droit  qui  est  très  gros,  dur  et 
douloureux  à  la  pression.  Onctions  à  Tonguent  napolitain  et 
cataplasmes  de  farine  de  lin. 

Le  19,  les  ganglions  ont  presque  disparu,  sauf  le  sous- 
maxillaire  qui  commence  seulement  à  se  résoudre  vers  la  fin  du 
mois. 
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aux  yeux,  et  tache  fortement  les  linges  en  rouge-brun.  Du 
côté  des  amygdales,  même  aspect  :  ni  fausses  membranes  ni 
ulcérations  herpétiques.  Nouveau  lavement  de  quinine. 

10  décembre.  —  Nuit  agitée  :  les  vomissements  ont  persisté. 
Température  malin  :  39^6.  En  examinant  Icnfanl,  nous  sommes 
frappé  de  suite  du  volume  énorme  de  la  région  sous-maxillaire  : 
on  a  absolument  Taspect  néronien  des  diphtéritiques  à  grande 
infection  ganglionnaire.  A  la  palpation,  on  sent  que  tous  les  gan- 
glions de  la  région  sont  fortement  tuméfiés,  chauds  et  doulou- 
reux à  la  pression  ;  à  la  nuque,  plusieurs  ganglions  sont  pris  des 
deux  côtés,  mais  surtout  à  droite;  rien  aux  aisselles  ni  aux  aines. 
Les  amygdales  sont  toujours  volumineuses  et  rouges,  mais  pas 
de  trace  d'aiïection  pseudo-membraneuse. 

Le  diagnostic  de  fièvre  ganglionnaire  semblait  s'imposer  : 
nous  prescrivons  de  continuer  les  lavements  de  quinine  deux 
fois  par  jour  et  d'appliquer  sur  les  tumeurs  ganglionnaires  des 
cataplasmes  de  farine  de  lin  après  onction  avec 

lodure  de  plomb 4  grammes. 

Vaseline 30       — 

Température  soir  :  la  même  qu*au  matin. 

H  décembre. —  Statu  quo,  un  peu  de  diarrhée.  Température 
matin  :  39^7.  Les  paquets  ganglionnaires  de  la  nuque  sont  en 
voie  d'augmentation;  quelques  ganglions  nouveaux  aux  aines  et 
aux  aisselles.  Résolution  vers  les  amygdales;  langue  très  chargée, 
noirâtre.  Le  ventre  est  douloureux  à  la  pression  dans  toute 
sa  partie  médiane. 

Calomel  :  08^,15  dans  un  peu  de  lait. 

Température  soir  :  40®,3. 

12  décembre.  -^  L'enfant  a  été  fort  agitée  la  nuit;  elle  a 
toussé  et  présenté  un  peu  d'oppression.  Diarrhée  abondante  et 
fétide.  Urines  toujours  courtes  et  très  ammoniacales.  Sueurs 
abondantes  tachant  le  linge. 

Température  matin  :  39^8. 

Les  ganglions  de    l'aisselle  et  des  aines  ont  augmenté  de 
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volume;  ceux  du  cou  sont  stationnaires.  Le  ventre  est  dur  et 
tendu,  fort  douloureux  i  la  pression;  un  peu  de  (ympanisme; 
gargouillement  léger  dans  la  fosse  iliaque  droite.  A  rauseuliatio», 
quelques  râles  sous-crépitants  et  muqueux  entre  les  omoplates  ; 
respiration  un  peu  rude  aux  sommets. 
Nous  donnons  une  potion  avec 

Bromure  de  potassium 0r,S5. 

Sous-nitrale  de  bismuth Or ,50. 

Sirop  simple 60  grammes. 

Une  cuiller  à  café  dMieure  en  heure. 

Le  soir,  Tenfant  est  toujours  fort  agitée;  la  respiration  est 
rapide  et  difGcile.  Température  soir:  40s4'.  A  la  percussion  du 
thorax,  on  constate  une  zone  de  submatitc  assez  appréciable 
entre  les  omoplates;  à  Pauscuitation,  râles  plus  fournis  et  res- 
piration sifflante. 

En  raison  de  In  prolongation  et  de  Tintensité  de  la  fièvre  et 
surtout  en  raison  du  tempérament  nerveux  et  irrit<nblc  de  len- 
fant  (hérédité  névropathique  intense),  nous  prescrivons  des 
enveloppements  généraux  à  renouveler  toutes  les  trois  heures  tant 
que  la  température  ne  descend  pas  au-dessous  de  39^  :  commen- 
cer à  30^  et  descendre  chaque  fois  de  2®. 

13  décembre.  —  Même  situation.  Température  matin  :  ôd'^fi, 
L^enfant  a  pourtant  dormi  par  moments  après  ses  enveloppe- 
ments qui  abaissent  en  moyenne  la  température  d'un  demi  à  un 
degré.  Température  soir  :  i0%6  à  5  heures  et  demie,  et  iC'tQ  à 

10  heures.  Les  parents  effrayés  nous  appellent  à  ce  moment  : 
rien  de  particulier;  les  fumeurs  $i;anglionnnires  sont  toujours 
énormes;  ventre  très  sensible;  submalitè  et  foyer  de  râles 
toujours  limités  au  voisinage  de  la  colonne  vertébrale. 

14  décembre.  —  Même  situation.  Température  matin  :  39%4. 
Rien  de  particulier  du  côté  des   masses  ganglionnaires.  Vers 

11  heures,  après  un  nouvel  enveloppement,  Tenfant  s*assoupit 
et  dort  jusqu'au  soir,  sauf  deux  courtes  périodes  où  il  prend  du 
lait  en  assez  grande  quantité. 

Température  soir  :  38%3.  La  diarrhée  est  arrêtée  depuis  le 
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malin  ;  les  urines  sont  encore  fortement  ammoniacales,  mais 
beaucoup  plus  abondantes  que  les  jours  précédents.  A  la  palpa- 
lion,  détente  légère  vers  les  masses  ganglionnaires;  le  ventre  est 
encore  douloureux;  la  submalité  persiste  à  la  poitrine,  mais  il  y 
a  moins  de  râles.  Nous  faisons  cesser  les  enveloppements  et  la 
potion,  mais  continuer  les  onctions  et  les  cataplasmes  sur 
les  paquets  ganglionnaires  du  cou. 

15  décembre. —  Température  matin  :  37%8.  La  nuit  a  été 
bonne.  La  tension  des  ganglions  est  fort  diminuée,  surtout  h  la 
nuque  et  aux  aisselles;  sensibilité  légère  du  ventre;  peu  de  sub- 
malité à  la  percussion  du  thorax;  plus  de  râles. 

16  décembre.  —  Température  matin:  37%1.  L*enfant  est 
gaie,  joue  et  prend  son  lait  comme  d*habitude.  Masses  ganglion- 
naires réduites  de  trois  quarts,sauf  à  la  région  sous-maxillaire; 
plus  de  sensibilité  du  ventre  ni  de  signes  siéthoscopiques. 
La  langue  restant  chargée,  nous  rendons  0*',15  de  calomel. 

17  décembre.  —  L*amélioration  se  maintient;  région  sous- 
maxillaire  fort  détendue. 

19  décembre. —  L*enfant  prend  beaucoup  de  lait.  Les  gan- 
glions de  Taisselle  ont  disparu;  ceux  delà  région  sous-maxillaire, 
de  la  nuque  et  des  aines  sont  encore  gros  comme  des  pois. 

Du  20  au  26  décembre,  amélioration  persistante. 

26  décembre.  —  L^enfant  est  un  peu  chagrine.  Température 
soir  :  38%1.  Rien  qui  explique  cette  fièvre  qu*un  peu  de  rougeur 
de  la  gorge  :  les  ganglions  sont  réduits  partout  à  la  grosseur  d'une 
lentille  environ. 

27  décembre.  —  Température  matin  :  37%2  ;  température 
soir:  37%4.  Rien  de  particulier. 

Le  6  janvier  1896,  nous  sommes  rappelé  parce  que  Tenfant  est 
un  peu  abattue  depuis  la  veille  et  mange  avec  moins  d  appétit. 
Température  matin  :  37*,8.  La  gorge  de  lenfant  est  nette  ;  nous 
retrouvons  avec  peine  les  ganglions  sous-maxillaires,  surtout  le 
droit;  les  autres  ganglions  sont  imperceptibles.  Cependant, 
en  examinant  la  région  sus  hyoïdienne,  il  nous  semble  remarquer 
une  légère  voussure  et  un  peu  de  rougeur  ;  la  paipation 
ne  donne  rien  de  net.  Cataplasmes  chauds  sur  la  gorge. 
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Le  7,  la  voussure  ei  la  rougeur  ont  beaucoup  augmenté  et  la 
palpation  révèle  nettement  Texistence  d*une  eollection  purulente. 
Désinfection  de  la  région  et  incision  horizontale  :  il  s*écoule 
une  cuiller  à  entremets  de  pus  verdàtre,  bien  lié,  sans  odeur.  Pan- 
sement au  salol. 

Le  8,  Tenfant  a  dormi  et  pris  beaucoup  de  lait.  Pansement 
fortement  souillé. 

Le  9,  suppuration  médiocre. 

Le  13,  Tincision  est  cicatrisée. 

Le  15,  nous  trouvons  Tenfant  abattue,  la  peau  chaude  et 
rouge;  elle  a  refusé  de  manger,  a  mal  dormi  et  s'est  plainte 
toute  la  nuit.  Température  matin  :  38^,7.  La  gorge  est  très  rouge, 
surtout  à  gauche;  amygdales  énormes;  rien  à  la  peau  Seconde 
infection  ganglionnaire. 

Température  soir  :  39*,9.  Les  ganglions  de  la  gorge  et  de  la 
nuque  sont  pris,  surtout  à  gauche.  Les  parents,  avant  notre 
venue, ont  commencé  les  enveloppements;  nous  prescrivons  des 
onctions  avec  la  pommade  iodurée  et  des  cataplasmes. 

16  janvier. —  Les  ganglions  déjà  pris  ont  augmenté  de 
volume  ;  ceux  des  aisselles  et  des  aines  sont  pris  à  leur  tour.  Pas 
de  sensibilité  du  ventre,  rien  dans  la  poitrine.  Température 
matin:  39%4;  température  soir:  iO%4. 

17  janvier.  —  Statu  quo;  Penfantest  extrêmement  irritable  et 
refuse  absolument  de  prendre  du  lait.  Constipation;  langue 
chargée;  0«%15  de  calomel.  Température  matin  :  39*,9;  tempé- 
rature soir  :  40',9. 

18  janvier.  —  L*enfant  s'est  endormie  vers  une  heure  du 
matin  et  au  réveil  a  paru  beaucoup  mieux.  Température  matin  : 
37*,6.  Les  ganglions  ont  diminué  de  volume  d'une  manière 
appréciable,  sauf  les  ganglions  sous-maxiilaires  gauches  qui 
restent  gros,  durs  et  douloureux.  On  continue  les  onctions  et  les 
cataplasmes  à  cet  endroit;  teinture  d'iode  à  la  nuque. 

19  janvier.  —  L'amélioration  continue. 

Le  9  février,  les  ganglions  sous-maxillaires  gauches,  qui 
avaient  paru  devoir  se  résoudre  à  leur  tour,  sont  en  voie  de 
suppuration  :  applications  d'onguent  gris  et  de  cataplasmes. 
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15  février.  —  Les  deux  ganglions  sont  complètement  abeé- 
dés  :  incision  h  la  partie  inférieure  de  la  collection  purulente, 
évacuation  du  premier  abcès  et  rupture  à  la  sonde  cannelée  de 
la  cloison  qui  sépare  les  deux  ganglions.  Environ  2S  grammes 
de  pus.  Pansement  au  salol. 

Le  3  mars,  la  cicatrisation  est  parfaite. 

Nous  avons  revu  Penfant  dans  les  derniers  jours  de  mars;  sa 
santé  est  très  bonne;  elle  a  beaucoup  augmenté  de  poids. 

Observations  VI  et  VIL  —  André  G...,  3  7i  ^"s»  enfant 
chétif,  lymphatique,  à  amygdales  très  développées,  a  déjà  eu 
trois  attaques  de  laryngite  striduleuse.  Le  9  décembre  1895,  à 
midi,  nous  sommes  appelé  d^urgence  :  Tenfant  a  été  pris  la  nuit 
de  toux  rauque  avec  inspiration  sifflante,  mais  le  fait  ne  s*étant 
pas  reproduit,  on  n*a  pas  cru  devoir  nous  appeler.  Dans  la  jour- 
née, Tenfant  ayant  toussé  de  nouveau  et  n*ayant  pas  voulu  man- 
ger, on  s^est  inquiété  de  son  état. 

L*enfant  est  abattu  et  se  plaint  de  mal  à  la  tète  ;  toux  rauque 
et  fréquenfe,  respiration  rapide,  inspiration  sifflante.  Pas  de  fiè- 
vre. A  Pauscultation,  respiration  rude,  quelques  râles  sifflants  et 
ronflants,  gros  râle  trachéal.  La  gorge  est  d*un  rouge  modéré; 
les  amygdales  sont  plus  volumineuses  que  de  coutume;  les 
ganglions  sous-maxillaires  sont  gonflés. 

Repos  au  lit,  diète  lactée.  Compresses  chaudes  sur  la  gorge; 
gargarismes  boriques  tièdes,  potion  bromurée. 

Nous  revoyons  Penfant  le  soir. Température  8oir:38%1.  Quel- 
ques petits  ganglions  cervicaux. 

10  décembre.  —  L*enfant  a  bien  reposé;  cependant  il  a 
encore  quelques  quintes  de  toux.  La  gorge  est  plus  rouge  que  la 
veille;  les  ganglions  sous-maxillaires  et  cervicaux  sont  augmentés 
de  volume.  Constipation.  Les  urines  sont  rouge  vif,  mais  ne 
contiennent  pas  d*albumine.  Dans  la  poitrine,  râles  plus  nom- 
breux que  la  veille. 

On  continue  les  compresses  chaudes  et  les  gargarismes;  un 
cataplasme  sinapisé  sur  le  dos  ;  0<^20  de  calomel. 

1 1  décembre. —  L*enfant  a  passé  une  bonne  nuit  et  n*a  toussé 
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d'B^e  am«»aie:  •f>fi4'j^<  fT:«".i:.':s  v*vo'OWl\   Jf*i   \^Uiit>«f   gtVi 
pm.  sarumt  i  pa^!!!:-^.  R^jc^v  j  peu  :*n^  «a-  c. 

fLoa»  scu^-lZlaliiUî^«$. 

Ohcbtatio.^  VIII.  —  Emile  >...«  $  it)^  bieu  |K^r\4tt(  v>r>ÀiiM^ 
remenl,  «e  plaint  de  zxuui  Je  tèie  et  ik  nniî^tMe  te  1 1  xie^x^^hre^ 
il  refuie  de  nuDprr.  Daik?  b  jvHirnée  du  li«  le  »MiU»$e  ^'mw*^- 
tue  et  Fenfant  tousse  un  peu.  Nous  trxHiwMi:!^  IViiÊiiu  ih>s  ac\NiM«\ 
b  figure  empourprée,  la  peau  ehaude  et  s^vIh^.  Ti^ui|yNiiiaiv 
soir  :  38%7.  L'enfant  a  été  à  la  s^ile  dans  I a^Mn^^nisU,  a|MrtV 
administraiioii  d*un  lavement  ;  il  n  a  ^^as  \on\K 

Pas  de  catarrhe  oculaire  ou  nasal;  ianfcuo  oliar^^.  Vi\e  r\Hh 
geur  et  gonflement  considérable  des  aiu%|sdales;  ^m»  d\il\Vra« 
tions  ni  de  plaques;  ganglii>ns  de  la  (E\H(tf  ol  de  la  \\\!k\\\H^ 
enflammés.  Pas  de  traces  d  éruption.  Quelque»  |(rtvk  r^mehu*  à 
Tauseullation  ;  le  ventre  n'est  (>a$  si^nsible  à  la  pre»«iou. 

Nous  prescrivons  des  onctions  ioihm'es  ei  des  tHita|4aMiie«  tm 
la  gorge  et  la  nuque;  trt>is  pquets  dantipyiine  de  0*\Kti  à 
administrer  d*beure  en  heure.  Uiéte  laett^^« 
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15  décembre.  —  LVnfant  a  assez  bien  dormi  et  a  bu  du  lait 
en  quantité  suftisante.  Même  état  de  la  gorge  et  des  ganglions. 

Nous  n^avons  pas  revu  Tenfant  qui  est  retourné  chez  ses 
parents. 

Observation  IX.  —  Urbain  M...,  7  */«  ^^^l  enfant  bien 
portant,  mais  lymphatique  à  grosses  amygdales  :  deux  angines 
pultacées  antérieures;  rougeole  en  1893.  Il  est  pris  brusque- 
ment de  (ièvre,  de  toux  et  de  difficulté  de  la  déglutition,  le 
12  décembre  1895.  Nous  le  voyons  le  soir.  Température  soir  : 
37 ',9.  LVnfant  se  plaint  de  douleur  modérée  de  la  gorge;  nous 
trouvons  en  effet  les  amygdales  légèrement  augmentées  de 
volume,  mais  plus  rouges  qu*è  Tétat  normal,  et  les  ganglions 
sous-maxillaires  fort  engorgés  des  deux  côtés.  A  Tauscullation, 
quelques  râles  muqueux  en  arrière.  Pas  de  sensibilité  du  ventre. 

Nous  prescrivons  des  gargarismes  boriques  tièdes  et  des  appli- 
cations chaudes  sur  la  gorge. 

12  décembre.  —  L*enfant  a  beaucoup  toussé  la  nuit  et  n*a 
pas  été  à  la  selle  depuis  deux  jours.  La  rougeur  de  la  gorge  a 
diminué  en  partie;  les  ganglions  sous- maxillaires  ont  le  même 
volume,  mais  il  existe  quelques  ganglions  cervicaux  du  volume 
d'une  amande.  Dans  la  poitrine,  râles  sibilants  et  muqueux  plus 
abondants  que  la  veille. 

Nous  donnons  0*%30  de  calomel,  potion  au  benzoate  de  soude, 
révulsion  légère  sur  la  poitrine;  continuer  les  gargarismes  et  les 
compresses  chaudes. 

14  décembre.  —  La  gorge  a  repris  sa  couleur  normale  ;  les 
ganglions  sont  un  peu  augmentés  de  volume.  Même  traitement. 

16  décembre.  —  Amélioration  complète;  la  poitrine  est  déga- 
gée. Les  ganglions  sont  moins  douloureux  et  ont  un  peu  diminué 
de  volume. 

Observation  X.  —  Louise  D...,  6  i/^  ans  :  enfant  à  face 
très  colorée,  à  tempérament  sanguin,  très  grosse  mangeuse,  a 
depuis  plusieurs  jours  de  la  fièvre,  de  l'agitation  et  des  maux  de 
tète.  Quand  nous  la  voyons,  le  13  décembre  1895,  elle  mange 
beaucoup  moins  que  d'habitude.  Nous  ne  trouvons  qu*un  peu 
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d*élat  saburral  de  la  langue;  rien  du  côté  de  la  gorge,  mais  il 
existe  quelques  ganglions,  du  volume  d*un  pois  i  celui  d'une 
amande,  à  la  région  sous-maxillaire,  à  la  nuque  et  aux  aines. 
Nous  prescrivons  une  cuiller  à  bouche  d'huile  de  ricin,  diète 
lactée,  eau  de  Vichy;  quelques  badigeonnages  iodés  sur  les  cha- 
pelets ganglionnaires. 

Le  15  décembre,  lenfant  semble  remise  :  les  ganglions,  qui 
ne  sont  point  douloureux  à  la  pression,  semblent  en  voie  de  réso- 
lution. 

Observation  XI.  —  Pauline  R...,  5  ans,  enfant  chétive,  ayant 
eu  antérieurement  la  rougeole  (1892)  et  une  angine  pseudo- 
membraneuse (mai  189i),est  souffrante  depuis  deux  jours  quand 
nous  la  voyons,  le  H  décembre  1895  au  soir.  Elle  a  de  la  fièvre, 
de  la  gène  de  la  déglutition,  une  toux  rauque,  de  Pagiration  et 
refuse  de  manger;  les  parents  craignent  une  nouvelle  angine. 

Plèvre  modérée,  peau  rouge  et  chaude,  pas  de  traces  d'érup- 
tion. Les  amygdales  sont  très  grosses  et  rouges  ;  les  ganglions 
sous-maxillaires  et  cervicaux  sont  engorgés  et  douloureux  à  la 
pression.  Rien  à  Tauscultation;  sensibilité  du  ventre  à  la  pression 
dans  toute  son  étendue,  fait  habituel  chez  Penfant,  nourrie  d'une 
manière  absurde. 

Gargarismes  boriques  tièdes;  onctions  iodiirées  et  cataplasmes 
sur  la  gorge  et  la  nuque;  diète  lactée  et  tisane  de  tilleul;  0*%25 
de  calomel  le  lendemain  matin. 

15  décembre. —  L'enfant  a  dormi.  Amygdales  et  ganglions 
aussi  volumineux  que  la  veille;  quelques  ganglions  comme  des 
amandes  à  Paine.  A  l'auscultation,  quelques  râles  muqueux. 
Même  traitement. 

16  décembre.  —  L'état  de  la  gorge  s'est  amélioré;  les  gan- 
glions sont  moins  douloureux,  sans  avoir  diminué  de  volume 
d'une  manière  notable. 

17  décembre.  —  Détente  prononcée  vers  les  ganglions;  la 
gorge  a  repris  son  aspect  normal. 

Nous  avons  revu  l'enfant  en  février  :  plus  de  traces  de  son 
indisposition. 
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Enfin,  tout  récemment,  nous  avons  encore  rencontré  des  cas 
if^infection  ganglionnaire  généralisée,  maïs  dans  des  conditions 
toutes  particulières;  il  y  a  même  deux  observations,  les  quator- 
zième et  quinzième,  que  nous  reproduisons  sous  réserve,  sans 
en  faire  de  vrais  cas  de  fièvre  ganglionnaire  et  que  nous  dis- 
cuterons plus  loin. 

Observations  XII  et  XIII.  —  Agnès  E...,  4  ans,  enfant  lym- 
plia(ique,à  amygdales  moyennement  hypertrophiées,  devient  souf- 
frante dans  la  nuit  du  17  au  18  mars  1896  et  se  plaint  de  la 
gorge;  fièvre  modérée  (*).  Nous  la  voyons  le  18  après  midi  : 
peau  chaude,  visage  enflammé,  se  plaint  d'avoir  peine  à  avaler 
et  d'avoir  mal  derrière  la  tète;  elle  refuse  toute  nourriture  solide; 
elle  ne  tousse  pas. 

Température  soir  :  58*,1.  L'enfant  ne  présente  aucune  trace 
d'éruption  ;  pas  de  catarrhe  oculaire  ni  nasal;  langue  un  peu 
blanche.  Les  amygdales  sont  plus  grosses  que  de  coutume  et 
assez  rouges  ;  l'examen  des  diverses  régions  ne  révèle  pas  Texis- 
tence  de  ganglions  engorgés.  Pas  de  râles  dans  la  poitrine;  ven- 
tre nullement  sensible. 

Gargarismes  boriques  tièdes;  diète  lactée. 

Le  19  mars,  même  situation.  Température  matin  :  37%9;  tem- 
pérature soir  :  38%3. 

Le  20  mars,  l'enfant  a  mal  dormi  et  se  plaint  beaucoup  plus 
de  la  nuque  :  nous  constatons  l'existence  d'un  ganglion  sous- 
maxillaire  gauche  assez  gros,  dur  et  douloureux.  Sur  l'amygdale 
gauche,  dans  la  partie  qui  regarde  la  luette,  petite  vésicule 
blanche  très  saillante.  Rien  de  suspect  ailleurs. 

Nous  revoyons  l'enfant  l'après-midi  :  la  vésicule  blanche  n'a 
pas  augmenté,  mais  le  ganglion  sous-maxillaire  est  gros  comme 
une  noisette. 


(*)  Deux  cousines  de  cette  enfant  ont  la  scarlatine;  une  autre  a  les  oreillons  ainsi  que 
sa  sœur. 
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Température  matin  :  38%2;  température  soir  :  38%7.  Je  fais 
donner  O^'^SO  d*antipyrine  à  renouveler  deux  fois  d*heure  en 
heure  en  cas  de  besoin.  Continuer  les  gargarismes. 

21  mars. —  L'enfant  est  toujours  chagrine  et  inquiète; consti- 
pation. La  vésicule  de  Tamygdale  gauche  a  disparu,  mais  il  en 
existe  une  sur  la  région  antérieure  médiane  de  l'amygdale  droite. 
Température  matin  :  38%i.  Le  ganglion  sous-maxillaire  gauche 
est  toujours  très  sensible;  quelques  petits  ganglions  à  la  nuque. 
Calomel  :  0«',20. 

Le  soir,  la  température  s*élèveà  39%3;  poussée  ganglionnaire 
considérable  à  la  nuque,  surtout  du  côté  droit  et  à  Paine  gauche. 
Nous  prescrivons  0■^30  de  chlorhydrate  de  quinine  en  lavement. 

22  mars.  —  L*enfant  a  mieux  reposé.  Température  matin  : 
37*,9.  Les  ganglions  déjà  pris  n*ont  pas  augmenté  de  volume, 
mais  on  en  sent  quelques  nouveaux  à  Taisselle  gauche  et  à  Paine 
droite.  En  revanche,  le  ganglion  sous-maxillaire  a  presque  dis- 
paru. Rien  à  Pauscultation;  le  ventre  est  assez  sensible  à  la 
pression. 

23  mars.  —  Température  malin  :  37M  ;  détente  peu  accu- 
sée vers  les  ganglions.  L'enfant  s*est  levée  :  elle  est  gaie,  joue 
et  demande  à  manger. 

Le  24  m»rs  au  matin,  nous  trouvons  Penfant  moins  bien  que 
la  veille;  elle  s'est  réveillée  plusieurs  fois  la  nuit  et  a  beaucoup 
crié.  Température  matin  :  38%4'.  Le  ganglion  sous-maxillaire 
gauche  est  engorgé  de  nouveau;  rien  de  particulier  du  côté  des 
autres.  Les  amygdales  sont  grosses  et  d'un  rouge  beaucoup  plus 
foncé  que  la  première  fois.  Rien  du  côté  de  la  peau.  Nous  n'at- 
tachons guère  d'importance  à  cette  rougeur  des  amygdales, 
croyant  simplement  à  une  nouvelle  poussée. 

Le  2K  mars,  même  état.  Température  matin  :  38%6.  La  figure 
de  l'enfant  est  marbrée  de  plaques  rouges  très  foncées  et  très 
étendues;  la  gorge  a  repris  sa  couleur  rouge  tendre  antérieure. 
Scarlatine.  L'éruption  s'étend  vers  le  corps  dans  la  journée. 
Température  soir  :  39',7. 

Le  27  mars,  l'éruption  semble  terminée;  la  fièvre  est  tombée 
à  la  normale. 

XX.  10 
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5  avril. —  L  exanthème  a  disparu  presque  entièrement  ;  à  peine 
voit-on  quelques  macules.  Les  ganglions,  qui  sont  restés  station- 
naires  jusqu*aujourd1iuiy  semblent  entrer  en  résolution. 

9  avril.  ^-  L'enfant  commence  à  se  lever  dans  la  chambre. 

13  avril.  —  Les  amygdales  ont  repris  leur  volume  et  leur 
coloration  habituels.  —  Plus  de  ganglion  sous-maxillaire  bien 
net  ;  è  la  nuque,  surtout  à  droite,  ganglions  du  volume  d\tn 
pois;  à  Taisselle  gauche,  deux  ganglions  du  volume  d'une  len- 
tille; à  Paine,  des  deux  côtés,  ganglions  comme  des  pois. 

Pas  d'albumine  dans  les  urines. 

Madeleine  E...,  6  ans,  sœur  de  la  précédente,  a  eu  une  angine 
pseudo-membraneuse  en  mars  1893;  elle  a  les  oreillons  depuis 
trois  jours  et  est  isolée  quand  sa  sœur  tombe  malade;  le  côté 
gauche  seul  est  pris.  Etat  général  satisfaisant. 

Le  21  mars,  léger  accès  de  fièvre  le  soir,  mal  de  tète  assez 
prononcé.  Température  :  38%2. 

Le  22,  nous  constatons  une  rougeur  et  un  développement 
accentués  des  amygdales;  les  ganglions  sous-maxillaires  et  cervi- 
caux sont  engorgés  et  douloureux.  Pas  de  traces  d'éruption. 
Langue  chargée;  constipation  :  une  cuiller  à  bouche  d'huile  de 
ricin. 

Le  23,  quelques  ganglions  à  Taisselle  et  aux  aines.  La  rougeur 
de  la  gorge  a  déjà  disparu. 

Le  24,  même  situation. 

Le  27,  l'enfant  se  plaint  d'être  fatiguée  et  de  n'avoir  pas  faim. 
La  gorge  ne  présente  pas  de  nouvelle  poussée;  les  ganglions  de 
la  gorge  et  de  la  nuque  n'ont  pas  varié  de  volume,  mais,  en 
découvrant  l'enfant,  nous  trouvons  sur  la  poitrine  et  l'abdomen 
deux  ou  trois  vésicules  transparentes  à  base  rougeàtre  et  qui 
sont  manifestement  des  boutons  de  varicelle. 

La  varicelle  suit  son  cours  normal,  mai«  pendant  environ  huit 
jours  les  ganglions  gardent  encore  le  même  volume;  vers  le 
4  avril  seulement,  ils  commencent  à  diminuer.  L'enfant  csl 
aujourd'hui  à  peu  près  rétablie;  il  reste  quelques  petits  gan- 
glions à  la  nuque. 
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Observation  XIV".  —  Louise  T...,  12  ans,  bonne  sanié  anlé- 
rieure,  est  sotiiïrante  depuis  huit  jours  quand  nous  la  voyons,  le 
8  avril  1896.  Elle  a  eu  un  peu  de  fièvre,  mal  à  la  léle,  mal  à  la 
gorge;  elle  a  aussi  toussé  sans  que  les  parents  s*en  soient  préoccu- 
pés, mais  le  manque  absolu  d^appélit  de  lenfant  leur  semble  plus 
inquiétant. 

La  langue  est  très  chargée;  du  côté  de  la  gorge,  nous  trou- 
vons les  amygdales  et  le  voile  du  palais  très  rouges;  sur  les 
amygdales  se  trouvent  plusieurs  ulcérations  jaune  sale,  décou- 
pées profondement  dans  le  tissu  amygdalien.  Les  ganglions  sous- 
maxillaires  sont  aussi  gros  que  la  première  phalange  du  pouce; 
à  la  nuque,  plusieurs  ganglions  de  la  grosseur  d'une  amande;  à 
Taine,  plusieurs  ganglions  de  la  même  grosseur  ;  à  Taisselle, 
quelques  petits  ganglions,  roulant  sous  le  doigt.  Rien  à  rausciil- 
tation;  rien  à  la  palpation  du  ventre. 

Diète  lactée;  gargarismes  boriques  tièdes;  compresses  chaudes. 
Quinze  grammes  de  sulfate  de  magnésie. 

Le  10  avril,  la  malade  n*a  pas  eu  de  fièvre  ces  deux  jours  : 
elle  se  trouve  mieux  et  demande  à  manger.  Les  ulcérations  des 
amygdales  sont  détergées;  les  ganglions  sous  maxillaires  ont  déjà 
diminué  de  volume.  Nous  faisons  continuer  les  gargarismes 
et  les  compresses,  tout  en  permettant  de  manger. 

Observation  XV.  —  Léon  A..  ,  15  ans,  au  cours  de  la  con- 
valescence d'une  fièvre  typhoïde  fort  grave,  est  repris  brusque- 
ment de  fièvre,  d'inappétence,  de  courbature,  de  douleurs  d'esto- 
mac et  d'intestin.  La  fièvre  remonte  è  37",9  et  58%4  le  matin  ; 
è  39^,3  le  soir  ;  diarrhée  fétide,  trois  ou  quatre  selles  par  jour; 
quelques  gargouillements  dans  la  fosse  iliaque  droite.  Remis  à 
la  diète  et  soumis  à  Tantisepsie  intestinale  (benzonaphtol,  bétol, 
tannin)  et  au  sulfate  de  quinine,  il  fait  sa  défervescence  au  bout 
di'  huit  jours.  Deux  jours  après,  il  est  repris  de  malaise  et  de 
fièvre  ;  58^,2  le  soir,  et  le  lendemain  nous  constatons  que  tous 
les  ganglions  sous-maxillaires,  cervicaux,  axillaires  et  inguinaux 
sont  gros  et  un  peu  douloureux  à  la  pression.  Du  reste  leur 
résolution  s'est  faite  lentement,  sans  traitement  spécial  et  sens 
eofîipliestfOf^* 
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Cet  ensemble  d  observations  permettrait  de  tracer  un  tableau 
eomplet  de  la  fièvre  ganglionnaire  avec  tous  ses  symptômes  et 
toutes  ses  modalités,  depuis  Tinfection  bénigne  apyrélique  ou  à 
peu  près,  limitée  à  un  ou  deux  ganglions,  jusqu'à  Tinfection 
suraiguê  rapide  avec  hyperthermie  considérable  et  inflammation 
de  tous  les  groupes  lymphatiques  de  Forganisme.  Nous  n'insiste- 
rons pas  sur  ce  lableau  clinique  qui  ressort  de  la  lecture  des 
observations  et  qui  a  déjà  été  tracé  par  divers  auteurs  que  nous 
avons  cités. 

Il  nous  semble  cependant  utile  d'insister  sur  le  rapport  mani- 
feste qui  semble  exister  entre  ces  cas  de  gravité  diverse,  parce 
que  ce  rapport  a  été  nié  par  certains  auteurs.  Muggia,  par 
exemple,  a  voulu  faire  de  la  lymphadénite  cervicale  aiguë  une 
affection  particulière  qu'il  rapproche  des  cas  de  Filatow  et  qu'il 
oppose  au  Drusenfieber  de  Pfeiffer.  De  même,  Neumann,  en 
exposant  à  la  Société  de  médecine  de  Berlin  les  cas  qu'il  avait 
observés  en  1891,  a  voulu  en  faire  une  inflammation  aiguë 
idiopathique  des  ganglions  cervicaux,  indépendante  de  la  fièvre 
glandulaire. 

Il  nous  semble  que  ces  distinctions  n'ont  pas  de  raison  d'être 
et  qu'on  peut  avec  raison  faire  une  affection  unique  de  ces 
divers  cas. 

Si  l'on  s'en  rapporte  à  la  description  des  cas  observés,  on  voit, 
en  effet,  que  l'affection  semble  frapper  presque  exclusivement  les 
enfants  et  surtout  les  enfants  en  bas  âge  ;  c'est  exceptionnelle- 
ment que  les  adolescents  ou  les  adultes  en  sont  atteints  ;  encore 
pouvons-nous  nous  demander  s'il  n'y  pas  chez  les  adultes  une 
affection  qui  doive  faire  le  pendant  delà  fièvre  ganglionnaire  des 
enfants. 

Chez  tous  les  enfants  atteints,  le  point  de  départ  semble  avoir 
été  le  naso «pharynx  ou  plus  spécialement  les  amygdales;  et,  dans 
les  cas  assez  rares  où  ce  point  de  départ  n'a  pas  été  nettement 
décelé,  il  est  permis  de  se  demander  si  l'amygdalite  superfi- 
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d'elle  n  a  pas  exislé  effectivement,  mais  pendant  un  temps  trop 
court  pour  être  constatée  par  le  médecin.  Au  reste,  nous  rappel- 
lerons, comme  le  D'Gourichon,  que  les  recherches  de  Schlenker 
et  de  Dobroklonsky  ont  montré  que  Tagent  infectieux  de  la 
tuberculose  pouvait  traverser  la  surface  saine  des  amygdales  sans 
y  laisser  de  traces  de  son  passage,  et  atteindre  ainsi  les  ganglions 
cervicaux  ;  il  est  certain  que  d'autres  agents  infectieux  peuvent 
agir  de  même  et  produire  ainsi  une  infection  à  distance  sans 
déterminer  de  lésions  apparentes  primitives. 

Du  reste  la  marche  progressive  de  Taffeclion  montre  bien 
qu'il  s'agit  simplement  de  différences  individuelles  et  non  de 
différences  essentielles  :  chez  les  uns,  Tinfertion  se  limite  stric- 
tement aux  ganglions  sous-maxillaires  ;  chez  d'autres,  elle 
s'étend  aux  ganglions  de  la  nuque,  puis  aux  aisselles  et  enfin 
aux  aines  et  aux  ganglions  viscéraux. 

La  durée  de  la  fièvre  dans  ces  cas  semble  être  en  rapport 
avec  la  marche  de  l'infection  qui  se  propage  par  bonds  successifs 
et  rarement  envahit  tous  les  groupes  ganglionnair<*s  en  même 
temps.  La  plupart  du  temps,  la  fièvre,  assez  élevée  en  raison  de  la 
réaction  de  l'organisme  contre  l'agent  infectieux,  diminue  ou 
même  tombe  rapidement  quand  la  barrière  ganglionnaire  cervi- 
cale suffit  h  en  empêcher  la  diffusion  dans  les  autres  groupes. 

Et  cette  rapidité  de  la  terminaison  de  l'affection  dans  beaucoup 
de  cas  semble  être  la  cause  de  la  rareté  apparente  des  observa- 
tions de  fièvre  ganglionnaire  dans  la  littérature  médicale,  quand 
au  contraire  leur  fréquence  réelle  doit  être  considérable.  La 
plupart  du  temps,  en  effet,  les  parents  ne  s'inquiètent  pas 
du  léger  mouvement  fébrile  et  des  signes  peu  accusés  qui  accom- 
pagnent les  cas  minimes,  et  n'appellent  le  médecin  qu'en  présence 
des  cas  plus  sérieux  où  la  fièvre  se  prolonge  et  où  l'embarras 
gastrique  se  montre  ;  aussi  nous  parait-il  certain  qu'une  foule  de 
cas  de  minime  importance  échappent  à  l'attention,  à  moins  que 
la  coïncidence  d'une  épidémie  grave,  comme  le  fait  s'est  produit 
pour  nous,  n'éveille  les  craintes  des  parents  et  ne  les  amène  à 
surveiller  leurs  enfants  de  plus  près. 

Si  tapageuse  que  puisse  être  dans  certains  cas  l'éclosion  de 


la  fièvre  ganglionnaire,  il  ne  semble  pas  qu'elle  soit  ordinaire- 
ment bien  grave  et  qu'elle  entraîne  des  accidents  sérieux  vX  sur- 
tout mortels.  En  effet,  si  nous  relevons  les  cas  qui  ont  été 
publiés  par  les  divers  auteurs,  nous  trouvons,  sur  67  observations, 
15  cas  de  suppuration,  4  cas  d'albuminurie  et  2  cas  de  mort  :  or, 
dans  ces  deux  cas  de  mort,  il  est  vraisemblable  qu*un  élément 
particulier  est  venu  compliquer  la  maladie  primitive. 

Si  du  reste  nous  nous  en  rapportons  à  la  proportion  établie 
par  Hoerschelmann,  nous  trouvons  que,  sur  16  cas,  il  a  constaté 
10  formes  légères,  5  moyennes  et  1  grave.  Notre  proportion  de 
cas  sérieux  est  un  peu  plus  forte  puisque,  sur  les  13  cas  typiques 
de  fièvre  ganglionnaire,  nous  trouvons  1  cas  grave,  5  moyens 
et  7  légers.Quant  aux  2  autres  cas,  nous  hésitons  à  en  faire  de  vrais 
cas  de  fièvre  ganglionnaire  :  dans  l'observation  XIV,  il  y  a  ce  fait 
qui  ne  se  trouve  signalé  dans  aucune  des  observations  publiées 
jusqu'aujourd'hui,  de  ces  ulcérations  à  fond  jaune  sale,  décou- 
pées dans  les  amygdales,  et  dans  l'observation  XV,  le  fait  que 
cette  infection  ganglionnaire  s'est  produite  au  cours  de  la  con- 
valescence de  la  fièvre  typhoïde,  et  après  une  rechute  apparente, 
nous  force  à  être  très  prudent  dnns  l'interprétation  des  sym- 
ptômes. 

lin  point  qu'il  est  très  important  de  noter,  c'est  que  le  plus 
souvent  nous  avons  trouvé  des  lésions  bilatérales  des  ganglions, 
tandis  que  pour  Pfeiffer  et  Comby  Tunilaléralité  serait  la  règle; 
au  contraire,  Neumann,tout  en  reconnaissant  que  le  plus  souvent 
les  ganglions  d'un  seul  côté  sont  pris,  dit  en  avoir  parfois  trouvé 
des  deux  côtés.  Dans  les  cas  sérieux  et  graves,  comme  ceux  des 
observations  I,  V,  XII  et  XIII,  les  masses  ganglionnaires  étaient 
nettement  perceptibles  à  droite  et  à  gauche,  mais  cependant  un 
des  côtés -était  ordinairement  plus  développé  que  l'autre;  il  en 
était  de  même,  et  nous  nous  en  sommes  assuré  plusieurs  fois,  dans 
les  eas  rapportés  aux  numéros  XIV  et  XV.  Toutefois,  il  n'y  avait 
pas  symétrie  absolue  dans  la  répartition  des  masses  ganglion- 
naires, et  notamment  chez  Agnès  E...  (Obs.  XII)  la  masse  gan- 
glionnaire de  la  nuque  et  de  l'aine  était  plus  considérable  à  droite, 
tandis  que  le  ganglion  sous-maxillaire  et  les  ganglions  axillaires 
prédominaient  à  gauche. 
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Quelle  est  la  nature  de  la  fièvre  ganglionnaire?  Quelle  soit  de 
nature  infectieuse,  la  chose  ne  peut  faire  de  doute  :  la  marche 
de  la  maladie,  la  fièvre  élevée  et  Tagitation  qu*elle  provoque 
parfois,  l'abattement  considérable  qui  peut  la  suivre  et  sa  déter- 
mination spéciale  sur  les  ganglions  montrent  bien  qu*il  s*agit 
là  d*une  infoction  de  forganisme.  D*ailleurs  les  recherches  bac* 
tériologiques,  faites  par  plusieurs  auteurs  et  notamment  par 
Neumann,  ont  montré  que  Tagent  principal  était  le  streptocoque 
pyogène  de  Fûrbringer  dont  la  présence  presque  constante  dans 
la  bouche  de  lenfant  a  été  prouvée  par  Dornberger  {*);  dans 
certains  cas  cependant,  le  Staphylococcus  pyogenes  albus  était 
associé  au  streptocoque. 

Ces  données  bactériologiques  permettent  de  comprendre  la 
pathogénie  de  certains  cas  de  fièvre  ganglionnaire  qui  seraient 
inexplicables  sans  cette  i-onnaissanee.  Sans  doute  les  observa- 
fions  de  Pfeiffer,  d*Hoerschelmanny  de  Comby,  de  Kisel  tendent 
à  prouver  que  la  contagion,  surtout  lu  contagion  familiale,  est 
une  des  sources  de  la  maladie,  mais  il  nous  semble  que,  dans  bien 
des  cas,  il  faut  chercher  chez  Tenfant  lui-même  la  préexistence 
du  germe  morbide,  et  cette  réflexion  nous  amènerait  à  nier  que 
la  fièvre  ganglionnaire  soit  une  entité  morbide  bien  définie. 

Si  Ton  veut  se  reporter  à  nos  observations,  on  verra  en  effet 
que  Tune  de  nos  malades  (Obs.  I)  a  eu  lu  scarlatine  trois  mois 
avant  d'avoir  la  fièvre  gangliuniiaiie  ;  que  sa  jeune  sœur,  restée 
en  contact  avec  elle,  n*a  pas  été  contagionnée,  en  apparence  du 
moins,  mais  que,  moins  de  deux  mois  après,  elle  était  prise  à  son 
tour  de  scarlatine  dont  nous  n*avons  pu  découvrir  la  source  dans 
le  voisinage  ou  dans  la  parenté,  car  ce  cas  était  tout  aussi  isolé 
que  le  cas  de  fièvre  ganglionnaire  de  la  sœur  ainée.  Si  de  ctUe 
observation  nous  rapprochons  les  observations  Xll  et  XIII, 
nous  verrons  qu'Agnès  E...,  ayant  été  en  contact  possible  avec 
ses  cousines  qui  ont  la  scarlatine,  est  prise  d*abord  de  fièvre 
ganglionnaire  avec  manifestations  herpétiques  très  fugaces  vers 
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les  amygdales  et  ne  commence  la  scarlatine  que  sept  ou  huit  jours 
après;  sa  sœur  est  prise  de  ûévre  ganglionnaire  au  cours  des 
oreillons  et  fait  ensuite  la  varicelle. 

En  continuant  la  revue  de  ces  observations,  nous  trouvons 
dans  les  observations  XIV  et  XV  que,  chez  ces  adolescents,  le 
développement  ganglionnaire  s*est  fait  seulement  au  cours  d  au- 
tres maladies  infectieuses,  angine  gangreneuse  (?)  chez  Tune, 
fièvre  typhoïde  à  son  déclin  chez  Tautre. 

Or  il  est  généralement  admis  aujourd'hui  que  le  streptocoque 
est  Pagcnt,  sinon  de  la  scarlatine,  au  moins  de  toutes  les  com- 
plications de  cette  maladie;  il  provoque  aussi  la  plupart  des 
complications  suppuratives  des  maladies  infectieuses,  soit  qu*il 
soit  seul,  soit  qu*il  soit  associé  au  staphylocoque;  enfin  il  se  ren- 
contre fort  souvent  dans  les  angines  gangreneuses  et  pseudo- 
membraneuses, soit  comme  agent  principal,  soit  comme  concur- 
rent du  bacille  de  Lôfiler. 

Nous  insistons  d*autant  plus  sur  ce  point  que  Taccord  est  loin 
d*étre  fait  sur  la  nature  de  la  fièvre  ganglionnaire.  Si  Comby  en 
fait  une  maladie  infectieuse  bien  déterminée,  si  Muggia  en  fait 
une  maladie  infectieuse  de  cause  inconnue,  d'autres  auteurs  en 
font  des  modalités  particulières  de  maladies  définies.  Bronowski  (*) 
voit  dans  la  fièvre  ganglionnaire  une  modalité  particulière  de  la 
scarlatine  et  aflirme  Tidentité  de  leur  agent  infectieux.  Czaj- 
kowski(**)nie  cette  opinion  de  Bronowski  parce  qu'il  n*a  jamais 
vu  coïncider  la  fièvre  ganglionnaire  et  la  scarlatine  dans  la  même 
famille  ni  dans  la  même  saison;  au  contraire,  elle  serait  pour 
lui  une  forme  particulière  de  Tinfluenza  où  le  poison  microbien 
agirait  de  préférence  sur  le  système  lymphatique. 

Nous  avouons  que  nous  sommes  fort  disposé  è  accepter  les 
théories  de  Bronowski  et  de  Czajkowski  en  les  fusionnant  :  nos 
observations  semblent  bien  nous  donner  le  droit  d'arriver  à  cette 
conclusion  que  la  fièvre  ganglionnaire  n'est  pas  une  entité  mor- 
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bide,  mais  au  contraire  la  manirestation  lymphatique  d*une  inrec- 
tion  phar}'ngienne  par  des  germes  de  diverse  nature. 

Czajkowski  n*admetpas  la  parenté  de  la  fièvre  ganglionnaire  et 
de  la  scarlatine,  parce  qu'il  ne  les  a  pas  vues  coïncider  comme 
saison  et  comme  milieu  ;  or,  nous  avons  fait  voir  que  ces  deux 
maladies  peuvent  se  succéder  chez  le  même  individu  ou  chez 
des  individus  différents  à  intervalle  assez  bref  pour  que  la  per- 
sistance du  germe  scarlatineux  puisse  être  admise;  bien  plus, 
nous  les  avons  vues  évoluer  presque  en  même  temps  chez  le 
même  individu.  Aussi  Fidée  de  Bronowski  est-elle  très  acceptable 
et  mérite-t-elle  d*étre  étudiée. 

Quanta  la  théorie  de  Czajkowski,  faisant  de  la  fièvre  ganglion- 
naire une  variété  de  rinfluenza,elle  ne  peut  être  rejetée  a  priori. 
D'apr<\s  les  observations  qu'il  a  faites.ees  deux  maladies  peuvent 
éclater  en  même  temps  ;  or,  si  Ton  se  reporte  à  notre  seconde 
série  d*observations,  on  verra  que  les  dix  cas  (observations  |[ 
à  X[)  que  nous  y  rapportons  se  sont  produits  en  onze  jours  de 
temps,  au  moment  même  où  Tinfluenza  reprenait  la  forme  épi- 
déniique  è  Roubaix  et  au  seul  moment  de  cet  hiver  où  on  en  ait 
observé  des  cas  abondants.  De  plus,  si  Ton  analyse  de  près  cer- 
tains cas  (observations  IK,  V[,  V1I[,  IX  et  XI),  on  verra  que 
nous  y  avons  signalé  des  signes  stéthoscopiques  qui  ne  peuvent 
être  attribués, comme  dans  le  cas  de  Suzanne  H...,  h  la  compres- 
sion des  bronches  par  les  ganglions  médiastiniques,  mais  qui 
sont  comparables  à  ceux  qu*on  rencontre  dans  les  cas  d'influenza 
bénigne. 

Sans  doute  le  fait  de  ces  diverses  coïncidences  a  trop  peu  d*im- 
portance  pour  identifier  la  fièvre  ganglionnaire  et  Tinfluenzo,  mais 
il  nous  permet  de  nous  demander  si,  dans  certains  cas,  Finfec- 
tion  ganglionnaire  est  bien  idiopaihique  et  si  elle  n*est  pas  secon- 
daire au  développement  d*une  autre  infection  bénigne  quelle 
masque  par  son  importance. 

Enfin,  dans  un  de  nos  cas  (observation  V),  celui  de  Suzanne 
H...,  nous  serions  bien  porté  à  admettre  Texplicalion  de  la  fièvre 
ganglionnaire  que  donnent  Starck  et  Séjournet  :  pour  ces  deux 
auteurs,  la  fièvre  ganglionnaire  nVst  que  la  conséquence  d'une 
auto-intoxication  par  troubles  gastro- intestinaux. 
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«  Pourquoi  ces  toxines  non  éliminées^  non  détruiles,  comme 
>  elles  le  sont  chez  les  individus  sains,  n*iraient-elles  pas,  a  la 
»  façon  des  principes  infectieux  ou  viruleuis  de  certaines  mala- 
»  dies  (syphilis),  de  certaines  fièvres  (scarlatine,  rougeole, 
»  variole),  porter  Tinflammanon  dans  des  ganglions  éloignés  qui 
»    les  arrêtent  au  passage  (*)?  » 

Dans  notre  observation,  en  effet,  Tapparition  des  masses  gan- 
glionnaires a  coïncidé  avec  une  diarrhée  fétide  et  une  miction 
ammoniacale  très  prononcée  qui  montrent  bien  que  Torganisme 
entier  a  été  touché  ;  or,  si  nous  considérons  que  Tenfant,  bien 
portante  cependant,  a  toujours  été  chagrine  et  maigre  jusqu*à 
Tapparilion  de  la  maladie;  qu*au  contraire,  depuis  sa  guérison, 
elle  s'est  considérablement  développée  comme  poids  et  a  revêtu 
un  aspect  général  bien  meilleur  que  son  aspect  antérieur,  il 
nous  est  permis  de  nous  demander  si  Tallaitement  artificiel, 
même  bien  conduit,  n'avait  pas  été  nuisible  è  cette  enfant  en  la 
saturant  de  toxines,  et  si  le  double  accès  de  fièvre  ganglionnaire 
quVIle  a  présenté  n*a  pas  été  le  résultat  de  celte  saturation  et 
Toecasion  d*une  décharge  générale  de  l'organisme.  Cette 
décharge,  insuffisante  la  première  fois  malgré  la  diarrhée,  les 
urines  et  les  sueurs  abondantes,  se  serait  complétée  la  seconde 
fois  au  grand  avantage  de  l'enfant  qui  maintenant  se  porte  bien. 

En  résumé,  nous  croyons  que  la  fièvre  ganglionnaire  n'est  pas 
une  entité  morbide  bien  définie,  mais  qu'elle  doit  être  la  manifes- 
tation d'infections  microbiennes  diverses  dont  la  détermination  se 
fait  spécialement  sur  le  système  lymphatique. 

Quant  nu  traitement,  nous  serons  bref.  La  fièvre  ganglionnaire, 
en  raison  de  sa  bénignité  ordinaire,  ne  réclame  qu'un  traitement 
symptomatique  dans  la  plupart  des  cas  ;  la  quinine  et  le  calomel 
suffiront  habituellement  contre  la  fièvre  et  les  phénomènes  gas- 
triques. Quant  aux  divers  moyens  employés  contre  l'inflamma- 
tion ganglionnaire,  nous  croyons  qu'ils  sont  tous  inefficaces  et, 
si  nous  les  employons,  c'est  plutôt  par  habitude  :  seules,  les 

O  SÉJODRMET,  De  certaines  adénites  infantiles.  (tJiiiON  médicale  du  Nord-Est,  4891.) 
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applications  chaudes  fréquemment  renouvelées  sur  les  masses 
ganglionnaires  volumineuses  nous  ont  paru  aider  leur  résolution 
et  procurer  aux  malades  un  soulagement  réel. 

PourUint,  dans  quelcfues  cas  particulièrement  sérieux,  comme 
celui  de  l'observation  V,  nous  croyons  qu*un  traitement  plus 
actif  est  nécessaire.  Nous  avons  dans  ce  cas  employé  les  envelop- 
pements pour  combattre  les  effets  de  Thyperlhermie  qui  pou- 
vaient être  graves,  étant  donnée  l'hérédité  névropalhique  très 
accentuée  de  Tenfant  :  nous  croyons  que  les  enveloppements  et 
même  les  bains  chauds  devraient  dans  un  cas  semblable  être 
employés  systématiquement  dès  que  la  maladie  serait  bien 
confirmée.  Carlo  Ricci  a  en  effet  obtenu  de  bons  résultats 
en  faisant  donner  deux  fois  par  jour  des  bains  d*un  quart 
d*heure  à  37*  et  en  faisant  ensuite  rouler  fenfant  dans  une  cou- 
verture de  laine  pour  provoquer  une  sudation  abondante.  Cette 
balnéation  chaude,  «  en  favorisant  Télimination  des  principes 
•  toxiques,  en  excitant  le  système  nerveux  et  vasculaire,  en 
»  activant  les  échanges  interstitiels  »,  peut  avoir  une  action 
favorable  sur  les  phénomènes  généraux  et  sur  la  marche  de  Tin- 
fection  ganglionnaire. 

EnGn,  nous  croyons  que  si  Texistence  du  streptocoque  était 
démontrée,  on  pourrait,  dans  les  cas  graves  où  le  volume  des 
masses  ganglionnaires  est  une  cause  de  troubles  menaçants  de 
la  respiration  et  de  la  circulation,  et  dans  ceux  où  il  existe  une 
albuminurie  prononcée,  employer  légitimement  le  sérum  anti- 
streptococcique  de  Marmorek. 
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UN 


MÉDECIN  THÉOLOGIEN  INCONNU  (0 


PAR 


le  Dr  Alexandre  FAIDHERBB 

lauréat  de  rAcadémie  des  sciences,  de  U  Faculté  de  médecine  de  Paris 
et  de  la  Société  des  sciences  de  Lille, 
Membre  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
de  la  5k>ciété  d'Émulation  de  Roubaix  et  de  la  Société  d'Émulation  de  Cambrai. 


Il  semblerait  téméraire  d*annoncer  une  communication  sur  un 
médecin  théologien  devant  beaucoup  d*autres  sociétés  savantes, 
mais  nous  savons  qu*un  semblable  sujet  ne  sera  pas  déplacé 
devant  vous,  et  que  le  point  peu  connu  d*his(oire  médicale  belge 
que  nous  allons  traiter  ne  vous  paraîtra  point  ridicule.  La  science 
pour  vous  n'exclut  point  la  foi,  elle  la  complète  et  fétaie,  tandis 
qu*elle  en  est  elle-même  viviGée  et  illuminée. 

Vous  avez  ainsi  continué  la  longue  tradition  des  médecins 
belges  qui,  depuis  six  siècles,  ont  illustré  leur  patrie  et  rondu 
service  à  la  cause  du  vrai  progrès  en  apportant  patiemment 
Tappoint  de  leurs  efforts  à  la  création  de  TédiGce  médical ,  sans 
oublier  qu*il  est  une  science  plus  haute  encore  que  celle  de 
rhomme,  la  science  infinie  du  Créateur  de  Punivers.  Ai-je  besoin 
de  rappeler  ici  les  noms  justement  vénérés  des  Jean  de  Saint- 
Amand,  des  Robert  de  Douai,  dos  Despars,  des  Jérémie  de 
Drivère,  des  de  Boodt,  prêtres  et  médecins,  des  Vésale,  des  Van 
Helmont,  des  Corneille  de  Baersdorp,  des  Montanus  et  de  bien 
d'autres  encore  dont  l'énumération  serait  fastidieuse? 

D'autres  médecins,  non  contents  de  croire  à  une  vérité  supé- 


(*)  Communication  faite  à  la  Société  scientifique  de  Bruielles,  dans  la  session  d'oc- 
tobre ilSS^,  à  Tournai. 
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rieure,   n*ont   point   voulu   que   leurs   croyances    fussent  des 
croyances  stériles. 

•  La  foi  qai  n*agit  point,  est-ce  une  foi  sincère?  • 

Ils  ont  cherché  à  défendre  la  religion  et  à  en  étendre  Tin- 
fluenoe;  ils  ont  voulu  faire  pénétrer  leurs  convictions  dans  Tes- 
prit  de  leurs  contemporains  et  leur  inspirer  le  respect  des  dogmes 
divins.  Sans  doute  nous  ne  signerions  point  les  écrits  de 
tous,  et  cependant  les  ouvrages  de  théologie  protestante  qu*onl 
publiés  les  Baten  et  les  Martin  de  Cleene  ne  nous  offusquent 
pas  plus  que  les  écrits  catholiques  de  de  la  Rue,  d'Ingelbrecht, 
de  Benoit  de  Bacquere,  de  Michel  Boudewyns  qui  sont  connus 
depuis  longtemps. 

Un  autre  médecin  théologien  a  été  laissé  dans  Foubli,  et  c'est 
sur  lui  que  nous  voudrions  attirer  votre  attention.  Bien  que  deux 
exemplaires  de  son  travail  se  trouvent  à  la  bibliothèque  de  Tour- 
nai, aucun  bibliographe  n*a  encore  signalé  celte  production  mys- 
tiquç.  Elle  n  est  en  effet  indiquée  ni  dans  les  mémoires  de 
Paquoi,  ni  dans  le  dictionnaire  d*£loy  qui  ont  tous  deux  consacré 
une  notice  à  son  auteur  au  sujet  d*un  travail  médical;  Hahn, 
dans  le  dictionnaire  de  Dechambre,  n*a  guère  fait  que  copier  ces 
deux  auteurs,  et  Belval  lui-même  n*a  pas  rencontré  dans  ses 
consciencieuses  recherches  Touvrage  de  dévotion  écrit  par 
Perdu.  Le  docteur  Philippart  lui-même  n*en  fait  pas  mention 
dans  sa  notice  sur  les  médecins  de  Tournai  (*). 

Aussi,  proGtant  de  la  circonstance  favorable  que  nous  offrait 
la  réunion  tenue  è  Tournai  par  la  Société  scientiGque  de 
Bruxelles,  nous  avons  voulu  rendre  justice  à  Benoit  Perdu  dans 
la  ville  même  où  il  a  vécu,  travaillé...  et  prié. 


Benoit  Perdu  (BenedictusPerdutius)  naquit  à  Gravelines,  dans 
la  Flandre  maritime,  à  la  fin  de  Tannée  1615  ou  au  début  de 


i')  Cf.  Mémoirêê  de  la  Société  historique  et  littéraire  de  Tournai,  t.  \IX,  p.;â5. 
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Tannée  1616.  On  ne  sait  en  quelle  université  il  fil  ses  études,  et 
c*est  è  tort  que  M.  Habn  le  donne  comme  ayant  étudié  la  méde- 
cine au  collège  des  médecins  de  Tournai  (*),  car  cette  Société 
n*était  pas  un  centre  d*études.  Les  Collegia  Medica  des  divers(*8 
villes  belges,  comme  celui  de  Lille,  étaient  surtout  des  établis- 
sements de  surveillance  administrative,  destinés  à  empécber  les 
médecins,  les  chirurgiens  et  les  pharmaciens  d*enrreindre  les 
règlements  et  à  les  protéger  contre  la  concurrence  illégale  des 
charlatans  (**);  on  n'y  faisait  pas  ses  études,  mais  on  devait  s'y 
faire  agréger  pour  pouvoir  exercer  dans  la  ville  où  ils  étaient 
institués  ;  ils  jouaient,  mais  avec  des  attributions  plus  étendues 
et  un  droit  légal  de  correction,  le  rôle  que  tendent  à  jouer  à 
notre  époque  les  syndicats  médicaux. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Perdu,  après  avoir  fini  ses  études  de  méde- 
cine et  avoir  été  reçu  licencié,  vint  s'établir  à  Tournai  où  il  se 
fit  agréger  au  collège  des  médecins  le  26  novembre  1647;  il  ne 
fut  pas  un  des  moindres  membres  de  cette  réunion  qui  compta 
cependant  dans  son  sein  nombre  d'hommes  d'élite. 

Perdu  exerça  la  médecine  à  Tournai  jusqu'à  sa  mort,  qui  sur- 
vint le  5  juillet  1694  :  il  avait  ainsi  pratiqué  pendant  quarante- 
sept  ans  avec  distinction;  nous  en  trouvons  la  preuve  dans  sa 
nomination  comme  médecin  pensionnaire.  A  Tournai,  de  même 
que  dans  la  plupart  des  grandes  villes  de  la  région,  la  charge  de 
médecin  pensionnaire  n*était  accordée,  en  oiïel,  qu'à  des  méde- 
cins éprouvés,  exerçant  depuis  longtemps  déjà  dans  la  cité  et 
ayant  donné  des  preuves  manifestes  de  leurs  capacités  et  de 
leur  zèle.  Celte  récompense  se  faisait  du  reste  souvent  attendre 
pendant  de  longues  années  :  Benoit  Perdu,  par  exemple,  ne  reçut 
la  troisième  pension  que  le  20  mars  1675,  par  conséquent  à  l'ége 
de  60  ans  et  après  vingt-huit  ans  d'exercice. 

Perdu  se  maria  d'assez  bonne  heure,  semble-t-il,  puisque  son 
fils,  nommé  Philippe-François,  se  faisait  déjà  agréger  au  collège 


(')  Hahn,  Dictionnaire  encyclopédique  de  Uechambre.  Art.  Perdu. 
(••)  Voir  Broeckx, //iffo/r^  du  Coilegium  Medicum  BrHjrelien%e,  et  Hitioire  duColle- 
gtum  Medicum  Antverpiense. 
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des  médecins  de  Tournai  le  1^  lévrier  1663  :  aussi  avail*il  fait 
un  stage  suffisamment  long  pour  ohienir  le  litre  de  médecin 
pcnsionnaii*e  i  la  mort  de  son  père.  Il  en  jouit  du  reste  fort  peu« 
puisque,  nommé  le  15  juillet  169i«  il  mourut  i  Tournai  le 
Il  octobre  170S. 

La  famille  ne  semble  pas,  du  reste,  s'être  éteinte  avec  lui  et 
nous  nous  croyons  en  droit  de  rattacher  à  la  descendance  do 
notre  sujet  Benoit  Perdu  de  Lespinois,  juré  de  Tournai  en  1789, 
et  Charles-Philippe  Perdu  de  Lespinois,  qui  fut  successivement 
juré  et  administrateur  municipal  de  1790  i  1793. 


Il 


Benoit  Perdu  a  laissé  un  ouvrage  où  il  a  consigné  nombre 
d'observations  qu*il  a  reeueiUiesdans  le  cours  de  ses  vingt  pre- 
mières années  de  pratique,  et  où  il  parle  notamment  de  la  pesie 
qui  ravagea  Tournai  de  1646  à  1652. 

C'est  le  Statera  sahguinis,  sive  disceptatio  de  saphenae  sections 
in  febnbus,  tum  in  viris^  tum  in  praeynaniibus.  A*/  de  quibu9dam 
aliis  Casibus^  auclore  Benediclo  Pcrdutio,  medico  Tornacensi. 
Tornaci,  viduae  Adriana  QuinquCy  1668,  in-8*  de  86  pages,  y 
compris  le  Corollarium  de  pestis  modernae  {hodiet^nae)  remedio, 
qui  commence  à  la  page  79  (*). 

Le  but  de  Perdu,  en  écrivant  ceUe  brochure,  élnil  de  prouver 
qu'on  p(*ui  sans  inconvénient  ouvrir  la  veine  saphènc  chez  les 
hommes  et  chez  les  femmes,  même  enceintes,  et  il  élayail  sa 
thèse  sur  un  certain  nombre  de  cas  qu'il  rapportait  d'après  son 
expérience  personnelle.  Nous  ne  nous  étendrons  point,  du  reste, 
sur  ce  travail,  mais  nous  nous  contenterons  de  reproduire  une 
épigramme  que,  suivant  l'usage  des  siècles  anciens,  un  nmi  de 


(*)  Ce  Corollarium  de  pesiit  remédia  venait  d'autant  plus  en  son  temps  qu'en  1(Mi8 
éclauit  la  fameuse  peste  de  Tournai  k  laquelle  le  titre  fait  allusion. 
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Perdu  lui  avait  adressée  pour  la  faire  imprimer  en  tête  de  son 
opuscule  : 

Miror  quam  variuin  faciant  tua  iiomiDa  sensum  : 

Si  Perdu  lu  sis,  qui  Benedictus  eris. 
Verum  si  Perdu  tu  es,  tu  es  cognomine  tautum; 

Nomine,  reqae  simul,  tu  Benedictus  eris. 

Il  n'est  pas  rare,  en  effet,  de  trouver  en  (été  des  ouvrages 
médicaux  des  XVI*  et  XV 11*  siècles  nombre  de  poésies  de  ce 
genre,  composées  è  la  louange  des  auteurs  et  de  leurs  œuvres,  et 
souvent  plus  subtiles  que  spirituelles.  Dans  Tépigramme  à 
Brnoit.  Perdu,  le  fond  vaut  mieux  que  la  foi'me,  car  si  le  jeu  de 
mots  est  assez  bon,  les  vers  le  sont  beaucoup  moins. 


III 


Ccst  quelques  années  plus  tard  que  Perdu  fit  paraître  le 
petit  ouvrage  de  théologie  mystique  auquel  nous  faisions  allusion 
plus  haut  et  qui  rend  le  médecin  tournaisien  particulièrement 
intéressant. 

Commençons  par  donner  sur  Touvrage  quelques  renseigne- 
ments bibliographiques  ;  nous  parlerons  ensuite  du  fond  même 
de  ce  traité.  Perdu  a  intitulé  son  travail  : 

Le  Paranymphe  Eucharistique.  Traité  de  la  Communion 
Fréquente  et  de  celle  de  chaque  jour  ^divisé  en  quatre  parties.  Tiré 
de  divers  Autheurs  par  Benoit  Perdu,  Licentié  en  Médecine. 
A  Valentiennes,  de  Tlmprimerie  de  Jean  Boucher,  au  Nom 
de  Jésus,  1679.  Petit  in-4*  de  8  feuillets  liminaires  non  numé- 
rotés, de  255  pages  et  de  2  feuillets  terminaux  non  numérotés. 

Les  feuillets  liminaires  contiennent  : 

a)  Le  titre  ; 

6)  Une  invocation  au  Saint-Esprit  à  qui  Perdu  dit  :  «  Voiez 
un  petit  vermisseau  de  terre,  qui  dans  les  ténèbres  de  son  néant, 
tâche  d*élevcr  tant  soit  peu  ses  foibles  regards  vers  votre  lumière 
inaccessible,  pour  luy  offrir  un   bégayement  d'enfant  sur  un 
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sujet  si   relevé»  qu*il  surpasse  Téloquence    des   plus  éclairés 
Séraphins... 

»  ...Vous  pouvez  avec  justice  nous  punir  par  la  privation  d*un 
si  grand  bien,  comme  il  est  arrivé  aux  Peuples  d*Angleterre,  de 
Genève,  de  Hollande,  de  Zelande,  de  Danemarck,  etc..» 

c)  Un  avis  au  lecteur  où  Tauieur  explique  les  raisons  qui  Tont 
poussé  à  publier  cet  ouvrage.  Appelé  par  son  ministère  dans 
plusieurs  communautés  religieuses,  il  s*étonnait  d*y  rencontrer 
de  «  très-bonnes  et  très-saintes  Ames  »  qui  communiaient  rare- 
ment par  ordre  de  leur  confesseur,  sous  prétexte  cqu*il  y  falloit 
des  dispositions, que  Ton  a  que  rarement  »  .Trouvant  ces  sentiments 
peu  conformes  aux  desseins  de  Dieu,  Perdu  étudia  les  auteurs 
sacrés  et  en  tira  Touvrage  qu'il  se  risqua  à  présenter  au  public. 
Il  se  défend  du  reste  d*oser  exposer  ses  propres  idées,  tant  il 
est  pénétré  de  son  insiiflisance,  et  s'excuse  de  n*avoir  point  dans 
son  style  «la  politesse  du  temps,  ny  la  douceur  que  recherchent 
les  délicats  >• 

d)  Une  pièce  de  vers  résumant  le  but  de  Fouvrage  et  dont 
nous  nous  permettons  de  citer  une  strophe,  si  médiocre  qu*en 
soit  la  facture  : 

0  Divine  Kucharislie, 
Très  grand  miracle  des  CAenx  : 
0  divin  Arbre  de  vie, 
Don  de  Dieu  Irès-précieux  : 
Vous  estes  mon  espérance, 
Vous  estes  tout  mon  support; 
Muny  de  votre  assistance, 
le  ne  craindray  pas  la  mort. 


Bien  que  ces  vers  ne  portent  pas  de  signature,  nous  tendons  à 
croire  quils  sont  de  Perdu  lui-même  :  en  effet,  lorsque  les  poésies, 
imprimées  en  tète  des  ouvrages,  provenaient  d*un  ami  de  Tauteur, 
elles  portaient  au  moins  une  dédicace  à  celui-ci.  En  tout  cas,  si 
cette  poésie  donne  è  Perdu  le  droit  de  prendre  place  dans 
le  Parnasse  médical  flamand,  elle  ne  lui  vaudra  certainement 
point  la  couronne. 

e)  Un  avant-propos  où  Perdu  expose  le  but  de  son  livre  après 
XX.  H 
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avoir  défini  le  Saint  Sacrement  et  laSainteCommunion  :  il  prétend 
par  charité  pour  son  prochain  «liiy  découvrir  un  ihrésor  qu*il 
neconnoit  peut  estre  pas  assés  bien». 

f)  Une  approbation,  datée  de  Valenciennes,  le  23  septembre 
1678,  et  signée  par  le  dominicain  frère  Jean  Turu,  docteur  en 
théologie  et  censeur  des  livres. 

IV 

L'ouvrage  est  divisé  en  quatre  parties,  contenant  quarante- 
quatre  chapitres,  où  Benoit  Perdu  traite  respectivement  des 
causes  de  Tinstitution  et  des  effets  de  la  Sainte  Eucharistie;  de  U 
fréquente  communion  et  de  celle  de  chaque  jour;  de  la  commu- 
nion sacramentelle  et  de  la  spirituelle  ;  enfin  des  raisons  qui 
doivent  pousser  à  communier  fréquemment. 

Nous  ne  pouvons,  on  le  comprend,  analyser  louvrage  chapitre 
par  chapitre  :  ce  serait  un  travail  fastidieux,  et  il  nous  suffit 
d*apprécier  le  traité  dans  son  ensemble.  Toutefois,  pour  le  faire 
connaître  d*une  manière  assez  complète,  il  n*est  pas  inutile  de 
citer  les  titres  des  principaux  chapitres,  parce  que  cette  courte 
énuméralion  donnera  une  idée  exacte  du  plan  que  Tauteur  avait 
adopté  pour  traiter  son  sujet. 

PARTIE  PREMIÈRE. 

Chapitre  I*'.  —  L*amour  de  Dieu  envers  les  hommes  est  U 
cause  de  Tinstitution  du  Saint  Sacrement. 

Chapitre  III.  —  La  présence  de  Nostre  Seigneur  dans  TEucha- 
ristie  nous  est  maintenant  plus  utile,  que  la  présence  sensible  ne 
Testoit  aux  hommes  lorsqu'il  conversoit  sur  la  terre. 

Chapitre  VH.  —  Les  grands  biens  que  nous  acquerrons  par 
la  Communion  fréquente. 

PARTIE  SECONDE. 

Chapitre  IX.  —  II  ne  faut  pas  laisser  de  communier  souvent 
à  cause  de  nos  faiblesses  spirituelles  et  cheutes  fréquentes. 
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Chapitre  XI.  —  Le  progrès  en  la  vertu  se  fait  plus  facilement 
et  plus  manifestement  par  la  Communion  fréquente,  que  par  des 
pénitences  et  par  des  austérités. 

PARTIE  TROISIÈME. 

Chapitre  II.  —  La  Communion  réelle  surpasse  de  beaucoup 
la  Communion  spirituelle. 

Chapitre  VL  —  Les  séculiers  et  imparfaits  ont  plus  grande 
nécessité  de  communier  souvent  que  les  religieux. 

Chapitre  IX.  —  La  Sainte  Eucharistie  est  la  fonuiine  et  gar- 
dienne de  la  chasteté  et  continence. 

PARTIE  QUATRIÈME. 

Chapitre  111.  —  De  ceux  qui  ne  font  pas  de  profit  de  leurs 
Communions. 

Chapitre  VI.  —  Contre  ceux  qui  disent  qu*ils  sont  trop  adon- 
nés aux  vices,  qu'ils  n'ont  pas  la  dévotion,  que  Dieu  ne  les  y 
appelle  pas,  que  le  monde  en  parleroit. 

Chapitre  IX.  —  De  la  préparation  absolument  nécessaire. 

Benoit  Perdu  a,  comme  on  le  voit,  développé  méthodiquement 
son  sujet,  de  manière  à  arriver  tout  naturellement  à  ses  conclu- 
sions. Du  reste,  il  ne  fait  pas  seulement  preuve  d'un  talent  réel 
d'exposition;  son  ouvrage  est  encore  un  témoignage  durable  de 
son  érudition  et  prouve  suffisamment  que  notre  médecin  avait 
étudié  sérjeusement  la  question  et  ne  se  risquait  pas  à  écrire  à 
la  légère  sur  des  matières  si  délicates.  Nous  n'éniimérerons  point 
cependant  tous  les  écrivains  dont  s'est  inspiré  Perdu,  car  ce 
serait  encombrer  notre  travail  sans  grand  intérêt  pour  le  lec- 
teur. 


Perdu  a  largement  mis  à  contribution  les  Pères  de  l'Église  et 
les  théologiens  des  siècles  postérieurs^  et  pourtant  il  ne  faut 
point  croire  que  le  Paranymphe  eucharistique  soit  une  simple 
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compilation,  faite  à  coups  de  livres  et  n*ayant  d*au(re  valeur  que 
celle  des  citations.  Ce  serait,  en  effet,  une  étrange  erreur.  On 
sent  en  le  lisant  que  Perdu  était  bien  au  courant  de  la  question 
qu'il  traitait  et  que,  habitué  de  longue  date  à  méditer  les  vérités 
religieuses,  il  n'avait  point  dû  se  lancer  d*emblée  dans  Texamen 
d'un  problème  si  grave  et  si  digne  d'attention.  On  sent  que  notre 
auteur  était  d'avance  un  chrétien  sincère  et  instruit,  pour  qui  les 
spéculations  théologiques  n'étaient  pas  un  monde  nouveau. 

Peut-être  s'en  émerveillera-t-on  dans  notre  siècle  où  tant  de 
chrétiens  ne  le  sont  que  de  nom  et  prennent  si  peu  de  soin 
d'approfondir  les  grandes  leçons  de  la  religion?  Il  n'en  était 
point  ainsi  au  dix-septième  siècle,  à  cette  époque  magnifique  qui 
eut  certes  ses  défauts  et  ses  vices,  mais  qui  avait  aussi  de  si 
grandes  et  sublimes  qualités.  C'était  le  temps  où  les  hommes  les 
plus  éminents  croyaient,  mais  raisonnaient  leurs  croyances  et 
ne  rougissaient  pas  de  prendre  part  aux  discussions  reli- 
gieuses. 

Certes  ils  se  trompnient  parfois  (ceci  va  nous  ramener  à 
notre  sujet),  et  l'on  sait  quelle  fut  la  lamentable  erreur  de  Port- 
Royal,  entraîné  à  la  remorque  des  Janseniuset  des  Arnauld.  Le 
jansénisme,  produit  par  ime  réaction  violente  contre  des  doctrines 
trop  faciles  cl  entretenu  par  l'orgueil  des  savants  auteurs  qui 
l'acceptèrent,  était  cependant  une  preuve  de  la  vivacité  des 
croyances  religieuses  de  l'époque;  malheureusement  ses  fonda- 
teurs ne  surent  point  écouter  la  voix  du  Docteur  infaillible  et 
causèrent  ainsi  è  la  foi  catholique  un  mal  immense  dont  les 
ravages  plus  ou  moins  apparents  se  font  encore  s^itir  à  notre 
époque.  Moins  accessible  à  la  masse  que  le  protestantisme,  parce 
que,  bien  loin  de  faire  appel  aux  vils  instincts  de  la  bète,  le  jan- 
sénisme voulait,  au  contraire,  une  perfection  chimérique,  la 
doctrine  nouvelle  influa  beaucoup  sur  les  esprits  cultivés  :  peut- 
être  ne  serait-il  pas  difficile  de  déceler  la  part  qu'elle  eut  dans 
le  mouvement  encyclopédique  du  dix-huitième  siècle  et  dans  les 
lois  attentatoires  à  la  religion,  promulguées  au  début  de  la 
Révolution. 

La  Flandre  et  les  provinces  voisines,  plus  qu'aucun  autre  pays, 
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ont  souffert  des  résultats  de  cette  hérésie  dont  le  rigorisme 
absurde  eut  pour  effet  d'éloigner  bien  des  Gdèles  de  la  Sainte 
Table.  Des  prêtres  et  des  religieux,  inspirés  par  cet  esprit,  se 
pénétraient  d*un  respect  outré  pour  la  Sainte  Eucharistie  et  inter- 
disaient la  communion  fréquente  à  leurs  pénitents,  sous  prétexte 
qu'ils  ne  pouvaient  être  suffisamment  préparés  à  s'approcher  de 
la  table  sainte.  Ce  fut  un  vrai  désastre  pour  la  foi  et  c'est  contre 
ces  malheureuses  tendances  que  Benoit  Perdu  crut  devoir  écrire 
le  livre  dont  nous  parlons  ici. 

Il  analyse  avec  beaucoup  de  soin  les  causes  diverses  qui 
poussent  les  hommes  à  s'abstenir  de  la  réception  des  sacrements  : 
la  mollesse,  l'indifférence  et  la  lâcheté  des  uns,  la  complaisance 
des  autres  dans  leurs  vices  habituels,  les  scrupules  légitimes, 
mais  excessifs,  de  quelques-uns  et  la  crainte  de  n'être  pas  dans 
des  dispositions  suffisantes  pour  recevoir  dignement  la  sainte 
hostie.  11  réfute  toutes  ces  raisons  avec  talent.  11  prouve  que 
c'est  aux  faibles,  au  contraire,  de  rechercher  cet  élément  de  force 
dans  la  pratique  des  vertus  et  dans  le  bon  combat;  il  montre  que 
c'est  aux  défaillants  et  à  ceux  qui  sont  plus  exposés  aux  occasions 
de  tomber,  à  demander  fréquemment  par  la  communion  le 
secours  et  la  grâce  de  Dieu.  Aussi  les  laïques  doivent-ils  com- 
munier bien  plus  souvent  que  les  religieux,  qui  sont  moins  expo- 
sés aux  dangers  du  monde. 

Il  convient  toutefois  que  cette  réception  diiSaintSacrement  ne 
doit  pas  devenir  une  habitude  machinale,  mais  qu'elle  doit  être 
raisonnée  ;  celui  qui  veut  communier  souvent  doit  se  préparer 
soigneusement,  ou  plutôt  sa  vie  ne  doit  être,  par  sa  décence 
et  sa  discrétion,  qu'une  préparation  à  la  communion. 

Ces  idées  que  Perdu  expose  dans  son  livre  furent  du  reste 
confirmées  peu  après  par  un  décret  d'Innocent  XI,  daté  di^i 
13  février  1679,  par  lequel  le  Pape  «  approuve  et  loue  la  com- 
munion fréquente  et  quotidienne  moyennant  qu'elle  fut  faite 
avec  préparation  digne  >.  Perdu,  heureux  de  voir  sa  thèse 
étayée  par  une  autorité  si  éminente,  s'empressa  de  faire  impri- 
mer le  bref  en  question  à  la  fin  de  son  ouvrage. 

Le  Paranymphe  Eucharistique  eut  un  grand  succès  lorsqu'il 


parut  :  il  fut»  en  effet,  réimprimé  deux  fois,  entre  autres  à  Liège 
en  1685.  La  valeur  de  Perdu  était  même  tellement  établie  que  le 
libraire  Hovin  ne  crut  pas  nuire  à  ses  propres  intérêts  en  dédiant 
au  médecin  tournaisien  une  traduction  de  Touvrage  du  père 
Jean  Falconi»  religieux  espagnol  de  Tordre  de  la  Mercy,  intitulé  : 
«  Notre  pain  quotidien  qui  n*est  autre  que  le  très  saint  Sacre- 
ment de  l'autel...  » 

Je  ne  compte  pas  que  ma  communication,  bien  imparfaite 
d'ailleurs,  ait  le  succès  de  Touvrage  qui  Ta  inspirée,  mais  je  vous 
remercie  cependant  de  la  bienveillante  attention  que  vous  m*avez 
accordée  :  elle  m*a  permis  de  mettre  en  lumière  Texisience  d*un 
homme  qui,  dans  un  rang  modeste,  a  su  honorer  notre  profes- 
sion. 
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IDENTITE 

DES  PLANS  DE  RIEMANN 

ET 

DES  SPHÈRES  D'EUCLIDE 


PAR 

M.  G.  LBGHAIiAS, 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


Chacun  sait  que  la  trigonométrie  des  plans  de  Riemann  est 
identique  à  celle  des  sphères  d*Euclide  et  qu*il  y  a  de  même 
identité  entre  la  trigonométrie  des  plans  de  Lobatchefsky  et  celle 
des  pseudo-sphères,  surfaces  euclidiennes  étudiées  par  Beltrami. 
Il  n'en  a  pas  fallu  davantage  pour  que  certains  adversaires  des 
géométries  non  euclidiennes  aient  cru  pouvoir  plaisanter  leurs 
partisans,  en  prétendant  que  leur  découverte  se  réduisait  à  un 
changement  dans  les  noms  des  surfaces.  Les  géomètres  non 
euclidiens  n'ont  pas  manqué  de  protester  contre  cette  assertion 
et  de  soutenir  énergiquement  la  distinction  des  surfaces  que  Ton 
prétendait  confondre. 

Cependant  un  philosophe  aux  allures  indépendantes  et  aux 
intuitions  parfois  géniales,  M.  Delbœuf,  reprit  la  thèse  des 
euclidiens,  mais  en  en  transformant  complètement  la  portée  :  pour 
lui, plans  de  Riemann  et  plans  de  Lobatchefsky  ne  sont  bien  que 
des  sphères  euclidiennes,  mais  envisagées  dans  des  espaces  à  trois 
dimensions  différents  du  nôtre  et  dans  lesquels  elles  présentent 
des  propriétés  également  différentes  (*). 


(*)  Voir  Revue  philotophique  d'avril  i^i,  pp.  373  à  377  [L'Ancienne  et  les  nou- 
vellei  géométries). 
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Lldée  nous  parut  profonde  et  mériter  le  plus*  sérieux 
examen.  Pour  qu*on  puisse  admettre  Tidentité  de  deux  surfaces» 
une  première  condition  est  nécessaire,  à  savoir  Hdentité  de 
leurs  géométries  propres,  c*est-à-dire  abstraction  faite  de  tout 
espace  à  trois  dimensions  dans  lequel  elles  seraient  contenues. 
Or,  cette  condition  permet  d*écarter  immédiatement  Tidentitc  des 
pscudo-sphôres  et  des  plans  de  Lobaichefsky,  car  les  géodé- 
siques  des  premières  se  coupent  deux  à  deux  un  nombre  infini 
de  fois,  et  celles  des  derniers  une  seule  fois  ;  par  deux  points  d*une 
pseudo-sphère  il  passe  de  même  une  infinité  de  géodésiques, 
au  lieu  d*une  géodésique  unique;  et  enfin,  si  le  déplacement 
d*une  figure  s*opère,  en  un  sens,  sans  déformation  sur  une 
pseudo-sphère,  celle  propriété  n*est  pas  absolue,  car  le  déplace- 
ment peut  faire  naiire  ou  évanouir  certaines  intersections,  ou 
seulement  changer  les  points  où  elles  se  produisent  et  les  angles 
qu*elles  engendrent. 

On  peut,  il  est  vrai,  faire  évanouir  ces  différences  en  considé- 
rant une  pseudo-sphère  sur  laquelle  une  infinité  de  feuillets 
seraient  enroulés  et  en  faisant  abstraction  des  intersections  résul 
tant  de  la  superposition  des  divers  feuillets  :  c  est  ainsi  qifon 
peut  considérer  un  cylindre  de  révolution  comme  ayant  identi- 
quement la  géométrie  du  plan.  Mais  cet  artifice,  intéressant  assu- 
rément, ne  saurait  permettre  de  poser  Tidentilé  des  surfaces. 
Ajoutons  que  Tare  de  géodésique  qui  joint  deux  points  d*une 
pseudo-sphère  est  plus  long  que  la  droite  euclidienne,  alors  que 
celle-ci  est  plus  longue  elle-même  que  toute  droite  de  Lobat- 
chefsky  allant  également  de  Tun  de  ces  points  è  Tautre  ;  mais 
cette  considération  oblige  à  sortir  de  la  surface  étudiée. 

A  regard  des  sphères  euclidiennes  et  des  plans  de  Riemann, 
rien  de  tel  ne  peut  être  objecté  :  les  géométries  de  ces  deux 
classes  de  surfaces,  considérées  en  elles-mêmes,  exclusivement 
comme  des  espaces  à  deux  dimensions,  sont  absolument  iden- 
tiques. 

Ce  fait  ne  saurait  toutefois  constituer  une  preuve  de  Tidcntité 
de  ces  surfaces  elles-mêmes,  car  il  est  parfaitement  concilia ble 
avec  Tapparition  de  propriétés  différentes  dans  un  même  espace 
à  trois  dimensions:  ainsi  en  est-il  du   plan  et  des  cylindres 
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à  directrice  ouverte,  comme  les  cylindres  paraboliques,  dont  les 
géométries  à  deux  dimensions  ne  diffèrent  nullement.  Aussi 
n  avons-nous  été  convaincu  que  par  des  considérations  complé- 
mentaires présentées  par  M.  Delbœuf,  considérations  que  nous 
allons  reprendre  en  leur  donnant  un  développement  analytique, 
mais  qui  nous  parurent  immédiatement  démonstratives,  la  pos- 
sibilité de  ce  développement  étant  évidente  pour  nous. 

Port  de  cette  conviction,  nous  avons  exposé  à  notre  tour  la 
thèse  de  M.  Delbœnf, réduite  au  cas  des  plans  de  Riemann  et  des 
sphères  d*Ëuclide,  dans  notre  Étude  sur  l'espace  et  le  temps  (*). 
Le  cadre  de  cei  ouvrage  ne  comportait  d*ailleurs  pas  le  déve- 
loppement analytique  qui  aurait  pu  être  utile,  et,  en  tout  état  de 
cause,  nous  pensions  bien  que  cette  conception  soulèverait  des 
objections,  à  moins  qu  elle  ne  passât  inaperçue. 

Nous  sommes  reconnaissant  à  M.  Mansion  de  nous  avoir 
fourni  Toccasion  de  reprendre  cette  question  avec  plus  d'am- 
pleur, en  critiquant  notre  manière  de  voir  dans  un  compte 
rendu,  d'ailleurs  beaucoup  trop  bienveillant,  de  notre  ouvrage, 
qu'il  a  publié  dans  la  Revue  des  questions  scientifiques  {**), 

Disons  tout  de  suite  pour  quel  motif  la  raison  invoquée  à 
Tappui  de  cette  critique  ne  nous  parait  aucunement  convaincante. 

La  sphère  euclidienne,  dit  M.  Mansion,  a  un  centre  unique, 
ce  qui  n*est  pas  le  cas  pour  un  plan  riemannien.  Or,  la  propriété 
invoquée  est  évidemment  relative  à  Tespace  à  trois  dimensions 
dans  lequel  on  considère  la  sphère,  et  nous  aurons  simplement  à 
voir  si  elle  subsiste  lorsqu'on  envisage  cette  surface  dans  lespace 
h  trois  dimensions  ayant  mêmes  géodésiques  qu'elle  ;  dans  cet 
espace,  nous  devrons  exactement  retrouver  les  propriétés  des 
plans  de  Riemann  (***)• 

Au  risque  d*étre  un  peu  long,  mais  afin  de  préparer  le  terrain 
et  de  faciliter  Tinterprétation  géométrique  du  développement 


D  Page  34. 

(**)  JanTier  i896,  pp.  â(}6  et  saiv.  ;  Toir  spécialement  p.  969. 

(***)  Nous  deTODs  dire  que,  dans  le  tirage  à  part  de  son  compte  rendu,  M.  Mansion  a 
supprimé  l'argument  tout  en  maintenant  la  critique. 
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analytique  que  nous  allons  présenter,  nous  réduirons  d*abord 
d*une  unité  le  nombre  des  variables,  parce  qu*ainsi  nous  ne  sor- 
tirons pas  de  la  géométrie  euclidienne  la  plus  élémentaire. 

Dans  un  espace  à  trois  dimensions  euclidien,  c'est-à-dire  ayant 
la  droite  euclidienne  pour  géodcsique,  soit  la  sphère  ; 

a:«  -^  y'  -+-  z*  —  R«, 

que  nous  coupons  par  le  plan  aeaO;  la  courbe  d'intersection  est 
le  cercle  y*  -+-  z>  =»  R'.  Si  maintenant  je  rends  ce  plan  mobile 
autour  de  Taxe  des  z,  en  lui  donnant  pour  équation  x^a  y  tang  a, 
la  courbe  d'intersection  restera  la  même,  quel  que  soit  a,  en 
raison  de  la  parfaite  symétrie  de  Téquation  de  la  sphère,  et  ainsi 
du  reste  qu'on  le  vérifierait  facilement  au  moyen  d'un  change- 
ment de  coordonnées  qui  ferait  du  plan  sécant  le  nouveau  plan 
des  yz  (*). 

Il  résulte  de  là  que,  lorsque  le  plan  sécant  tourne  autour  de 
Taxe  des  z,  le  grand  cercle  qu'il  détermine  constamment  sur  la 
sphère  engendre  celle-ci,  et  l'on  peut  ajouter  que,  lorsque  a  est 
égal  à  n,  chaque  moitié  du  grand  cercle  vient  en  coïncidence 
avec  la  position  primitive  de  l'autre  moitié  (**)  :  il  y  a  eu  retour- 
nement du  cercle.  Ce  retournement,  d'ailleurs,  au  lieu  d'être 
considéré  comme  résultant  de  la  rotation  d'un  plan  autour  de 
l'axe  des  z  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  peut  être  regardé 
comme  opéré  par  une  rotation  sur  la  sphère  elle-même  autour 
des  points  où  cet  axe  perce  cette  surface, 

a:  «=»  0,    y  «=»  0,    z  =  ±  R. 
On  peut  donc  dire  que  le  cercle  est  une  ligne  reiournable 


('}  Les  formules  de  transformation  seraient 

Xssx'  C08  a  -t-  î/'  Sin  Jk, 

y  ^  —  x'  sin  x  •+•  y'  cos  «, 
(**)  Ceci  résuite  immédiatement  de  la  symétrie  de  l'équation  du  cercle. 


—  171  —  5 

auioiir  de  deux  de  ses  points,  sur  les  sphères  dont  il  est  grand 
cercle. 

Remarquons  d*ailleurs  que,  pendant  la  rotation,  les  points 
situés  sur  le  plan  des  xy  ont  décrit  le  grand  cercle  x'  -4-y'  ^  R* 
et  sont,  durant  tout  le  mouvement,  restés  à  une  dislance 
constante  iicR  des  deux  points  autour  desquels  s*est  effectuée 
la  rotation  :  un  grand  cercle  a  donc  deux  centres  sur  la  sphère, 
auxquels  répondent  deux  rayons  égaux.  Tout  point,  à  une  dis- 
tance |3R  d*un  des  centres  de  rotation,  décrit  également  un  cer- 
cle ayant  aussi  deux  centres,mais  auxquels  répoudent  des  rayons 
inégaux,  ^R  et  (n  —  P)R,  ayant  ttR  pour  somme.  La  parfaite 
symétrie  de  Téquation  de  la  sphère  montre  la  généralité  de  ces 
propriétés. 

Nous  allons  prendre  maintenant  une  variable  de  plus,  et  nous 
demandons  qu  on  veuille  bien  nous  suivre,  sans  préoccupation 
sur  le  point  d*arrivée  et  les  conclusions  à  tirer  de  ce  que  nous 
établirons,  mais  en  contrôlant  simplement  Pexactitude  de  la 
géométrie  que  nous  développerons  (*). 

Dans  un  espace  euclidien  à  quatre  dimensions,  c*cst-à-dire 
ayant  la  droite  euclidienne  pour  géodésique,  Téquation 

x«  -*.  y*  -♦-  z*  -♦-  V*  «-  R', 

représente  un  espace  à  trois  dimensions  que  nous  appellerons 
sphérique.  Dans  cet  espace  d'ailleurs,  une  équation  du  premier 
degré  représente  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions,  et  celui 
qui  a  pour  équation  x  «=■  0  coupe  Tespace  sphérique  suivant  la 
sphère 

qu*on  peut  appeler  grande  sphèrCf  car  tout  autre  espace,  tel  que 
X  =a  a,  déterminerait  une  sphère  de  plus  petit  rayon  : 

y'  -♦-  «'  -^  i;'  =  R*  —  a\ 


(*)  Le  principe  delexpozié  qui  suit  nous  a  été  indiqué  par  notre  ami,  M.  Calinon. 
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Rendons  mobile  Fespace  x  =  0  autour  du  plan  des  vz^  en 
changeant  son  équation  en  :  x=sy  tanga;  la  sphère  d^intersec- 
tion  restera  la  même  en  raison  de  la  parfaite  symétrie  de  l'équa- 
tion de  Tespace  sphérique  et  ainsi  du  reste  qu*on  le  vérifierait 
facilement  au  moyen  d*un  changement  de  coordonnées  qui  ferait 
de  Tespacc  sécant  celui  des  nouveaux  axes  des  y,  des  z  et  des 
V  (*).  Il  résulte  de  là  que,  lorsque  Tespace  sécant  tourne  autour 
du  plan  des  zv^  la  grande  sphère  qu'il  détermine  dans  l'espace 
sphérique  engendre  celui-ci,  et  Ton  peut  ajouter  que,  lorsque  a 
est  égal  è  tc,  chaque  moitié  de  la  sphère  vient  en  coïncidence 
avec  la  position  primitive  de  l'autre  moitié  :  il  y  a  eu  retourne- 
ment de  la  sphère.  Ce  retournement,  d  ailleurs,  au  lieu  d'être 
considéré  comme  résultant  de  la  rotation  d'un  espace  euclidien 
à  trois  dimensions  dans  un  espace  également  euclidien  à  quatre 
dimensions,  peut  être  regardé  comme  opéré  dans  Tespace  sphé- 
rique à  trois  dimensions  lui-même,  autour  du  grand  cercle  sui- 
vant lequel  le  plan  des  zv  coupe  cet  espace  sphérique  : 

x  —  0,    y  =  0,    z-  -♦-  r«  «  R». 

On  peut  donc  dire  que  la  sphère  est  une  surface  retournable 
autour  de  ses  grands  cercles,  dans  les  espaces  sphériques  à  trois 
dimensions  dont  elle  est  grande  sphère. 

Pendant  cette  rotation  autour  d*un  des  grands  cercles,  chaque 
point  de  la  sphère  reste  à  des  distances  constantes  de  chacun 
des  points  de  ce  grand  cercle;  si  donc  nous  considérons  un  des 
points  de  celui-ci  et  le  grand  cercle  dont  il  est  le  centre  (ou  le 
pôle),  tous  les  points  de  la  surface  engendrée  par  ce  grand  cer- 
cle seront  également  distants  de  lui  et  formeront  une  sphère  dont 
il  sera  un  centre,  mais  qui  en  aura  un  second,  à  savoir  le  second 
centre  du  grand  cercle  générateur.  Les  deux  rayons  de  cette 
grande  sphère  seront  tous  deux  égaux  à  i  tc  R.  Si  au  lieu  d'un 
grand  cercle,  nous  prenons  un  petit  cercle,  il  engendrera  une 
petite  sphère  ayant  deux  rayons  |3R  et  (n  —  /3)R. 


(*)  Les  s  et  les  v  ne  changent  pas,  et  les  formules  de  transformation  des  x  et  des  y  sont 
celles  que  nous  avons  vues  précédemment. 


—  173  —  7 

Les  propriétés  dont  jouissent  ainsi  les  sphères  euclidiennes 
dans  les  espaces  sphériques  à  trois  dimensions  sont  exactement 
celles  des  plans  ou  des  sphères  de  Riemann,  suivant  que  Ion 
considère  une  grande  sphère  ou  une  petite  sphère  dans  Pespace 
sphérique.  Il  est  bien  évident  d*ailleursque,les  formules  rieman- 
niennes  à  deux  dimensions  étant  identiquement  celles  de  la  géo- 
métrie sphérique  euclidienne,  leur  généralisation  par  l'introduc- 
tion d*une  troisième  variable  doit  forcément  conduire  aux 
formules  des  espaces  sphériques  à  trois  dimensions. 

Si  Ton  peut  qualifier  <  euclidienne  »  une  sphère,  pour  expri- 
mer qu'elle  peut  être  située  dans  un  espace  euclidien  à  trois 
dimensions,  nous  pouvons  qualifier  de  même  nos  espaces  sphé- 
riques, puisque  nous  les  avons  précisément  déterminés  au  sein 
d'un  espace  euclidien  à  quatre  dimensions.  Ces  qualifications 
n'empêchent  pas  qu'on  puisse  dire  très  justement  que,  dans  un 
espace  sphérique  à  deux  ou  à  trois  dimensions, tout  est  sphérique; 
mais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  ces  espaces  contiennent  cer- 
taines figures,  les  cercles  et  les  sphères,  qui  leur  sont  communes 
avec  les  espaces  euclidiens  à  deux  et  à  trois  dimensions.  Seule- 
ment, les  propriétés  de  ces  figures  communes  diffèrent  profon- 
dément quand,  sortant  d'elles-mêmes,  on  les  envisage  dans  un 
espace  euclidien  ou  dans  un  espace  sphérique.  Sur  l'espace  eucli- 
dien à  deux  dimensions,  le  cercle  n'est  ni  géodésique  ni  retour- 
nable  et  n'a  qu'un  centre;  sur  un  espace  sphérique  à  deux 
dimensions,  il  a  deux  centres  pt  peut  être  géodésique  et  retour- 
nable.  De  même,  dans  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions, 
la  sphère  n'est  pas  retournable  et  a  un  centre  unique;  dans  un 
espace  sphérique  à  trois  dimensions,  la  sphère  a  deux  centres,  et 
elle  y  est  retournable  lorsqu'elle  a  même  géodésique  que  lui. 
Or^  dans  Cun  et  l'autre  cas,  cercles  et  sphères  sont  fnen  identiques, 
puisque  nous  les  avons  obtenus  en  coupant  les  espaces  sphériques 
à  deux  et  trois  dimensions  par  des  espaces  euclidiens  à  deux  et 
trois  dimensions  :  c'est  la  superposition  sous  sa  forme  la  plus 
immédiate. 

La  conclusion  de  tout  cela  est  simple  :  les  plans  et  sphères  de 
Riemann  sont  des  sphères  identiques  à  celles  d'Euclide,  et  ses 
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espaces  è  trois  dimensions  sont  des  espaces  sphériques  suscep- 
tibles d*entrer  dans  un  espace  euclidien  à  quatre  dimensions. 

M.  Mansion,  dans  les  lettres  qu*il  a  bien  voulu  nous  écrire, 
parle  des  espaces  sphériques  à  trois  dimensions  euclidien,  rie- 
manniens  et  lobatchefskiens  ;  mais  il  ne  saurait  les  distinguer 
les  uns  des  autres  plus  qu*il  ne  le  fait  pour  les  sphères  :  tout  ce 
qui  est  possible,  c*est  de  placer  ces  espaces  sphériques  dans  des 
espaces  à  quatre  dimensions  euclidien,  riemanniens  et  lobat- 
chefskiens, ce  qui  fera  sans  doute  apparaître  des  propriétés  dis- 
tinctes, mais  propriétés  relatives  à  ces  divers  espaces  à  quatre 
dimensions  et  n*établissant  aucune  distinction  entre  les  espaces 
sphériqties. 

Si,  dans  un  de  ces  derniers  espaces,  on  prend  cinq  points  quel- 
conques, leurs  dix  distances  vérifient  la  relation  riemannienne, 
du  moment  qu*on  les  a  mesurées  dans  cet  espace,  c'est-à-dire 
suivant  les  ares  de  grand  cercle  qui  en  sont  les  géodésiques; 
mais,  si  on  les  mesure  suivant  des  droites  euclidiennes,  lesquelles 
ne  peuvent  entrer  dans  cet  espace  sphérique,  ces  distances  véri- 
fient naturellement  la  relation  euclidienne  de  Lagrange,  puis- 
qu'on s*est  ainsi  placé  dans  Tespace  euclidien  déterminé  par  ces 
cinq  points. 

Nous  croyons  avoir  bien  marqué  en  quel  sens  nous  admet- 
tons cette  proposition  que  «  tout  est  euclidien  dans  un  espace 
euclidien,  riemannien  dans  un  espace  riemannien  »,  comme  nous 
Ta  écrit  H.  Mansion.  Il  semble  que,  pour  lui,  cette  proposition 
ait  un  sens  beaucoup  plus  absolu  et  signifie  qu'aucune  figure 
euclidienne  ne  peut  entrer  dans  un  espace  riemannien,  et  réci- 
proquement. De  là  résulterait  d'abord  l'impossibilité  de  comparer 
les  distances  de  deux  points  dans  un  espace  riemannien  et  un 
espace  euclidien,  puisque,  en  l'absence  d'une  unité  commune, 
ne  pouvant  être  fournie  que  par  une  ligne  entrant  dans  les  deux 
espaces,  l'application  des  formules  correspondantes  ne  saurait 
fournir  des  résultats  comparables.  Logiquement  d'ailleurs,  cette 
interprétation,  erronée  selon  nous,  devrait  être  poussée  beau- 
coup plus  loin,  la  même  impossibilité,  comme  nous  l'a  fait 
remarquer  M.  Mansion  lui-même  à  la  suite  de  la  communica- 
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lion  de  la  remarque  précédente»  devant  être  étendue  aux  ligures 
de  deux  espaces  riemanniens  (ou  lobatchcfskiens)  de  paramétres 
différenis  (*). 

De  la»  nous  pensons  qu'on  devrait  conclure  Timpossibilité  de 
distinguer  deux  espaces  riemanniens,  comme  deux  espaces 
lobatchefskiens,  Tun  de  Tautre,  car  deux  espaces  de  même 
nature  ne  différent  que  par  les  valeurs  données  à  un  paramètre, 
et,  ce  paramétre  étant  une  longueur  (ou  le  carré  d*une  longueur 
suivant  les  formules  adoptées),  on  ne  peut  le  déterminer  que  par 
une  mesure  dans  Tespace  correspondant  :  si  aucune  communica- 
tion n'existe  d'un  espace  à  Taulre,  aucune  comparaison  n*est 
possible  entre  les  paramétres.  On  ne  saurait  plus  dès  lors  que 
prendre  le  paramètre  pour  unité,  ainsi  que  l'a  fait  Lobat- 
chefsky. 

M.  Mansion  a  trouvé  une  réponse  ingénieuse,  mais  non 
démonstrative  selon  nous,  à  ces  réflexions.  Si,  dit-il,  on  mesure 
sur  une  sphère  euclidienne  (**)  les  côtés  d*un  triangle  rec- 
tangle isocèle,  avec  un  arc  de  grand  cercle  quelconque  pris  pour 
unité,  et  si  Ton  trouve  45,  45  et  60  pour  mesures  des  trois 
côtés,  le  paramètre  ou  rayon  de  la  sphère  doit  vérifier  la  relation 


ces 
d  où  Ton  tire  : 


(7)  ^^^(7)  =^^«(7) 


480 


Si  ensuite  un  autre  observateur,  mesurant  le  même  triangle, 
trouve  45,  45,  59,  le  paramètre  y  sera  donné  par  la  relation 


cos 


/45\        /45\  /59\ 


(*)  L'espace  euclidien  éunt  la  limite  commune  des  espaces  riemamûens  et  lobatchefs- 
kiens  dont  les  paramètres  croissent  indéfiniment,  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  poser 
l'exclusion  de  tonte  figure  commune  entre  lui  et  les  espaces  de  ces  deux  classes,  si  l'on 
admettait  la  communauté  de  figures  entre  les  divers  espaces  d'une  même  classe  malgré  la 
différence  de  leon  paramètres. 

(")  On  sait  que,  pour  nous,  les  sphères  de  tous  les  espaces  sont  identiques  quand  elleg 
ont  même  courbure. 
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et  sa  valeur  sera  plus  petite  que  x  :  de  là  Fidée  de  paramètres 
différents;  mais  nous  pouvons  être  assurés  que,  cette  idée  ne 
pouvant  avoir  de  base  rationnelle  dans  Thypothèse  faite,  une 
hypothèse  contraire  s^esl  glissée  subrepticement  dans  le  raison- 
nement. Or,  on  nous  parle  de  rayon,  ce  qui  suppose  toule  une 
théorie  de  la  sphère  dans  un  espace  à  trois  dimensions  où  les 
rayons  sont  comparables;  à  supposer  même  qu*on  ne  parlât  que 
de  paramètres  dont  on  cherche  la  valeur,  Tinterprétation  en 
serait  tout  autre  si  Ion  s*en  tenait  a  la  notion  de  sphères  entre 
lesquelles  toute  comparaison  de  longueurs  serait  impossible. 

A  s*en  tenir,  en  effet,  à  la  sphère  sur  laquelle  ils  se  trouvent, 
la  recherche  expérimentale  de  nos  deux  observateurs  se  réduit  à 
ceci  :  trouver  le  rapport  qui  existe  entre  Tare  pris  pour  unité  et 
la  longueur  x  figurant  dans  les  formules.  S'ils  obtiennent  deux 
valeurs  différentes,  c'est  que  Tun  an  moins  s*est  trompé  ;  mais, 
dit^on,  cela  leur  fait  concevoir  que,  sur  une  autre  surface,  x 
pourrait  avoir  une  autre  valeur.  Or,  pour  que  x  y  eût  une  autre 
valeur,  il  faudrait  que  Ton  pût  comparer  les  longueurs  de 
cette  autre  surface  à  noire  unité,  et  c'est  précisément  ce  que 
Ton  s'est  interdit.  Cette  unité  n'a  de  sens  que  sur  la  surface  où 
elle  est  prise  :  c'est  une  certaine  fraction  de  la  géodésique  totale 
et  ce  n'est  que  cela;  sur  toute  autre  sphère,  il  en  sera  de  même. 
La  véritable  conclusion  à  tirer  par  l'observateur  maladroit  et  ne 
croyant  pas  l'être  serait  qu'il  n'est  pas  sur  une  sphère,  car  il  ne 
saurait  concevoir  d'autres  sphères  où  son  unité  de  mesure  serait 
contenue  dans  la  géodésique  totale  un  plus  ou  moins  grand 
nombre  de  fois. 

En  terminant  cette  discussion,  nous  dirons  quelques  mots 
d'une  suite  naturelle  au  désaccord  sur  les  espaces  de  Riemann. 
Dans  ceux  de  Lobatchefsky  entrent  des  sphères  de  toute  cour- 
bure, notamment  des  sphères  de  courbure  nulle,  qu'on  appelle 
horisphères  et  dont  la  géométrie  est  exactement  celle  du  plan 
euclidien,  à  l'exception  des  propriétés  qui,  supposant  la  retour- 
nabilité,  sont  relatives  à  l'espace  à  trois  dimensions  dans  lequel 
on  envisage  ces  surfaces.  Pour  nous,  sphères  et  horisphères  sont 
des  sphères  et  des  plans  d'Euclide  transportés  dans  un  espace  à 
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trois  dimensions.  On  établirait  d'ailleurs  cette  proposition  par  le 
procédé  employé  ci-dessus  pour  les  plans  de  Riemann.  Toutefois^ 
comme  certaines  figures  des  espaces  de  Lobatehefskyy  notam- 
ment leurs  géodésiquesy  ne  peuvent  entrer  dans  un  espace 
euclidien,  quel  que  soit  le  nombre  de  ses  dimensions,  c*est  dans 
un  espace  de  Lobatchefsky  à  (piatre  dimensions  qu'il  faudrait 
placer  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions,  de  même  que, 
tout  à  riicure,  nous  placions  un  espace  sphérique  à  trois  dimen- 
sions dans  un  espace  euclidien  à  quatre  dimensions. 

On  pourrait  à  ceci  faire  une  objection  :  vous  prenez  un  espace 
de  Lobatchefsky  à  quatre  dimensions,  et  vous  y  introduisez, 
dites-vous,  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions  où  rhorisphère 
est  retournable;  en  réalité,  vous  n'introduisez  qu*un  espace  iso- 
métrique de  l'espace  euclidien.  L'objection  est  irréfutable,  en  ce 
sens  que  nous  ne  pouvons  distinguer  un  espace  euclidien  d'un 
autre  espace  ayant  même  géométrie;  cela  est  si  vrai  qu*on 
n  arrive  jamais  qu'à  faire  des  géométries  générales,  convenant  à 
tous  les  espaces  isométriques.  Ce  qu'on  démontre  donc,  c'est 
l'identité  deux  à  deux  des  sphères  et  des  plans  de  tous  les  espaces 
qui  vérifient  la  géométrie  euclidienne  avec  les  sphères  et  les 
horisphères  de  tous  les  espaces  vérifiant  la  géométrie  de  Lobat- 
chefsky. Il  serait  aisé  de  montrer  que,  de  même,  nous  n*avons 
d'abord  prouvé  que  l'identité  deux  à  deux  des  surfaces  sphé- 
riques  des  espaces  vérifiant  la  géométrie  d'Euclide  avec  les 
sphères  et  les  plans  de  même  courbure  des  espaces  vérifiant  la 
géométrie  de  Riemann. 


XX.  1:2 
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SUR 

L4  NON-lDENTlTÊ  M  PLAN  RIËM4NN1EIIÎ 

ET 

DE    LA   SPHÈRE  EUCLIDIENNE 

PAR 

P.    ^blAM'SIOM', 

Professeur  à  l'Université  de  Gftnd. 


Bien  que  nous  trouvions  irréprochables  les  calculs  de 
M.  Lechalas,  dans  sa  note  intitulée  :  Identité  des  plans  de  Rie- 
mann  et  des  sphères  d'Euclidey  nous  ne  pouvons  admettre  la 
conclusion  Cnale  que  Tauteur  en  tire.  Pour  faire  comprendre  la 
raison  de  notre  dissentiment,  nous  devons  remonter  aux  prin- 
cipes mêmes  de  la  géométrie  générale. 

La  droite  euclidienne  est,  par  définition,  telle  qu'elle  vérifie  à 
la  fois  les  postulats  5  et  6  d'Euelide,  savoir  :  «  (5).  Deux  droites 
d'un  plan  se  rencontrent  si  elles  font  d*un  même  côté  avec  une 
transversale  des  angles  intérieurs  dont  la  somme  est  inférieure 
à  deux  droits.  (6).  Deux  droites  ne  peuvent  enclore  un  espace.  » 
Dans  un  triangle  rectangle  euclidien,  on  a  entre  les  nombres 
a,  6,  c  qui  mesurent  Thypoténuse  et  les  côtés,  la  relation  fonda- 
mentale 

a*  — 6« -*.(;• (E) 

L'espace  euclidien  est  caractérisé  par  une  relation  de  Lagrange, 
qui  se  déduit  de  (E)  et  que  nous  appellerons  (£'),  entre  les  dix 
distances  mutuelles  de  cinq  quelconques  de  ses  points.  On  peut 
définir  analytiquement  de  même  un  espace  euclidien  à  quatre 
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dimensions^  pur  une  relation  (E")  entre  les  quinze  distances 
mutuelles  de  six  quelconques  de  ces  points. 

La  droite  lobatchefskienne  est,  par  définition,  celle  qui  ne 
vérifie  que  le  postulat  6  d*Euclide.  Dans  un  triangle  rectangle 
lobatcherskien,  on  a  une  relation  de  la  forme 

où  /  esc  un  paramètre  numérique  dont  rien,  en  géométrie  théo- 
rique» ne  détermine  la  valeur.  Un  espace  lobatchefskien  à  trois 
(ou  quatre)  dimensions  est  caractérise  par  une  relation  qui  se 
déduit  de  (L)  et  que  nous  appellerons  (L')  [ou  (L'')],  entre  les  dix 
(ou  les  quinze)  distances  mutuelles  de  cinq  (ou  six)  quelconques 
de  ses  points. 

La  droite  riemannienne  est,  par  définition,  celle  qui  ne  vérifie 
que  le  postulat  5  d*Euclide.  Dans  un  triangle  rectangle  rieman- 
nien,  on  a  une  relation  de  la  forme 


ces 


(--)-cos(^)cos(i) (R) 


où  r  (comme  /  dans  le  cas  précédent)  est  un  paramètre  numérique 
dont  rien,  en  géométrie  théorique,  ne  détermine  la  valeur.  Un 
espace  riemannien  à  trois  (ou  quatre)  dimensions  est  caractérisé 
par  une  relation  qui  se  déduit  de  (R)  et  que  nous  appellerons 

(R')  [ou  (R")]»  ^"^1*^  1^^  dix  (ou  l^s  quinze)  distances  mutuelles 
de  cinq  (ou  six)  quelconques  de  ses  points. 

Cela  posé,  considérons  dans  un  plan  euclidien,  lobatchefskien 
ou  riemannien,  deux  axes  rectangulaires.  Soient  a,  /3,  p  les  dis- 
lances d*un  point  du  plan  à  ces  axes  et  à  leur  point  de  rencontre. 
L*équation  d*un  cercle  sera 

dans  les  trois  systèmes  de  géométrie,  pourvu  que  Ion  suppose 
en  géométrie  euclidienne; 
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Sh   - 


}]■  '—(?)•  "— (r) 


en  géométrie  lobalchesfkienne  ; 

x  =  sin(^).     y-sin(-j,     R  =  sin(^J 

en  géométrie  ricmannienne. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  Kc=  1,  on  obtient  comme  cercle-limite 
la  droite  ricmannienne.  La  droite  ricmannienne  jouit  de  la 
propriété  d'avoir  deux  centres;  la  distance  de  Tun  quel- 
conque de  ses  points  à  Tun  de  ces  centres  (rorigine  des  coor- 
données) est  la  même  que  la  distance  de  ce  point  à  Tautre 
centre  (point  opposé  à  Porigine). 

Considérons,  dans  un  espace  euclidien,  lobatchefskien  ou  rie- 
mannien,  trois  plans  rectangulaires.  Soient  a,  (3,  y,  p  les  distances 
d*un  des  points  de  cet  espace  à  ces  plans  et  à  leur  point  d*inter- 
section.  L  équation  d'une  sphère  sera 

pourvu  que  Ton  suppose 

en  géométrie  euclidienne; 

x-=Sh(^).     y  =  Sh(e).     .  =  Sh(r).     R»Sh(î). 
en  géométrie  lobatchefskienne  ; 

x«8in(^).     y  =  8in(^),     z-sin(^).     R=siii(î)» 


en  géométrie  ricmannienne. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  R  =  1,  on  obtient,  comme  sphère- 
limite»  le  plan  riemannien.  Le  plan  riemannien  jouit  de  la  pro- 
priété d'avoir  deux  centres.  La  distance  de  Tun  quelconque  de 
ses  points  à  Tun  de  ces  centres  (Porigine  des  coordonnées)  est 
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la  même  que  la  distance  de  ce  point  à  l'autre  centre  (point 
opposé  à  Torigine). 

On  conçoit  de  même  ce  que  signifie,  en  analyse,  un  espace 
sphérique  à  trois  dimensions,  situé  dans  un  espace  à  quatre 
dimensions,  euclidien,  lobatchefskien  ou  riemannien,  et  déHni 
par  une  relation  de  la  forme 

a;*-».  y« -*.  2«  H- V*  =  R', 

^«  Vi  ^9 1;,  R  ayant  encore  une  signification  différente,  dans  les 
trois  cas,  que  nous  supprimons  pour  abréger.  Dans  le  cas  où 
Rb=3  1,  on  obtient,  comme  espace  sphérique  limite  riemannien, 
Tespace  riemannien  à  trois  dimensions,  lequel  a,  dans  Tespace 
riemannien  à  quatre  dimensions,  deux  centres  qui  sont  situés  à 
la  même  distance  d*un  point  quelconque  de  cet  espace. 

Les  propriétés  qui  constituent  la  géométrie  de  la  circonférence 
considérée  sur  la  sphère  de  même  rayon,  celle  de  la  sphère 
considérée  dans  Tespace  sphérique  de  même  rayon,  sont  les 
mêmes  que  celles  de  la  droite  dans  le  plan  riemannien,  du  plan 
riemannien  dans  Tespace  riemannien.  En  effet,  ces  propriétés  ne 
dépendent  pas  de  la  valeur  de  R  ;  elles  subsistent  donc  pour 
Res  1.  En  particulier,  un  cercle  de  rayon  R  sur  une  sphère  de 
rayon  R  a  deux  centres  équidistanis  sur  cette  sphère,  une  sphère 
de  rayon  R,  dans  un  espace  sphérique  de  rayon  R,  a  deux  cen- 
tres équidistnnts  dans  cet  espace  sphérique,  les  distances  étant 
comptées  sur  des  circonférences  de  rayon  R.  A  cause  de  cela, 
M.  Lechalas  dit  que  le  plan  riemannien  est  identique  à  une 
sphère  d'Euclide  (ou  de  Lobatchefsky). 

Nous  ne  pouvons  admettre  celte  proposition  de  M.  Lechalas, 
à  moins  qu  elle  ne  se  réduise  à  une  tautologie. 

En  effet,  la  définition  d'une  circonférence,  d*une  sphère,  d'un 
espace  sphérique  d'Euclide  ou  de  Lobatchefsky  implique  la  con- 
sidération du  centre  de  cette  circonférence,  de  celle  sphère  ou 
de  cet  espace  sphérique,  la  distance  de  ce  centre  aux  points  de 
(*es  diverses  figures  étant  comptée  suivant  des  droites  eucli- 
diennes ou  lobalchefskiennes,  tandis  que  les  distances,  dans 
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la  géométrie  propre  de  ces  figures,  sont  comptées  suivant  des 
circonférences.  Or,  la  droite  riemannienne,  le  plan  riemannien, 
l'espace  riemannien  ont  deux  centres,  symétriques  par  rapport  à 
ces  figures  :  les  distances  de  ces  centres  aux  points  de  ces  figures 
sont  comptées  sur  des  droites  riemanniennes,  comme  les  dis- 
tances considérées  dans  la  géométrie  propre  de  ces  figures. 

Ces  propriétés  sont  diiïérenies  de  celles  des  figures  correspon- 
dantes d'Ëuclide  ou  de  Lobalchefsky,  si  on  les  considère  avec  leur 
centre,  et  alors  la  proposition  de  M.  Lechalas  nous  semble  inexacte. 

Si,  au  contraire,  on  considère  ces  figures  sans  leur  centre,  elle 
revient  à  cette  identité  :  La  géométrie  du  plan  et  de  Tespace  de 
Riemann  est  la  même  que  celle  de  la  sphère  et  de  Tespace  sphé- 
rique  d*Euclide  ou  de  Lobatchcfsky,  pourvu  que,  dans  cette 
dernière  géométrie,  on  mesure  les  distances  sur  certaines  lignes 
tracées  sur  la  sphère  ou  dans  Pcspace  sphérique,  ces  lignes  ayant 
dans  cet  espace  les  mêmes  propriétés  que  les  droites  de  Rie- 
mann. En  réalité,  dans  ce  cas,  aucune  propriété  justifiant  rem- 
ploi des  mots  d'Euclide  ou  de  Lobalchefsky  n'intervient  dans  la 
définition  de  la  sphère  ou  de  l'espace  sphérique  considéré;  au 
contraire,  par  définition,  cette  sphère  et  cet  espace  sphérique  sont 
le  plan  et  Tespacc  de  Riemann  (*). 

En  résumé,  le  plan  riemannien  peut  être  considéré  comme 
identique  à  la  sphère  euclidienne,  si  Ion  n'étudie  que  les  pro- 
priétés intrinsèques  de  ces  surfaces;  mais  par  le  fait  qu'on  les 
qualifie  d'euclidienne  et  de  riemannienne,  on  leur  attribue  des 
propriétés  extrinsèques  qtii  les  diiïérencient. 


(*}  On  peut  concevoir  des  espaces  de  Riemann  et  de  Lobatchefsky  de  divers  paramèires 
de  la  manière  suivante  :  Si  l'on  connaît  b,  longueur  rap|)ortée  à  une  certaine  unité,  du 
côté  d'un  triangle  rectangle  isoscèle  délenniné,  dont  on  ignore  s'il  est  euclidien,  rieman- 
nien ou  lobatchefskien,  on  pourra  supposer,  avant  toute  mesure,  que  la  longueur  a  de 
rhjpoténuse  a  n'importe  quelle  valeur,  égale,  inférieure  ou  sui>érieure  i  b  I^S.  Cela 
implique  la  possibilité  de  valeurs  en  nombre  infini  pour  r  et  /,  mais  non  la  possibilité 
de  comparer  des  longueurri  dans  deux  espaces  différents. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

OBJET  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE  DU  MÉMOIRE. 
RAPPEL  DE  QUELQUES  FORMULES  CONNUES  (*). 

1.  Première  définition  de  la  fonction  l^Çs).  —  La  fonction 
dont  nous  allons  nous  occuper  est  la  fonction  définie  par  les 
relations 

"I '<"-2,;?-''('-?)  ■ 

OÙ  la  somme  s*éiend  à  tous  les  nombres  entiers  naturels,  le 
produit  h  tous  les  nombres  premiers  successifs.  Ces  formules 
supposent  que  la  partie  réelle  de  s  que  nous  désignerons  par 


(*)  RlEMAMK,  Ueber  dieAnzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grosse.  WCRKB 
(Leipzig,  1866),  pp.  i36  et  suiv.  —  Hadamard,  Etude  sur  les  propriétés  des  (onctiont 
entières  et  en  partie ul ter  d'une  fonction  considérée  par  Hiemann,  Journal  de 
MATHÉMATIQUES,  1893. 
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S{(s)  est  supérieure  à  Tunité.  La  somme  et  le  produit  inOni 
sont  alors  absolument  et  uniformément  convergents  pour 
<!R  («)  >  1  +  e,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  et 
représentent,  par  conséquent,  une  fonction  uniforme  et  synec- 
tique  de  s  pour  <!R  («)  >  1. 

2.  Objet  de  la  première  partie  du  mémoire.  —  La  formule 

ç(,)  =  n(i-L)-' 

montre  déjà  que  la  fonction  ((«)  ne  peut  s*annuler  pour 
cR(«)^1»  car  le  produit  inHni  est  convergent  dans  cette 
hypothèse.  Mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  fonction  ne 
puisse  s'annuler  pour  une  valeur  de  la  forme 

s=:  \  -h  pi, 

dans  laquelle  ^(5)s=s1,  car,  pour  une  valeur  semblable,  la 
série 


2i  ^î-k-at' 


p*+fi* 

étendue  aux  nombres  premiers,  n*est  pas  absolument  conver- 
gente, et  il  devient  difficile  de  reconnaître  si  elle  a  une  valeur 
finie.  Dès  lors,  on  ne  peut  affirmer,  sans  démonstration  nouvelle, 
que  le  produit  infmi  ne  tend  pas  vers  zéro,  quand  on  fait  tendre 
s  vers  une  valeur  de  celte  forme.  A  notre  connaissance  même, 
cette  démonstration  n*a  pas  été  faite  jusqu'à  présent.  L*objet 
essentiel  de  cette  partie  du  mémoire  sera  de  la  fournir.  Nous 
établirons  donc  avec  une  entière  rigueur  que  la  fonction  ^  (s) 
n'a  pas  de  racines  de  la  forme  1  +  ^t,  et  nous  en  déduirons 
quelques  conséquences  asymptotiques  importantes  pour  la 
théorie  des  nombres  premiers. 

Auparavant,  nous  allons   rappeler  quelques   résultats   bien 
connus  aujourd'hui  et  qui  seront  indispensables  dans  la  suite. 
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3.  Expression  de  Ç(«)  pour  <SII(«)>0.  —  Les  formules  (1) 
ne  sont  valables  que  pour  eR(«)>l.  Il  convient  donc  d'en 
trouver  d'autres  eapables  de  fournir  le  prolongement  analytique 
de  la  fonction.  On  en  obtient  une  qui  peut  être  utile  {*)  par  le 
raisonnement  très  élémentaire  que  voici  : 

On  a  par  une  simple  intégration  par  parties,  portant  sur  dx  : 

/*      dx  i  r^      xdx 

(n  -♦-  x)' ~  (n^T)*  "*"  J      (n  -*-  x)'+» ' 

0  0 

La  substitution  de  cette  valeur  de  (n  + 1)"  dans  Texpression 
de  Ç(«)  pour  <^(«)>  1,  donne 

0  0 

Cette  expression  se  simpliiie,  parce  que  Ton  a 

^    /**      dx      __   /'*^-^__      ^     ' 
Si.y     (n  -♦-  x)'  ""./      F""«-i 

0  1 

et  il  vient  finalement 

i  ^    /'*      xdx 

^^  «  —  1  ^J        (fl-*-X)'+* 

s    ^      [\-s'''àJ     (n  +  xH' 

0 

La  série  du  second  membre  est  absolument  convergente, 
pourvu  que  Si  (s)  soit  plus  grand  que  zéro.  Le  second  membre 
de  réquation  (2)  nous  fournil  donc  une  définition  de  Ç(«)  appli- 
cable à  toute  la  portion  du  plan  située  à  droite  de  Taxe  imagi- 


(*)  J'ai  déjà  utilisé  cette  lormule  dans  un  mémoire  présenté  récemment  à  l'Académie 
royale  de  Belgique  :  Démonstration  simplifiée  du  théorème  de  IHrtchlet  tur  la  progres- 
sion arithmétique. 
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naire.  On  peut  en  déduire  immédiatement  plusieurs  conséquences 
importantes  : 

1**  La  fonction  ((«)  est  méromorplie  pour  <^  (s)  >  0  et  possède, 
dans  cette  région,  un  pôle  unique  et  simple  5  =  1  ; 

2*  Si  Ton  attribue  à  s  une  valeur  réelle,  positive,  intermédiaire 
entre  zéro  et  un,  le  second  membre  de  Téquation  (2)  sera  négatif 
et  2;  («)  ne  pourra  s^annuler  ; 

3^  Si  ((0  possède  des  racines  dont  la  partie  réelle  est  plus 
grande  que  zéro,  ces  racines  seront  nécessairement  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à  deux. 

4.  Relation  fonctionnelle  de  Riemann  (*)  et  Schlômilch, 
Définition  de  Ç  (s)  pour  S{  (s)  <  0.  —  La  fonction  $(«)  satisfait  à 
une  relation  fonctionnelle  qui  constitue  la  propriété  la  plus 
remarquable  de  celte  fonction  et  qui  est  la  suivante  : 

(3) ÇO— »)-,^-T7C0S-^r(»)Ç(s). 

(air)*         2 

Celte  relation,  comme  le  remarque  Kiemann,  peut  s*exprimer 
par  ce  fait  que  la  fonction 


(î)'"^w 


reste  invariable  par  le  cbangement  de  «  en  1  — s. 

La  formule  (3)  achève  de  définir  Ç(«)  comme  fonction  uni- 
forme de  s  dans  tout  le  plan,  car  elle  exprime  Ç  (s)  pour  S{  (s) 
négatif,  en  fonction  de  2^  (s)  pour  Si  (s)  positif,  qui  est  une  fonc- 
tion connue. 

La  formule  (3)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 


{*)  Veber  die  Anzahl  der  Priinzahlen  unter   einer   gegebenen   Grotte.    WCRKB 
(Leipzig,  1876),  pp.  136  et  suiv. 
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et  elle  renferme  des  conséquences  importantes  relatives  aux  zéros 
de  !;(5).  Le  second  membre  de  la  dernière  équation  devient 
infini  si  s  est  égal  à  zéro  ou  à  un  nombre  pair  négatif  —  Sni.  et 
il  ne  le  devient  que  dans  ce  cas.  Donc  si  Ton  suppose  S{(s)  <  0, 
Ç(1  — s)  ne  pouvant  s^annuler,  on  voit  que  ^(s)  n*aura  que  des 
racines  réelles  comprises  dans  la  formule 

s  =  —  2m. 

Nous  les  appellerons  les  racines  réelles  de  2; (s).  En  dehors  de 
celles-là,  toute  racine  de  Ç(«)  devra  être  aussi  une  racine  de 
^(1  — s).  Donc  Ç  (s)  ne  pourra  plus  avoir  que  des  racines  imagi- 
naires conjuguées  deux  à  deux  (n""  3,  3*)  et  dont  la  partie  réelle 
doit  être  comprise  entre  zéro  et  un  (limites  non  exclues  jusqu*à 
présent).  Nous  les  appellerons  les  racines  imaginaires  de  'C,  (s)  et 
nous  y  reviendrons  dans  un  instant. 

5.  Définition  de  la  fonction  {(0*  —  Riemann  ramène  la 
fonction  ((s)  à  une  fonction  plus  simple,  qu*il  désigne  par  {  (/). 
Celle-ci  est  holomorphe  dans  toute  retendue  du  plan  et  elle  est 
liée  à  Ç(«)  par  la  relation 

(4)    .     .     .     . 


j,„-'-^,(.)r(*-).-i. 


La  fonction  {(f)  peut  être  définie  directement,  pour  toute 
valeur  de  (,  par  la  formule 

Ç(0  =  ~  (*•  +  Jjy*     ^  {^W  *  ^-08  (i  log  x)  dx 

(5) 


'^(«)=2  * 

«al 


00 


La  formule  (4)  met  aussi  en  pleine  lumière  le  caractère  ana- 
lytique de  X»  (')  ^^  en  fait  connaître  les  principales  propriétés.  Elle 
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nous  montre  que  si  ^  (s)  a  des  racines  imaginaires,  elles  doivent 
correspondre  à  des  racines  de  {  (t).  Cette  formule  ramène  donc 
rétude  des  zéros  de  Ç(«)  à  celle  des  zéros  de  |  (1),  sur  lesquels 
nous  allons  porter  maintenant  notre  attention. 

6.  Existence  des  racines  de  (  (/)•  —  La  fonction  i  (t)  possède 
une  infinité  de  racines,  que  Ton  désigne  en  général  par  la  lettre  a 
et  dont  Texistence  a  été  mise  hors  de  doute  par  M.  Hadamard 
dans  un  mémoire  fondamental  (*). 

La  formule  (5)  montre  que  l{t)  est  une  fonction  paire  de  /; 
par  conséquent,  les  racines  a  de  i  (t)  seront  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires.  La  loi  de  croissance  des  modules  de  ces 
racines  est  d*une  extrême  importance.  Cette  loi  soupçonnée  par 
Riemann  a  été  rigoureusement  démontrée  par  M.  Hadamard  et 
peut  s*exprimer  comme  il  suit  : 

Supposons  que  Ton  range  les  racines  a  (deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires)  par  ordre  de  modules  croissants 

et  désignons  par  p,  le  module  de  a^,  p^  vérifiera  une  relation  de 
In  forme 

Jogp 

dans  laquelle  k  reste  compris  entre  deux  limites  positives  indé- 
pendantes de  p.  On  a,  en  particulier, 

k> 

e 

Nous  aurons  à  utiliser  ce  résultat,  mais  sous  une  forme  un  peu 
différente.  On  conclut  de  ce  qui  précède  que  la  série 

\        \  i 

—  -^  ^^  »f»  •  •  •  "4"  ^~*  "t*  •  •  •  • 

Mm  m  ' 

Pt  H  Pp 


{')  Étude  sur  les  propriétés  des  fonctions  entières  et  en  particulier  d'une  fonction 
considérée  par  Riemann,  Journal  de  mathématiuucs,  1893. 
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étendue  è  tous  les  modules  successifs  des  racines  a,  est  absolument 
convergente  pourvu  que  Ton  ait  m  >  1  (l'égalité  étant  exclue). 
Or  il  est  clair  que  ce  résultat  subsistera  sans  changement,  si  les 
quantités  p^  au  lieu  d*étre  les  modules  des  racines  de  l(t)  repré- 
sentent les  modules  des  racines  correspondantes  de  Ç  (s),  car,  ces 
jacines  étant  liées  par  la  relation 

leurs  modules  seront  des  quantités  du  même  ordre  de  grandeur. 

7.  Genre  de  la  fonction  i  (t).  Expressions  de  \  [t)  en  produit 
infini  et  de  log  Ç  (t)  en  série.  —  M.  Hadamard  déduit  des  résultats 
précédents  que  la  fonction  Ç  (/)  est  du  genre  zéro  en  t^^  c*est-à- 
dire  qu'elle  peut  se  développer  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
maires 

«(O-ç(O)n(i-^J, 

sans  aucun  facteur  exponentiel.  On  sait  d'ailleurs  que  ce  produit 
sera  uniformément  convergent  dans  toute  région  déterminée  du 
plan. 
On  tire  de  Téquation  précédente 

(6)    .    .    .     .  logÇ(0-logf(0)  +  2'««(^-y- 

Nous  avons  intérêt,  pour  simplifier  récriture,  à  exprimer  le 
second  membre  au  moyen  de  la  variable  s,  et  la  chose  est  facile. 
On  a,  en  effet, 

iog(i-;l)-iog(i^^)*iog(i-:^) 

=[logi(a— 0— log«i]  H-  [logt(—«—0— log  (—«»)], 
et,  par  la  substitution 
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cela  se  réduit  à 

log  (i  —  -J  —  log  ^-  —  «  -f-  ai J  ^  log  J-  —  s  —  «ij  —  iog  «' 


Substituons  ce  résultat  dans  la  formule  (6).  Nous  obtiendrons 
le  développement  suivant,  qui  sera  absolument  et  uniformément 
•onvergent  dans  toute  région  ne  contenant  pas  de  racines  : 


(7)       log  f  (0  -  C  4.  2 


log  /  i )  -*-  log  /l 


i 


8.  Expression  correspondante  de  D  log  (  (s).  —  Remarquons 
d*abord  que  la  formule  (7)  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus 
simple  et  beaucoup  plus  avantageuse  au  point  de  vue  qui  nous 
occupe.  Les  quantités/^  h-  ai^  (^  —  ai)  ne  sont  autre  chose 
que  les  racines  imaginaires  de  i^  (s).  Dans  toute  la  suite  du 
mémoire,  nous  conviendrons  de  représenter  ces  racines  tout 
simplement  par  la  lettre  p.  La  formule  (7)  peut  alors  s'écrire 

(8)    .    .    .    .      log  ?{()-€-♦- 2  log  (i^-). 

pourvu  que,  dans  cette  somme,  on  range  les  racines  p  dans  le 
même  ordre  que  les  racines  a  dans  Téquation  (7).  Pour  cela,  il 
suffit  de  les  ranger  par  ordre  de  modules  croissants,  de  manière 
à  introduire  simultanément  celles  qui  auraient  le  même  module. 
Revenons  maintenant  à  la  formule  (4)  qui  s*écrit  encore 


ç(0«^çwr(iH.i)^-«. 


On  en  tire 


logÇ(«)  =  ^log7r-Iogi^-logr(î  +  1j+loge(0, 
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ely  par  la  formule  (8), 


log  ç(«)  —  C  •♦-  - log  r  —  log 


2    "  c,     2 

(9) 


•     •    •     • 


-iogr(î-.-iJ-«-2iog(i--)- 


Diiïérentions  celte  équation,  ce  qui  se  fait  sans  diflieullé  à 
cause  de  Tuniformité  de  la  convergence.  Il  vient 

"»'  i|-|-«-.47-»"«r(i-')-2,4-,- 

Cest  la  formule  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel  dans  notre 
démonstration,  et  il  nous  était  indispensable  de  rappeler  comment 
elle  s'obtient.  La  somme  S  du  second  membre  s*étend  à  toutes 
les  racines  imaginaires  de  (  (s)  rangées  par  ordre  de  modules 
croissants,  et  il  s'agira  plus  tard  de  prouver  qu'aucune  de  ces 
racines  n'est  de  la  forme  1  •+-  |3i. 

9.  Racines  multiples  hypothétiques  de  Ç  («).  —  Rien  ne  per- 
met d'affirmer  jusqu'à  présent  que  la  fonction  Ç  (s)  n'a  pas  de 
racines  multiples.  S'il  y  avait  une  racine  p  multiple,  il  faudrait 
dans  la  somme  S  de  la  formule  (10)  répéter  le  terme  j^  un 
nombre  de  fois  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine. 

On  peut  toutefois  montrer,  dès  à  présent,  que  si,  par  impos- 
sible, une  racine  p  était  de  la  forme  1  +  Ç>i,  elle  ne  pourrait  pas 
être  multiple. 

La  formule  (1)  donne,  en  effet,  pour  <|R  (0  >  U 

^  P'  i  ^  p'  P(p    i) 

D  autre  part,  la  théorie  des  fonctions  nous  apprend  que  l'ordre 
de  multiplicité  7.  d'une  racine  p  est  égal  à  l'expression 

A  ==  lim  (s—'p)D  log  ç(«), 

— p 
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qui  se  réduit  par  la  décomposition  précédente,  pour  S{(s)  >  i,  h 


'i'[-<-')23 


Si  p  =:  1  +  /3t,  on  aura  donc 

Ip 


A  =  —  Jime5 


Nous  savons  aussi  que  le  point  «=«  1  est  un  pôle  simple  de 
^  («),  et  que,  par  conséquent, 

1  «=  —  lira  («  -  i )  D  log  Ç («)  =  lira  e  5  -j^. 

Or,  tous  les  termes  de  cette  dernière  somme  sont  les  modules 
des  termes  de  la  somme  qui  intervient  dans  la  valeur  de  h  Donc 
X  ne  peut  surpasser  cette  somme,  et  comme  celle-ci  est  égale  à 
Tunité,  «Bip  ne  peut  être  qu'un  zéro  simple. 


CHAPITRE  II. 


CALCUL  ET  PROPRIÉTÉS  DE  PLUSIEURS  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


afW 

\      /^       ds 
§  1.  —  Étude  de  l'intégrale  ^-.  /  y'  — 


a-H 


10.  L'intégrale  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  le 
paragraphe  actuel  est  bien  connue,  et  ses  propriétés,  quand  6 
tend  vers  Tinfini,  sont  une  source  féconde  de  transformations 
analytiques  dont  nous  allons  profiter.  Les  géomètres  qui  les  ont 
iitilisées  n*ont  pas  toujours  pris  les  précautions  nécessaires  pour 
ne  laisser  flotter  aucun  doute  sur  Texactitude  des  résultats  qu'ils 
ont  obtenus.  Ost  ainsi  que  Ton  rencontre  souvent  des  change- 
ments d'ordre  d'intégration,  et  des  intégrations  de  série  terme 
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par  terme»  même  entre  des  limites  infinies»  qui  ne  sont  pas  justi- 
fiées» et  dont  la  justification»  parfois  inabordable»  est  souvent  plus 
difficile  que  les  auteurs  ne  semblent  le  supposer  {*). 

Afin  de  prévenir  le  même  reproche»  nous  allons»  dans  ce 
paragraphe»  déterminer  les  limites  supérieures  de  l'intégrale  en 
question  dans  diiïérentes  hypothèses  qui  se  présenteront  plus 
tard.  Nous  commencerons  par  la  ramener  à  une  autre»  qui  est 
étroitement  liée  à  la  théorie  des  séries  de  Fourier  et  dont  les 
propriétés  sont  plus  faciles  à  dégager. 

11.  Théorêiie.  —  Désignonspar  s  une  variable  imaginaire, 
par  a»  b  6(  y  des  quantités  réelles^  enfin  par  k  une  quantité  réelle 
ou  imaginaire  mais  telle  que  l'on  ait 

<!R(a-*-&)>0; 

je  dis  qu'on  aura  la  relation 

a-W  —00 


Démonstration.  Posons  la  relation 

ds 

k 


On  en  tire»  en  différentiant» 


(*)  Je  Tise  toat  particolièremeiit  ici  Fou? rage  de  M.  P.  Bachmahn,  excellent  à  d'aatres 
points  de  Toe,  Die  anai^tisehe  Zahletuheorie,  Leipzig,  4894.  —  La  thèse  de  M.  Cahem 
Sur  la  fonction  Ç  [$)  de  Riemann  (Paris,  1804)  soalèTe  les  mêmes  critiques. 

XX.  13 
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Dans  riiypothése  faite  sur  a  -^  ik, /"(O) «s 0  ;  par  conséquent,  la 
relation  précédente  donnera  par  intégration 


-    V       ^     /*    u.*  .  *in  6/v  , 


Enfin,  en  changeant  la  variable  d*intégration  par  la  relation 
ly  B»  (,  il  vient 


>«e 


et  cette  équation  équivaut  à  Téquation  (I). 

12.  On  déduit  sans  peine  du  second  théorème  de  la  moyenne 
que  Ton  a 

i     r         sin  ht 
i*>  pour  y  >  1,       lim-  /  c<«^*>' rf(«=i; 

6>roo  Wj  l 

-00 

i    /•',    .,sin6r,       H 
2»  pour  y— 1,       lim-  /  «<"+*' à*=!^î 


-00 


pour  y  <  1 ,       lira  -  /  e<"-»^' rf/  -JO. 

6.00  nj  «i|| 


On  en  conclut  que  Ton  a  aussi 


pourly>l.  —Jy—-^  =  y-- 

a-ooi 

i    r     ds      \\ 

pour  y  «1,  -J  y'—-^^.y- ; 


a-ati 


poury<i,  _y  y_^-0. 


a— oe< 
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Cesi  là  un  résultat  {*)  bien  connu  et  qui  nous  sera  utile,  mais 
qui  s*obtient  plus  aisément  par  un  calcul  de  résidu.  Aussi  ce 
n*est  pas  pour  Télablir  que  nous  avons  fait  la  transformation 
exprimée  par  Téquation  (1).  CVst  bien  plutôt  afin  d*obtenir  des 
limites  supérieures  du  module  de  Tintégrale  quand  b  varie.  Ce 
sont  ces  limites  que  nous  allons  chercher  maintenant. 

13.  Théorème.  —  5t  a  h-  k  est  réel  et  positifs  on  peut  anigner 
au  second  membre  de  Céquaiion  (1  ),  savoir 

mod-y-*  /  c<-+*>' rfi, 

—  00 

une  limite  supérieure  indépendante  fie  k  et  de  b. 

Démonstration.  La  fonction  réelle  e^'"*'^^' est  constamment 

* 

croissante  avec  t  et  Ton  peut  appliquer  à  Tintégrale  le  second 
théorème  de  la  moyenne,  de  manière  à  faire  sortir  celte  exponen- 
tielle du  signe  dMntégration  (**).  On  aura  donc,  en  désignant  par  l 


n  On  voit  que  nous  considérons  ici  par  définiiion  ces  nouvelles  intégrales  comme 
étant  la  limite  des  intégrales  prises  entre  les  limites  a  —  bi^  a^^bi  quand  b  tend  vers 
l'infini.  Cette  convention  n'est  pas  nécessaire  pour  obtenir  les  résultats  indiqués  ici,  mais 
elle  l'est  pour  toute  la  suite  du  mémoire  et  elle  sera  toujours  observée. 

D  Ph.  Gilbert,  Cours  d'analyse  (4«  édition,  i892),  n«*  316.  Équation  (A).  Le  théorème 
est  celui-ci  :  Si  y  (jt)  est  constamment  croissant,  on  a 

/     f(œ)4f(X}(tx=f(b  —  0)/     i{œ)dx       (6>Ç>o). 

Ou  peut  aussi  se  servir  de  la  formule 

f  {x)4f(x)dx ^  f{b  —  0)  /      if(x)dX'¥-f{a'¥-0)  F      ^(x)dx. 


qui  donne  ici  le  même  résultat. 

Cette  formule  subsiste  pour  a  ou  6  infini.  Voir  sur  ce  point  :  C.  Jordan,  Cours 
d'analyse,  t.  Il,  n»  219  (S*  édition,  Paris,  iS94}. 
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un  nombre  inconnu  mais  inférieur  à  /y, 


*      *  r  ,    *.sin6/^        1        /•sinô/ 


1        /•smï  , 


et  on  en  conclut 


h 


niod  -  y-*  /  e'-^^^* di  <^-y^  I      Ai  <  y« 


—00  _  £ 


14.  THÉonÉME.  —  Si  a  -+-  k  =  a  -*-  Pi  e«/  une  quantité  complexe 
donnée,  et  y  tin6  quantité  réelle  inférieure  à  runité  et  qui  tend 
vers  zéro 9  on  peut  assigner  au  second  membre  de  l'équation  (1) 


Ê.  M     .    *».sin  bt  . 
mod  -  V"*  /   et*^*>' A 

— œ 


ir-f 


une  limite  supérieure  indépendante  de  b,  qui  tend  vers  zéro  avec  y 
et  qui  est  du  même  ordre  que  }*.  Ofi  suppose  dans  ce  théorème  que 
b  >  (3  fie  peut  pas  tendre  vers  (3  et  que  a  est  >  0. 
Démonstration.  Décomposons  Tintégrale  comme  il  suit  : 

(y  /y 

/•  ,  ^.,.sin6l  ,         /•                                sin6( 
eC+^K rf(  «  /  e«'(cos  pt  h-  t  sin  pt) dt 

—00  -OD 

/*e<-+*w  ?Î1[LÎ  d(  =  i  re^[sm (6  -♦-  p)l  -♦-  8in(6  -  p)£]  - 


—  09  -00 


-   /  c«'[cos(6  —  (5)1  —  cos(6  -♦-  p)t]  - 


—  00 


Puisque  y  est  <  1,  on  a  ^  <  0.  D*autre  part,  e^Vest  une  fonc- 
tion croissante  et  Ton  peut  appliquer  aux  deux  intégrales  réelles 
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du  second  membre  le  second  théorème  de  la  moyenne.  Désignons, 
à  cet  effet,  par  l  et  l'  des  quantités  négatives  inconnues,  on 
pourra  poser,  en  remarquant  que  e^^  =»  y% 


j'é^y»  ?î!iA'  d,  =,  ^  ^'^J'  |-si„(6  +  p)  <  +  ,i„(6  _  p)«]  1' 

n 


î»"  Ac»M6 -  P)«  —  cos(6  +  p)t]  -i, 


Les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  sont  respec- 
tivement moindres  que 

/•sini  , 


T 


La  différence  des  deux  suivantes  se  met  sous  la  forme 


/C08  (    ,  /'COS  (    , 


On  voit  ainsi  qu*elle  est  inférieure  à 
quantité  qui  décroit  quand  6>  P  augmente. 
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Notre  première  intégrale  vérifie  donc  une  relation  de  la  forme 


— OD 


dans  laquelle  A  reste  compris  entre  des  limites  finies  indépen- 
dantes de  6.  On  a  donc  aussi 

-  y-y  é'^^'-—dt  -.  [Ay-^*]y  -  My% 


OÙ  M  reste  compris  entre  des  limites  finies  indépendantes  de  6  et 
de  y,  et  c'est  le  résultat  que  nous  voulions  démontrer. 

16.  Théorème.  —  Soient  a  ef  y  deux  nombres  positifs  donnés 
supérieurs  à  Ttimté,  et  soit 

a  -♦-  /c  =a  a  db  pi 

un  nombre  complexe  variable^  dans  lequel  aet  ^  sont  des  nombres 
positifs  qui  peuvent  croître  indéfiniment  mais  où  ron  suppose 
que  a  ne  peut  pas  tendre  vers  zéro  ;  je  dis  qu^on  peut  assigner  au 
second  membre  de  l'équation  (1) 


h 

mod  ^—  I   c^-^*)* di 

-  «0 


Y  J....  ^ 


une  limite  supérieure  indépendante  de  b  et  de  a.  Cette  limite 
devra  dépendre  de  (3,  mais  ne  devra  pas  être  d^un  ordre  supé* 
rieur  à  \/^(ni  h  fortiori  à  l^mod  *). 

Mous  supposerons  dans  la  démonstration  (3  précédé  du  signe  -h, 
la  démonstration  étant  la  même  dans  les  deux  cas. 

On  peut  négliger,  dans  la  démonstration»  le  facteur 
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qui  conserve  toujours  une  valeur  finie,  et,  par  conséquent,  se 
borner  à  démontrer  le  théorème  pour  Tintégrale 

—  «0 

Pour  faire  cette  démonstration,  nous  décomposons  Tintégrale 
en  plusieurs  autres  vérifiant  séparément  les  conditions  de 
renoncé. 

Elle  se  décompose  d'abord  en  deux  autres 

/               sin  bt  .        ../•',.         sinôr  . 
e«'  cos  pt (U  H-  ty-*  /  ««'  sin  pt  dt. 


—  09 


La  première  reste  inférieure  à  une  limite  assignable  indépen- 
dante de  6  et  de  P,  car,  par  la  relation 

2  cos  pt  sin  bt  =3  sin  (6  -«-  |3)  (  h-  sin  (6  —  p)  t, 

elle  se  décompose  encore  en  deux  autres  à  chacune  desquelles  le 
théorème  du  n"  13  est  applicable. 

Il  ne  reste  donc  à  examiner  que  la  seconde  intégrale 

sin  bt 


^  r    .  .        sin  bt  , 
y-*  /  e"*  sin  pi dt. 


-00 


Choisissons  une  constante  c  assez  grande  pour  qu'on  ait 
et  décomposons  Fintégrale  en  trois  autres 


ji+e         *^T«        h 


y-«r  /"^     r -^    /^c"*  sin  pi  sin  6( - 


V^t     vj^ 


18 
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Je  dis  que  chacune  de  ces  trois  intégrales  vérifie  les  conditions 
de  renoncé  : 
Dans  les  deux  intégrales  extrêmes,  on  a  constamment 


1 

sin|3<sin6/- 


1 


<v/? 


Par  conséquent,  la  première  est  inférieure  à 


l/p 


-•0 


et  la  dernière  à 


l/p 


Dans  rintégrale  du  milieu,  on  a 


sin  hi  sin  pi 


< 


sinpt 


et,  par  Thypothèse  faite  sur  c, 


e«'<  evp+i<e«'»«y«; 


donc  cette  intégrale  est  inférieure  à 


•/H« 


ySTc 


p^  «  y   e^'dt  <  p  /"(/(  <  2l/p. 
i_  i 

Ces  trois  dernières  limites  sont  de  Tordre  de  Vpf  par  consé- 
quent le  théorème  est  démontré. 
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§  2.  —  Étude  de  l'intégrale —-.  /  f{8) , ^- 

'^  ^        Sri./  (s  —  y)  (s  —  V 


(«  — !/)(«  — l?) 


16.  Dans  Tétude  que  nous  allons  faire  de  cette  intégrale,  nous 
admettrons  toujours  que  Ton  a 

^(a  — 1/)>0,    J\(a  — 1?)>0. 

Cette  hypothèse  est  nécessaire,  pour  que  la  condition  analogue 
exprimée  dans  le  théorème  du  n*  1 1  soit  réalisée  dans  les  appli- 
cations que  nous  allons  avoir  à  faire  de  ce  théorème. 

17.  Premier  cas.  <p  («)  est  une  constante,  —  Posons  d*abord 

C  étant  une  consUinie.  On  aura  la  formule  de  décomposition 

C  C         i  C         i 

(s  —  u){S  —  V)         U  —  V  8  —  U         II V  S  —  17 

En  vue  des  applications  ultérieures,  nous  mettrons  cette  for- 
mule sous  la  forme 

f{8)  f{u)        i  f(l?)  1 


(8  —  U){S  —  v)         U  —  V8  —  tt         U — VS  —  V 


et  nous  aurons  ainsi  : 


J  («  —  m)  («  —  v)      u  -  vj    s  —  u      u  —  vj    s  —  c 

a-M  a-*«  «.M 


Cette  relation  se  transforme  par  Téquation  (1)  dans  la  sui 
vante  : 


M  —  202  — 


—    /  «(,) i! =  ^    '^  ~  /  e<«-"" df 


^nij    ^^ '(«  — ti)(«  — t?) 
12) 


'y 

f(t?)yM    /•  ,     ,  sin6l  , 

M  —  V  kJ  I 
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Si  Ton  fait  tendre  6  vers  rinfinî,  on  aura,  par  les  formules  du 
nM2: 

«•     poury>1,     —/  f(s) i- .«IlLil? Ilil.; 


«— QOt 


2'     pour  y  <  i,     —  /  ^^  ^ -«  0. 


18.  DEMwiMECks.  ff  (s)  eêt  une  fraction  simple. —  Posons  ensuite 


fW«      * 


s  -^  k 


et  supposons  qu^on  ait  toujours  la  relation  «IR  (a  +  A:)  >  0.  On 
aura  la  formule  de  décomposition  (on  suppose  ti  et  t;  différents 
de  A:) 

1  ABC 

(«  -♦-  /f)  (<r  —  u){s  —  v)      8  —  tt      <  —  V       s  -^  k 

les  coefficients  ayant  pour  valeur 


^  ^^"^,      B  ^  ^^^^ 


(mh- A)(t/  — v)       ti  —  V  (v-#-/:)(v  —  ti)       V  —  u 

i 


C 


(w  -♦-  Â:)(r-4-  A) 
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Diaprés  cela»  nous  pourrons  écrire  Téquation 

2frl. 


L  r  (,)  ^j(!^?__ = j^  J.  r  y'^^ 


1  i      r  y'ds 


(u  -f.  A:)(t?  -♦-  k)  ^ffij     »  -¥  h 

m-hi 


\      r  y'ds 


En  transformant  ces  intégrales  par  Téquation  (1  ),  il  viendra 

2iri. 


L.  rZ)  r^ 1^'  1  /i--  '^  dt 


a-»i  -OD 


(3)  -.iMlCi/-;. 


( 


—  09 


{ 
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Si  Ton  fait  tendre  6  vers  Tinfini,  on  trouvera  donc  par  les  rela- 
tions du  n* 1 1  : 


pour  y  > 


(ti-f-fc)(fj-t-fc) 


II  y  a  donc  maintenant  un  terme  de  plus  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

19.  Si  Ton  fait  en  particulier  ^«a —  1,  dans  la  formule  précé- 
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dente,  on  obtiendra,  pour  y>l, 


•-\-tCi 


(4)    .    . 


2ltl,/    < — 1  («  —  u){t  —  v)       u  —  v\_u  —  1       B^lJ 


(„_l)(v_i) 


20.  Combittaison  des  cas  précédente.  —  Supposons  maintenant 
que  ?  (s)  soit  la  somme  d'une  constante  et  d'un  nombre  Umité  de 
fractions  simples,  soit 

fW-c  +  2   * 


s  -^  k 


n 


Il  est  clair  que  Ton  obtiendra  par  Tapplication  répétée  des 
formules  de  Tun  des  deux  cas  précédents  à  chacun  des  termes 
de  cette  somme 


u  —  V  nj  I 


sin  bi  . 
dt 
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t9 

2  y*"  *    /*  /  .*  X  8În6£ 


Par  conséquent,  si  Ton  fait  tendre  6  vers  Tinfini,  il  viendra, 
pour  y  >  1, 


••«•OOI 

\^ij   ^^*'(«  — M)(«- 


f(w)!/•— fH»' 


^ifij  (s  —  m)  («  —  r)  u  —  V 

a-fle( 

-2 


Il  est  bien  entendu  que  dans  cette  formule  on  doit  supposer  u 
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et  t;  différents  de  k^  et,  en  outre, 

a(a  — ti)>0,    <!R(a  — v)>0,    cW.  (o  h- A- J  >  0. 

21.  Extension  au  cas  où  <p(«)  a  un  développement  illimité,  — 
Passons  maintenant  au  cas  où 

se  développe  en  une  somme  illimitée  de  fractions  simples.  On 
ne  peut  pas  généraliser,  sans  examen,  les  dernières  formules,  et 
il  faut  étudier  les  choses  d'un  peu  plus  près.  On  peut  cepen- 
dant énoncer  le  théorème  général  suivant  où  Ton  verra  Tutilité 
des  calculs  précédents  : 

Théorème.  —  Si  la  qiuintité,  variable  avec  n,  <(R  (a  +  kj  reste 
toujours  comprise  entre  deux  limites  positives  indépendantes  de  n 
{la  limite  zéro  étant  exclue)  ^  si,  d'autre  part,  la  série  à  termes 
positifs 


î  "'»-  & 


est  convergente;  enfin^  si  la  série 

\ 


•mi  s 


K 


est  uniformément  convergente  dans  toute  région  finie  du  plan  s 
qui  ne  renferme  pas  de  pôles  —  k^,  on  aura,  pour  y  >  1 , 


1  f  u)     y*^ 

''^iJ  {9-u)(s—v) 


2»te/  («— w)(« — v)  u  —  V 


2 


y"*' 


\(u-^k,)(V'^k„) 

On  suppose  que  u  et  y  ne  sont  pas  des  pôles  et  que  les  relations 
S{  (a  —  II)  >  0,  51  (a  — v)  >  0  sont  vérifiées. 
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Démonstration.  A  cause  de  runiformité  supposée  de  la  conver- 
gence, on  peut  intégrer  sans  difficulté  la  série  potir  ioule  vakur 
finie  de  b.  On  trouve  donc,  comme  dans  le  cas  précédent, 

'2niJ    ^^  '(«— ti)(«-r)       u  —  vwj  t 


l9 


U  —  V  ffj  t 


s\n  bt  . 
dl 


«0 


5 p i  A..^v?!îîifrf,. 


-00 


Je  dis  maintenant  que,  considérée  comme  fonction  de  6,  la 
série  du  second  membre  converge  uniformément  alors  même 
que  6  peut  croître  indéfiniment. 

Pour  le  montrer,  posons  a  +  Ar,»»»,  +  ^J.  La  partie  réelle  a. 
variera  entre  des  limites  finies  par  hypothèse  (la  limite  léro 
étant  exclue).  Par  conséquent,  on  peut  appliquer  le  théorème  du 
n""  15  :  la  quantité 


B.       a        .^tÊ,  X,  si"  bl    . 

mod  -  V**-  /   e<»+'"^ dt 

-00 


^'f' 


ne  pourra  pas  surpasser,  quand  6  et  k^  varient,  une  quantité  de 
la  forme 

MV/ft. 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  quantité  de  la  forme 

dans  laquelle  M  est  une  constante  donnée.  Notre  série  aura  donc 
tous  ses  termes  moindres  que  ceux  d'une  série  de  la  forme 

M  2     *^*- 


Sî  («  -*■  *«)  (»  -»-  *.) 
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qui  est  absolument  convergente  par  hypothèse  et  dont  les  termes 
ne  dépendent  pas  de  6.  Donc  sa  convergence  uniforme  est 
assurée. 

On  peut  donc  en  touie  rigueur  faire  tendre  6  vers  Tinfini  et 
passer  à  la  limite  dans  chaque  terme.  On  obtient  alors  la  relation 
énoncée  dans  le  ihéorëme  et  celui-ci  est  par  conséquent 
démontré. 

22.  Application.  —  Le  théorème  précédent  s'applique,  en 
particulier,  à  la  fonction 

dans  laquelle  la  sommation  s*étend  à  toutes  les  racines  imagi- 
naires de  la  fonction  2;(«)  rangées  par  ordre  de  modules  crois- 
sants (n*  8).  En  effet,  toutes  les  racines  p  ont  leur  partie  réelle 
comprise  entre  zéro  et  tin,  et  par  conséquent,  pourvu  que  Ton 
prenne  a>  1,  la  partie  réelle  <(R(a~A:)  ne  pourra  pas  s'annuler 
et  restera  finie.  D*autre  pari,  la  série 


2  «■"-  (;)' 


est  convergente  (n*  6).  On  aura  donc,  dans  ce  cas  particulier. 


a- 001 


et  cette  équation  suppose  que  l'on  a 

y>i,    a>l,     ^(a-ei)>0,    ^(a  — r)>0. 

Il  est  encore  important  de  remarquer  que  dans  la  dernière 
série 


5 E 

^  (M  —  p)  (i;  —  p) 


la  convergence  est  absolue,  car  les  termes  de  cette  série  décrois- 
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sent  comme  ceux  de  la  série  S^t  R^i  ^^^  absolument  convergcnre. 
Il  n*y  a  donc  plus  aucune  attention  à  prendre  à  Tordre  dans 
lequel  les  termes  sont  rangés. 

23.  Nouvelle  extension  du  théorème  précédent.  —  Soit  F  (s) 
une  fonction  entière  du  genre  zéro  ou  du  genre  un.  Désignons  en 
général  par  p,  (i=»l,  %  ...  n,  •..)  les  zéros  de  celte  fonction.  Si  ces 
zéros  p  sont  tous  situés  à  gauche  d'une  droite  x^^h,  et  si  la  série 


est  absolument  convergente^  on  aura,  pour  a  >  h, 

a-fooi 

art 


a-fooi 

i_    r  y'dt  »      ("  .  F'(")        ,  F'(v)  1 


«•001 

Ipi 


2 


?  (w  —  Pi)  (w  —  Pi) 

Si  la  fonction  F  {s)  est  du  genre  zéro,  on  retombe  immédia  - 
tement  sur  le  théorème  du  n*  21.  Supposons  donc  que  F  («)  soit 
du  genre  tin.  On  peut  poser  par  la  formule  de  Weierstrass 


F(«)  — F(0)e«' 


n(._i)A 


et  l'on  sait  que  ce  produit  est  uniformément  convergent  dans 
toute  région  Hnie  du  plan  ».  Prenons  les  dérivées  logarithmiques, 
il  vient 

F'(») 


F(«) 


p  L*  —  /*<     Pi\  ' 


et  cette  série  est  uniformément  convergente  dans  toute  région 
ne  contenant  pas   de   racines  p,,  donc,  en   particulier,  pour 

S^[s)>a. 
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Désignons  par  (p.(«)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  l<n 
série  [supposée  illimitée,  car  on  retomberait  sur  un  théorème 
antérieur  (20)  dans  le  cas  contraire] 


on  aura  sans  difficulté  pour  toute  valeur  finie  de  6,  comme 
au  n»  20, 


•-èi  -ao 

/y 


sm  />(  . 


'y 

sin  6/ 


^  1/?'  I     /•,       .  sin  6/ 


-» 


Si  Ton  fait  tendre  n  d  abord  vers  Tinfini,  9.(jr)  converge  uni- 
formément vers  sa  limite  D  log  F  (s)  sous  le  signe  d'intégration 
au  premier  membre,  et  il  vient,  sans  difficulté  pour  toute  valeur 
finie  de  6, 


^      /*         «  X       y'^9  y"    F  («  I    /• ,       s  n  ht 

—  /    DIogF(«) ' =— —  -  /  e^--»' dl 


•-♦•  -  ao 


y"     F'(»)i     /',     ,.sin6i 


y- 


U  —  l?F(i;)ir4/  f 


-00 

'y 


Si  Ton  fait  maintenant  tendre  b  vers  Tinfini,  je  dis  que  cette 
dernière  série  converge  uniformément. 

XX.  u 
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Hin  effet,  on  sait  (n**  18)  que  Texpression 


'-f 


^  ^  sin  bt  . 
t 


—00 


dans  laquelle  6  et  p^  varient  et  où  <(R  (a  —  p,)  ne  peut  tendre  vers 
zéro,  admet  une  limite  supérieure  de  la  forme 


Ml^raod  p, 

où  M  est  une  constante  indépendante  de  b  et  de  p.  Donc  tous  les 
termes  de  la  série  qui  nous  occupe  sont  inférieurs  en  valeur 
absolue  aux  termes  correspondants  de  la  série 

«2      '''• 


(U  —   0.)  (t?  —  f.,) 


qui  est  absolument  convergente  par  hypothèse  et  dont  les  termes 
ne  dépendent  pas  de  6. 

L^uniformité  de  la  convergence  est  donc  établie,  6  variant 
arbitrairement.  Si  on  fait  tendre  6  vers  Tinfini,  on  peut,  dans  la 
dernière  équation,  passer  rigoureusement  à  la  limite  dans 
chaque  terme,  et  Ton  obtient  ainsi  Téquaiion  qui  figure  dans 
renoncé  du  théorème. 

Application.  —  On  peut  poser,  dans  le  théorème  précédent» 


F(.) 


) 


Cette  fonction  remplit  toutes  les  conditions  du  théorème  et 
les  zéros  p  sont  de  la  forme 

jC  =  —  2w      (m  =  \y%  ...)• 
On  trouve  ainsi,  en  changeant  les  signes. 
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SWy  '^     \2         I  (s—u)(s-v)       M  — r        *     \2         / 

— ^Diogr(--^i) 


-  5 '^ 

^,  (2m  -♦-  u)  (2m  -♦-  ») 
Cette  équation  suppose  qu'on  a 

«>0,     ^(ii-~m)>0,     ^(a  — r)>0. 

§  3.  —  Application  dea  résultats  précédents  à  la  fonction 

DlogÇ(«). 

24.  Forme  particulièi^e  de  l'intégrale  du  paragraphe  précédent 
pour  (f(s)  =  D  log  Z{s).  —  Rappelons  la  formule  établie  au  n*  8  : 

K{s)         2         «  —  1  "Xi        I 


S  — F 


Appliquons-lui  respectivement  les  formules  des  n®*  17,  19^ 
22  et  23,  nous  obtiendrons,  pour  j/  >  1, 


^yrij         ^^^^*\«-.w)(«-t;)""  M  — V  [^   Ç(u)       ^  Ç(»)J 

a— cet 

y        ,  y      y° 


2 


y 


-fM 


il  (2m  -♦-  u)  (2m  -*-  v) 

Dans  cette  formule  on  doit  d*abord  supposer  que  u  ou  v  n*est 
ni  un  pôle  ni  un  zéro  de'Ç,{s).  On  doit  admettre  que  a  est  >  1  et 
supérieur  aux  parties  réelles  de  u  et  de  v. 
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Enfin,  nous  rappellerons  que  y  esl  une  variable  réelle  positive 
et  plus  grande  que  un,  La  formule  cesserait  d*étre  vraie  dans  le 
cas  contraire  (*). 

25.  Nouvelle  expression  de  la  même  inlégrale.  —  Nous  allons 
chercher  maintenant  une  autre  expression  de  la  même  intégrale. 
Elle  se  déduit  de  Texpression  de  Z(s)  en  produit  infini  pour 
<ÏR(5)>  1  (n»  i).  On  trouve 

DlogÇ(.)  =  -2^ 

2lp vi^_  v^ 
p'      ^p"      ^p^ 

On  en  conclut  sans  difficulté  pour  toute  valeur  finie  de  6,  et 
pour  a>  1, 

•  -*<  a- M 

<*^   ^  L  V  te  /  7£v_ffî__ 


On  peut  transformer  les  intégrales  du  second  membre  par 
les  formules  (2)  du  n*  t7.  On  y  fera  d*abord  (p(«)s=  1,  puis  on 
changera  successivement  y  en  (^V  (^\  ...  Une  quelconque  des 
intégrales  du  second  membre  se  décompose  alors  comme  i!  suit  : 

inj     \p"*l  («  — «)(«— t?)       M— rX/T/   xj  t 

M V  Xp"/     xj  I 


(6) 


• 


-«0 


(*)  La  vérification  delà  formule  est  facile  en  remarquant  que  le  second  membre  est  la 
iiomme  des  résidas  de  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration,  relatifs  aux  pôles  situés 
il  gauche  de  la  droite  j;  =  a. 
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Lorsque  Ton  fail  tendre  6  vers  Tinfini,  la  limite  du  second 
membre  de  celte  dernière  équation  est  nulle  (n""  H)  pour 
y  ^  P^l  pour  .y  >P*>  *"  contraire,  cette  limite  est  égale  à 


_i_(iy__i_(xv. 


Pour  2/ s=>  p"*,  cette  limite  serait  encore  différente,  mais  nous 
supposerons  que  y  n*est  pas  une  puissance  d'un  nombre  premier. 
Faisons  maintenant  tendre  6  vers  Tinfini  et  passons  à  la  limite. 
Je  dis  que  dans  le  second  membre  de  Téquation  (5)  on  pourra 
remplacer  chaque  terme  par  sa  limite.  Pour  justifier  cette  asser- 
tion, il  faut  montrer  que  le  second  membre  converge  uniformé- 
ment quand  6  varie  de  cette  manière. 

*    C/est  ce  qui  a  lieu.  En  effet,  en  vertu  du  théorème  du  n"*  14, 
lexpression 


-00 


reste  intérieure,  quel  que  soit  6,  à  une  quantité  de  la  forme 


Ip'"/ 


V 

où  M  est  une  constante  convenable  indépendante  de  6,  de  p  et 
de  m.  On  peut  affirmer  la  même  chose  de  Tintégrale 

«4*1 


'  tltlj      Xp")    (»  —  M)  («  — 


a— ht 


qui  se  décompose  par  la  formule  (6)  en  deux  expressions  de 
cette  nature.  Donc,  les  termes  du  second  membre  de  Péqua- 
tion  (K)  sont  inférieurs  à  ceux  d*une  série  de  forme 


«  — '"L   p°      p       J 
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qui  est  absolument  convergente  pour  a  >  1,  et  dont  les  ternies 
ne  dépendent  pas  de  b.  Donc,  le  second  membre  de  Téqua- 
tien  (5)  est  uniformément  convergent,  comme  nous  voulions 
rétablir. 

On  peut  donc  passer  à  la  limite  dans  chaque  terme  de  cette 
équation  et  Ton  trouve 


«-fiÂP'  Af     J 

Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  les  formules,  nous  écri- 
rons en  abrégé 

^■•<ff'  p<iP         p*<yP  t^yP 

Au  second  membie,  Us  sommes  s'étendent  respectivement 
aux  nombres  premiers  <  y^  puis  aux  nombres  premiers  dont  le 
carré  est  <  ?/, ...  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  les  sommes 
s*aiinulent  d*elles-mémes. 

26*  Comparaison  des  deux  résultats.  Formule  généiale.  — 
En  comparant  ce  dernier  résultat  à  celui  du  n**  24,  on  trouve 
réq  nation 


w  —  i; 


(u  —  \){v  —  \) 
(7) 


.        • 


y^ 


—(«  —  »)  5 

"f  (w  -  ?)  (»  —  p) 


^  (2w  -♦-  w)  (î2m  -♦-  v) 

Les  sommes  du  premier  membre  s'étendent  à  toutes  les  puis- 
sances des  nombres  premiers  qui  sont  inférieures  à  i/,  comme 
on  Ta  déûni  au  numéro  précédent. 
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Cette  équalion  a  été  établie  en  supposant  que  j/  n'était  pas  une 
puissance  d'un  nombre  premier.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que 
cette  resiriciion  peut  disparaître.  Nous  allons  montrer,  en  eiïet, 
que  les  deux  membres  de  l'équation  sont  des  fonctions  continues 
dey,  pour  y  >  1. 

Le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  //  pour  y  >  I. 
En  effet,  la  série 

\ 1 


«tl  (2w  -^  w)  (tm  -^  V) 


est  une  série  potentielle  (|ui  converge  tn>s  rapidement.  D*autre 
part,  la  somme  étendue  aux  racines  p 


7  (u  —  ij)  (V  —  p) 

a  totis  ses  termes  inférieurs  à  ceux  de  la  série 

I  V___L__ 

qui  est  absolument  convergente,  parce  que  la  série  1I-;  jouit  de 
cette  propriété.  Donc  la  série  étendue  aux  racines  p  «pii  nous 
intéresse  est  uniformément  convergente  et  a  pour  somme  une 
fonction  continue  de  y.  Donc  enfin  le  second  membre  de  l'équa- 
tion est  une  fonction  continue  de  y. 

Le  premier  membre  de  Téqtiation  est  aussi  une  fonction  con- 
tinue de  y,  car  les  deux  sommes 

présentent  les  mêmes  discontinuités  :  elles  augmentent  brusque- 
ment Tune  et  Tautre  de  Ip  chaque  fois  que  y  passe  par  une 
valeur  de  la  forme  p*"  égale  à  une  puissance  entière  d'un  nombre 
premier.  Donc  ces  discontinuités  se  détruisent  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  qui  reste  continu  pour  toute  valeur  de  y. 
Voici  encore  une  remarque  imporuinte.  Les  quantités  u  ei  v 
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ont  été  précédemment  assujetties  à  certaines  conditions,  mais 
toute  restriction  disparait  dans  Péquation  (7).  En  effet,  le  second 
membre  est  une  fonction  uniforme  de  u  et  de  t;  dans  toute  reten- 
due du  plan  et  il  en  est  de  même  du  premier  membre.  Donc 
Tégalilé  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  u  et  de  v.  On  remar- 
quera de  plus  que  le  premier  membre,  composé  d'un  nombre 
limité  de  termes,  est  holomorphe  dans  toute  retendue  du  plan  ; 
donc  toutes  les  discontinuités  apparentes  du  second  membre 
doivent  disparaître  en  se  détruisant  entre  elles.  Il  conviendra 
donc,  pour  les  valeurs  de  u  et  de  t;  qui  rendent  discontinus  cer- 
tains termes,  de  modifier  la  disposition  du  second  membre  de 
manière  à  mettre  cette  circonstance  capitale  en  pleine  lumière. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire  dans  les  cas  particuliers  qui  vont 
suivre. 

27.  Premier  cas  particulier  :  t?==0.  —  Posons  t;=0  et  divi- 
sons par  //%  la  formule  (7)  deviendra 

W   .   .    .    /  -*-■: — y'"—uys— — 


P 


piF  —  ^O 


-«2 


y 


— tw-» 


tf  2iw(2w  -f-  m) 
Il  ne  faut  pas  oublier  que,  d'après  son  origine  (25), 

2  'P  "="  2  '''■*"  2  '/^  "*"   2  ^P"^ ' 

p-*<if  P<9  P*<9  P^<9 

et  les  sommes  du  second  membre  s'étendent  respectivement  aux 
nombres  premiers  qui  sont  <  y,  puis  à  ceux  dont  le  carré  est  <  y 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  les  sommes  s'annulent  d'elles- 
mêmes. 

28.  Deuxième  cas  particulier  :  u^s  1 .  —  Dans  la  formule  (8) 
du  numéro  précédent,  on  peut  faire  encore  tendre  u  vers  l'unité. 
Mais,  pour  les  raisons  indiquées  à  la  fin  du  n®  26,  il  convient. 
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avant  de  passer  à  la  limite,  de  modifier  la  disposition  des  termes 
du  second  membre. 

On  remarquera  les  relations  suivantes,  dont  la  seconde  s  obtient 
par  Tapplication  de  la  règle  de  L*Hôpital  : 


I  —  M  I   —  H  i   —  M 

lim  -— —  ly. 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  Téquation  du  numéro  pré- 
cédent devient,  pour  u=>1, 


(0) 
(0) 


29.  Remarques  sur  la  formule  précédente.  —  La  formule  que 
nous  venons  d*obtenir  fournit  des  conséquences  asymptotiques 
remarquables,  sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir.  Nous  allons 
dés  maintenant  en  signaler  une  qui  nous  sera  utile  un  peu  plus 
loin. 

Si  Ton  fait  tendre  y  vers  Tinfini,  les  termes  du  second  membre 

yÇ(0)  ""^   tf '2m('2m -^  \) 

tendent  très  rapidement  vers  zéro. 

D*autre  part,  comme  ^  (p  —  1  )  <  0,  la  somme  2  de  ce  second 
membre  converge  plus  rapidement  que  la  série 

qui  est  absolument  convergente;  cette  somme  a  donc  une  limite 
supérieure  indépendante  de  y. 

Donc,  dans  le  second  membre  de  Téquation,  il  n*y  a  qu*un  seul 
terme  qui  puisse  croître  indéfiniment  avec  y,  c'est  le  terme  ly. 
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Dans  le  premier  membre  de  Téquation,  le  rapport 

y  A, 

conserve  toujours  une  valeur  voisine  de  Tunité,  comme  la 
montré  M.  Tehebiehef  dans  un  mémoire  célèbre  (*)  et  eonmie  on 
peut  d'ailleurs  le  voir  plus  facilement  (**).  Il  résulte  de  la,  eo 
divisant  toute  Tcquation  par  /?/,  que  Ton  aura 

Ce  résultat  est  connu  depuis  longtemps  et  a  déjà  été  utilisé 
bien  des  fois.  Ofi  peut  aussi  Tobtenir  d'une  manière  élémentaire. 

30.  Troisième  cas  particulier.  —  Cherchons  maintenant  ce 
que  devient  la  formule  du  n^27,  quand  on  fait  tendre  u  vers  un 
zéro  imaginaire  simple  de  ^[s]  que  nous  désignerons  par  p^. 

Conmiençons  par  isoler  de  la  somme  !^  le  terme  relatif  à  ce 

zéro;  ce  terme  (avec  un  signe  contraire  de  celui  qu'il  a  dans 
Téquation)  peut  se  décomposer  comme  il  suit  : 


\  I  \       w   yf"-''—  \ 

1  -f  —  * • 

On  remarque  encore  que  Ton  a,  par  la  règle  de  L'Hôpital, 

liai    — =  ly  ; 


(•}  Mémoire  reproduit  dans  le  Cours  d'algèbre  supirieure  de  Sekket  Voir3*édil.{i860} 
i.  Il,  11.212,  formule  (8).  Le  rappoit  *  ^Jr^^^P  ^^^  représenté  dans  cet  ouvrage  par  ij^  {y). 
{*')  Uacumann,  Die  analytiiche  ZahlenUuone  (Leipzig,  1894),  pp.  \Mi\  et  suiv. 
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de  sorte  que  la  formule  du  n°  27  deviendra,  pour  u  =>  p^i, 


I   Ç'(0)  ,"1 


-v«.  L^  (w) 

W  —  ;^l  J 

,,l  -/«l 

—  y 

■pi 

—  0     V 

y-.--/-. 

*'  t'awilim-^/a,) 

Dans  le  second  membre,  nous  avons  aeeentué  la  somme  £ 

p 
pour  rappeler  que  le  terme  relatif  à  pi  en  a  été  éliminé  :  il 

faudra  se  garder  d*oublier  cette  circonstance  dans  la  suite. 

31.  Combinaison  des  deux  derniers  cas  particuliers.  —  Si  Ton 
considère  la  dernière  équation,  on  n'y  trouve  que  des  puissances 
de  y,  à  part  un  terme  unique  —  ///.  Mais  ce  terme  perturbateur 
peut  être  éliminé,  car  il  se  trouve  en  signe  contraire  dans 
réquation  (9)  obtenue  précédemment  pour  u=i  (n*  28). 

Ajoutons,  à  cette  Gn,  les  deux  équations  entre  elles,  en  obser- 
vant que  Ton  a 

Inn     H =  I  -t-nm 1 —  h 

•=»  |ç(m)       m  — ij  -=oLç(i^«)       tij 

nous  trouverons  Téq nation  importante 


(1 


.) 


= I  —  lim     — •  H ■ 

p,  .=0  [?(!-..«)       Ç(p.  i-i«)J 


1  \  ?'(0)       _^ 


[0)       i—oi" 

fi  p(p^^)         fi  pip  —  pi) 


m  -♦-/5|) 


38  —  220 


§  4.  —  Forme  particulière  de  la  dernière  équation  dans  V hypothèse 
(impossible)  d'une  racine  de  la  forme  p  =  1  -+-  Pi. 

32.  Forme  particulière  du  second  membre.  —  L*équation  11 
du  numéro  précédent  va  servir  de  base  à  la  démonslration  deTim- 
possibilité  d*une  racine  p  =  1+|3t.  Celte  démonstration  sera 
faite  au  chapitre  suivant.  Mais  Péquation  du  n*  31  est  assez 
compliquée,  et  il  importe  d  en  simplifier  récriture,  pour  en 
dégager  ce  qui  sera  essentiel  à  la  démonstration. 

Supposons,  par  impossible,  qu'il  y  ait  des  racines  p  de  la 
forme  t  -+■  ^i,  et  prenons  pour  p^  Tune  d'elles.  Posons  donc 
implicitement  pf  =  l  +  ^t  dans  Téq nation  du  n°3t  et  examinons, 
dans  cette  hypothèse,  comment  se  comporte  le  second  membre 
quand  y  augmente  indéfiniment. 

On  trouve  dans  ce  second  membre  :  1"^  Une  constante  finie 

h  «=o  L^  (<  -^  «*)     ?  (h  •*-  ")J 

2*^  Trois  termes  qui  tendent  très  rapidement  vers  zéro  quand 
y  augmente,  savoir  : 


ly  "*"  i/W  Ç  (0)       ^%n{'2m-^i)      ^' 


y~f^ 


f  2m(2iw  -♦-  ç^y 
5'  Un  terme  purement  périodique 


f^—y^-fi  =  .Jl—v-^^ 


1  —  p,  1  —  Pi 

4^  Enfin,  deux  sommes  étendues  aux  racines  p  qui  sont 

Dans  ces  sommes,  les  exposants  de  y  ne  peuvent  pas  avoir 
(pour  p^  =  l  -h  Pi)  leur  partie  réelle  plus  grande  que  zéro.  Ces 
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sommes    convergent  donc   plus  rapidement,  quel  que  soit  y 
(supposé  >  I],  que  les  séries  correspondantes 


|mp-1)'    ^'^  ?(p-pS 


qui  sont  absolument  convergentes  et  dont  les  termes  ne  dépen- 
dent pas  de  y.  Ces  sommes  sont  donc  absolument  et  uniformé- 
ment convergentes,  y  variant  sans  restriction.  Nous  pouvons,  par 
conséquent,  les  partager  d*abord  en  deux  autres  :  deux  premières 
sommes  que  nous  désignerons  avec  une  lettre  nouvelle  S  pour 
les  reconnaître  des  précédentes, 


—  8—7 T'      — PiS' 


étendues  à  toutes  les  racines  p  de  la  forme  1  -f-  ^t  seulement; 
deux  autres  sommes  analogues  étendues  aux  autres  racines. 

Dans  ces  deux  dernières,  Texposant  de  y  aura  sa  partie  réelle 
négative,  et  tous  les  termes  tendront  sans  exception  vers  zéro 
quand  y  tendra  vers  Tinfini.  Il  on  sera  de  même  pour  ces  sommes 
elles-mêmes,  à  cause  de  Tuniformité  de  la  convergence.  Les 
deux  premières  sommes,  au  contraire,  seront  formées  de  termes 
purement  périodiques. 

En  déûnitive,  on  peut  partager  le  second  membre  en  trois 
parties  : 

Une  constante  C; 

Une  partie  évanouissante  pour  y  infini  :  t; 

Une  partie  formée  de  termes  périodiques  :  P. 

P  _  — fî— y*-^«  —  S  — ^i— Pi  S'     ^    '    > 

^   — /»!  P    P{P  —  ^)  ?     P(P—  Pi) 

L*équatîon  du  n*  31  prendra  alors  la  forme 

Dans  l'expression  de  P,  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la 
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somme  8  s*élend    à   toutes   les  racines  p  de  la   forme  1  •+-  ^i^ 

0 

la  somme  8' aux  mêmes  racines,  sauf  p^.  Si  ces  deux  sommes 

p 
renferment  une  infinité  de  termes,  elles  seront  certainement 

absolument  et  uniformément  convergentes,  comme  les  sommes  23 

d  où  elles  sont  extraites  :  c  est  là  un  point  essentiel.  Nous  dirons 

au   chapitre   suivant  qu'une   expression   composée  comme   le 

second  membre  de  notre  équation  esi  une  expression  de  la 

forme  L  -t-  P,  en  désignant  par  L  la  partie  convergente  (C  H-  e) 

et  par  P  la  partie  périodique  du  développement. 

33.  Forme  particulière  du  premier  membre.  —  Portons  notre 
attention  sur  le  premier  membre  de  Téquation  (12)  que  nous 
venons  d'écrire.  On  y  trouve  deux  termes  que  nous  allons 
examiner  séparément. 

Le  premier  terme  a  pour  valeur,  en  développant  la  somme  £ 
(voir  n""  25  à  la  fin), 

Rappelons  maintenant  que  p^  =  1  -«-  |3f  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  séries 

étendues  à  tous  les  nombres  premiers,  sonl  absolument  conver- 
gentes ;  il  en  résultera  immédiatement  que  la  somme 


J 


S/'lp*^.)*!"!?*^)*- 


est  une  quantité  L  qui  tend  vers  une  limite  finie  quand  y  tend 
vers  l'infini,  et  Ton  pourra  poser 

""  •  ■  •J."'(?*^)-,?."'(r?:)*'' 


la   nouvelle  somme  s'ctendant  seulement  aux   nombres   pre- 
miers <  y. 

Le  seeond  terme  du  premier  membre  est  suseeplible  d'une 
réduction  analogue.  Eu  égard  in  la  relation  pi  =>  I  +  Pi\  il  se 
met  d  abord  sous  In  forme  suivante  : 

(-■^-7.1  2  ip-'ii  -^ y-")\-  Hr  ■*■-  1  tp ■*■  -l 

Mais  quand  /y  tend  vers  l'iniini,  la  quanliié  entre  crochets  se 
réduit  à  son  premier  terme,  cnr  les  autres  peuvent  s'écrire  : 


Cette  somme  tend  visiblement  vers  zéro  quand  y  tend  vers 
rinlini,  car  tous  ses  termes  s  obtiennent  en  multipliant  ceux  de 
la  série  absolument  convergente 

par  des  facteurs  tous  nuls  ou  plus  petits  que  tin  et  qui  tendent 
ioxi^  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini. 

En  définitive,  le  second  terme  de  notre  équation  peut  donc 
s'écrire,  le  facteur  imaginaire  (1  -f- y"  ^')  étant  essentiellement 
fini, 

OÙ  t  est  une  quantité  évanouissante  pour  y  infini. 

34.  Forme  définitive  de  C équation  dont  il  faut  démontrer  l'im- 

possibilité.  —  Remplaçons  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 

tion  finale  (12)  du  n*  33  les  deux  termes  du  premier  membre 

par  leurs  nouvelles  expressions  (13)  et  (14),  calculées  au  numéro 

précédent.  Puis  faisons  passer  dans  le  seeond  membre  les  con- 
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slanies  et  les  termes  évanouissenis  pour  y  infini.  L'équation 
prendra  la  forme  déiinitive 


( 


'"  ■  ■2'^(r?)-(r^il.'.— •• 


Dans  celle  équation,  L  est  une  quantité  qui  converge  vers  une 
limite  finie  que  nous  n*avons  pas  besoin  de  connaître,  et  P  est 
une  série  périodique  absolument  convergente  et  qui  a  pour 
valeur  (32)  : 

(10)  p==.^i-y-^i.v^_:/ T-PtcS'       ^ 


\  —  Pi  (*  :\p  —  I  )        p  ?  if.  —  0,) 

Le  chapitre  suivant  sera  consacré  à  établir  que  Téquation  (15) 
i*cnferme  une  contradiction.  Pour  cela,  nous  avons  d'abord  à 
établir  les  propriétés  générales  des  développements  de  la 
forme  L  -f-  P. 


CHAPITRE  III. 

LA  FONCTION  Z  («)  n'a  PAS  DE  RACINES  DE  LA  FOHME  p  =  1  -+-  j3l. 


§  1 .  —  Propriétés  générales  des  développements 

de  la  forme  L  7*-  P. 

35.  Nous  allons  nous  occuper  pour  le  moment  des  propriétés 
remarquables  de  certains  développements,  propriétés  qui  vont 
jouer  un  rôle  essentiel  dans  la  suite  du  chapitre. 

Désignons  par  f  (y)  une  fonction  simple  d'une  variable  réelle  y 
représentable,  pour  toute  valeur  de  y  supérieure  à  l'unité,  par 
un  développement  de  la  forme 

y(y)«L-f-P, 
où  L  est  une  quantité  qui  tend  vers  une  limite  finie  A  quand  y 
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lend  vers  Tinfini,  tandis  que  P  est  une  série  périodique  de  la 
forme 

Quand  P  renferme  une  infinité  de  termes,  on  suppose,  en  outre, 
que  les  séries 

2  «-  '      2  **' 


n 


sont  absolument  convergentes  et  que  les  coefficients  a.  ne  ten- 
dent pas  vers  zéro  quand  n  tend  vers  i*infini. 

Cela  posé,  nous  disons  que  L  est  la  partie  convergente  du 
développement,  tandis  que  P  en  est  la  partie  périodique. 

Lorsqu'une  fonction  <f(y)  admettra  un  développement  de  cette 
nature,  nous  dirons  que  9(j/)  est  une  fonction  de  la  forme  L  -f-  P, 
et  notis  écrirons 

y(y)«L-4-P. 

Dans  cette  relation,  les  lettres  L  et  P  seront  uniquement  rela- 
tives h  la  nature  des  développements  et  aucunement  aux  valeurs 
particulières  de  la  partie  convergente  et  de  chacun  des  termes 
de  la  partie  périodique.  C*est  ainsi  que  nous  écrirons  simultané- 
ment 

f(y)  =  L^P,    f(y)-L-vP, 

sans  exprimer  ainsi  que  <f(y)  et  (p(y)  soient  identiques,  mais  en 
désignant  par  là  seulement  que  f  (y)  et  ^  (y)  admettent  des  déve- 
loppements de  même  nature.  Cette  convention  ne  donnera  lieu 
à  aucune  obscurité. 

36.  Théoréiie  l.  —  Si  ff  (y)  =  L'¥'P  et  si  P  est  un  nombre 
quelconque,  on  aura  encore  les  deux  relations 

f  iy)  sin  iply)  =-  L  -H  P, 
f  (y)  cos  (p/y)  »=  L  ^  p. 

Démonstration.  La  démonstration  étant  la  même  dans  les  deux 
XX.  15 
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cas,  nous  établirons  la   première  relation  seulement.  Posons 
Téqualion  (où  tout  est  déterminé) 

?  (y) = (A  -♦-  0  -^  2  ("•  ^^*  *«'^  ■*■  *•  ^*"  *-'y)- 

M 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

i®  S*il  n*y  a  pas  de  terme  en  cos  ^ly  dans  la  série,  on  aura 

?(y)cos^/y«=fCosj3/y 

^    A  cos  p/y  -4-  2  (««cos  ajy  -♦-  6„  sin ajy)  cos  p/y    . 

Mais  à  cause  des  décompositions  : 

2  cos  aJy  cos  p/y  —  cos  (a.  ^p)ly  ^  cos  (a,  —  p)/y , 
2  sin  a„/y  cos  p/y  =  sin  (a,  ^  p)ly  ^  sin  (a„  —  p)/y  / 

la  quantité  entre  crochets  est  encore  une  expression  de  la  forme  P. 
Le  premier  terme  ecos  ^ty,  tendant  vers  zéro  quand  y  tend  vers 
rinfini,  est  de  la  forme  L.  Par  conséquent,  le  théorème  est 
démontré. 

2®  Si  le  cosinus  cos  p/y  figure  dans  la  série,  celle-ci  contien- 
dra, après  la  multiplication  par  ce  cosinus,  un  seul  terme,  par 
exemple 

6.cos«p/y  =  ^(i-*-cos2?/y), 

renfermant  le  carré  d*une  ligne  trigonomélrique.  En  isolant  ce 
terme,  on  pourra  écrire 


fy)cos  ply=  ^-^  -♦-  €  cos  plyj 


■j  cos  2e/y  -^  2'  ("«  ^'^^  *-'y  ■*"  ^"  ''"^  ^n^y)  ^^^  P^y  ' 


et  cette  expression  est  encore  de  la  forme  L  +  P. 
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On  remarquera  que  le  nouveau  terme  convergent  a  pour 
valeur 

L  = h  e  ces  piy. 


iNous  aurons  besoin  de  ce  résultat  tout  à  Theure. 


37.  Théorème  II.  —  Si  f  (y)=  L  -h  P,  on  o  aussi 


'-ffiy)^y- 


p. 


Démonstration.  En  remplaçant  les  lignes  trigonométriques 
par  des  exponentielles  imaginaires»  on  peut  mettre  f  (y)  sous  la 
forme 

La  série  £aest  absolument  convergente  par  hypothèse;  la 
série  Xa^"^  lest  donc  unirormément.  Par  suite,  intégration 
terme  à  terme  ne  peut  soulever  aucune  critique,  et  il  vient, 
C  désignant  la  constante  d'intégration, 

Au  second  membre,  le  premier  terme  tend  visiblement  vers  A 
quand  y  tend  vers  Tinfini;  d*autre  part,  la  nouvelle  série  est  de 
même  nature  que  Fancienne.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

38.  Théorème  III.  —  5iXy)==L  h-  P,  on  a 


A  =  Uni  L  =  lim  j-  /  f(y)  — 

yrseo  y=oe  ty^  y 


Démonstration.  Ecrivons,  comme  au  numéro  précédent, 
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On  peut  intégrer  terme  à  terme  comme  ci-dessus;  donc 

y  y  y 


(A  -♦-O^y -^2" 


y^—\ 


at 


Comme  a  ne  peut  pas  tendre  vers  zéro  par  hypothèse  (35),  la 
série  X^  est  absolument  convergente  comme  I,a.  La  somme,  au 
second  membre  de  Téqualion  précédente,  conserve  donc  tou- 
jours une  valeur  finie.  D^autre  part»  e'  tend  vers  zéro  comme  e. 
Il  vient  donc  à  la  limite 


y 


dy 
y 


ce  qu*il  fallait  démontrer. 

39.  Théorème  IV.  —  5f  ?(y)  —  L  -h  P,  et  si  la  partie  pério- 
dique P  renferme  un  terme  tel  que 

«„  cos  (ajy)  ^  6,  sin  {ajy), 
les  deux  cœfficietits  seront  donnés  par  les  relations 

i     n  du 

««  =  2  lim  7-  /  o (y)  cos  (a„/y)  --. 
y=«  tyj  y 

i     r  dy 

6.-3 2 lim-/  f(y)sin(a,/y)  — 

Démonstration.  Comme  on  Pa  montré  dans  la  démonstration 
du  théorème  I  (3*),  9  {y)  cos  (a.  ly)  est  une  fonction  de  la 
forme  L  -h  P»  dans  laquelle  L  a  pour  limite  ^  a..  De  même 
9  (y)  sin  (a. /y)  est  une  fonction  de  la  forme  Lh-  P,  dans  laquelle 
L  a  pour  limite  ^  b^.  Le  théorème  actuel  se  ramène  donc  au 
précédent. 
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40.  Théorème  V.  —  Si  cp  (y)  =  L  -*-  P,  el  si  P  n'a  pas  de  terme 
en  cos  piy  (ou  en  sin  piy),  on  aura 

lirai  /*f(y)cos(p/i^)î?^«0,    ou    lim  i  /  ?(]^)sin(p/y)^  «0. 

Démonstration.  Comme  on  la  montré  dans  la  démonsiraiion 
du  théorème  1  (1*),  la  fonction  ^  (j^)  eos  (^ly)  est  une  Tonction 
de  la  forme  L  +  P,  dans  laquelle  L  a  pour  limiic  zéro.  La  même 
chose  a  lieu  pour  <p  (2^)  sin  (|3/j/).  Le  théorème  actuel  se  ramène 
donc  encore  au  théorème  III. 

41.  TuÉORéiiB  VI.  —  Si  la  fonction  9  (y)  peut  être  représentée 
par  un  développement  de  la  forme  L  -t-  P,  elle  ne  peut  l'être  que 
d'une  seule  manière. 

Démonstration.  H  s'agit  dVtahlir  que  si  l'on  a 

?(!/)  =  (A  -^  0  -*-  2  (""  ^^^  "«'^  ■*"  ^"  **"  '"'^^y^ 
—  (A' •*-€')  -f-  2  (On  cos  a'Jy  -4-  6;  sin  a'Jy), 

les  parties  convergentes  et  les  parties  périodiques  des  deux  déve- 
loppements sont  identiques  terme  pour  terme.  C'est  ce  qui  a  lieu 
par  les  théorèmes  précédents. 

D'une  part,  A  :=  A'  en  vertu  du  théorème  III;  d'autre  part,  les 
parties  périodiques  renfermeront  les  lignes  trigonométriques  des 
mêmes  arcs  avec  les  mêmes  coeflicients,  en  vertu  des  théo- 
rèmes IV  et  V.  C'est  là  ce  qu'exprime  l'énoncé  du  théorème. 

42.  Remarques.  —  Les  théorèmes  précédents  vont  servir  à 
démontrer  que  (  (s)  n'a  pas  de  racines  de  la  forme  I  +  ^t.  On 
peut  déjà  prévoir  comment  ce  résultat  sera  atteint.  Nous  mon* 
irerons  que  l'hypothèse  d*une  racine  p^a  1  -1-  ^i  conduit  à  expri- 
mer  une  même  fonction  de  deux  manières  différentes  par  un 
développement  de  la  forme  L+  P.  Ce  résultat,  contredisant  les 
théorèmes  précédents,  doit  faire  rejeter  l'hypothèse  initiale. 

Naturellenient,  l'équation  qui  va  servir  de  point  de  départ  est 
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celle  du  n*  34.  Celle-ci  en  contient  en  réalité  deux  distinctes  par 
la  séparation  des  parties  réelles  et  imaginaires.  On  obtient  de 
cette  manière  deux  développements  de  la  nature  de  ceux  que 
nous  venons  d'étudier»  savoir  (puisque  p^  =3 1  +  ^i)  : 

2'P/.  .         *  -i-cosB/y  ^  .        ,       «. 

p<y  P  y       p<y 

Les  valeurs  définies  des  parties  périodiques  P  s'obtiennent 
facilement  et  nous  en  aurons  besoin  plus  tard.  Mais  nous  allons 
commencer  par  déduire  des  équations  précédentes  deux  consé- 
quences fondamentales  qui  tiennent  à  la  nature  seule  des  déve- 
loppements et  vont  permettre  de  simplifier  davantage  encore  ces 
deux  équations.  Ce  sera  Tobjet  du  paragraphe  suivant. 


§  2.  —  Deux  conséquences  des  équations  (i)  du  paragraphe 

précédent. 

43.  Première  conséquence.    -  La  somme  étendue  aux  nombres 
premiers  <  y 

p<y  P 

converge  vers  une  limite  finie  quand  y  tend  vers  l'infini. 

Démonstration.  Remarquons  que  (1  -*■  cas  ^Ip)  ne  peut  être 
négatif;  que  dès  lors  la  somme  £  de  Ténoncé  croit  sans  cesse 

f><y 

avec  y;  donc,  de  deux  choses  Tune  :  ou  bien  cette  somme  tendra 
vers  rinfini  avec  y,  ou  bien  elle  convergera  vers  une  limite  finie 
quand  y  tendra  vers  Tinfini.  Mais  Téquation 

^  /p  .         1  -f-  ces  ô/v  ^  . 

2  i-(i  -i-eosp/p) !1^2'/>-=L^  P 

p<¥  P  y  p<y 

prouve  que  cette  somme  ne  peut  pas  croître  indéfiniment,  car 
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L  et  P  sont  finis  par  leur  nature  même»  et  le  rapport  -  ^  Ij) 
conserve  toujours  une  valeur  voisine  de  Tunité,  comme  Ta  montré 
M.  Tchebichef  (n*  29).  Donc  la  somme  en  question  doit  être 
convergente. 

44.  Corollaire  I.  —  Si  Con  partage  les  nombres  premiers  en 
deux  classesy  les  nombres  pi  pour  lesquels 

\  ■*-  cos  plpi  >  6, 

et  les  nombres  p^  pour  lesquels 

\  -♦-  cos  plpi  <  f , 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  la  somme 

composée  des  seuls  nombres  premiers  pi  convergera  vers  une 
limite  finie  quand  on  fera  croître  y  indéfiniment. 

Démonstration.  Tous  les  termes  étant  positifs,  il  sufBt  de 
montrer  que  la  somme  ne  peut  pas  croître  indéfiniment.  Pour 
cela  on  remarque  Tinégalité  évidente 

2  -(^  -^  cos  plp)  >  2  —  (i  -H  cosp/pO, 

parce  que  le  premier  membre  renferme  tous  les  termes  du 
second  plus  d  autres  termes  positifs.  Mais  on  a  dans  cette  inéga- 
lité (1  -^cos|3/p^)>  e;  on  en  tire  donc 

pt<9  ri        *   p<y  r 

ei,  comme  le  second  membre  a  ime  valeur  finie  pour  y  infini 
quelque  petit  que  soit  e,  le  théorème  est  établi. 
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46,  CoROLLAiRB  11.  —  Si  ton  fait  tendre  y  vers  Cinfini,  on  a 

lim  -  5  'P(*  -^  ^^  P'P)  =•  ^• 

Démonstration.  Si  Ton  met  Fexpression  ci-dessus  sous  la  forme 
suivante  : . 


2  (^)  ^(^ 

7^9  ^y'  p 


ces  plp)^ 


on  reconnaît  que  tous  ses  termes  s^obiiennent  en  multipliant 
les  termes  correspondants  de  la  série  convergente  à  termes 
positifs 

2  ^  (i  +  cos  p/p), 

étendue  à  tous  les  nombres  premiers,  par  des  facteurs  nuls  ou 

de  la  forme  [^|  qui  sont  tous  plus  petits  que  un^  et  qui  tendent 

tous  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini.  Donc  cette  somme 
tend  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini. 

46.  Corollaire  III.  —  Si  y  tend  vers  Vinfini^  on  a  aussi 

lim  -y,  lp\sïnSip\^ 0. 

Démonstration.  Soit  e  un  nombre  positif  arbitrairement  petit 
et  décomposons  la  somme  précédente  en  deux  autres  :  Tune 
relative  aux  nombres  premiers  pi  pour  lesquels 

i  -♦-  cos  plpi  >  6, 

Tautre  aux  nombres  p^  pour  lesquels 

I  -♦-  cos  ptpf  <  e. 
On  aura 

y  p<9  y  pt<v  y  pt<}f 
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Dans  le  second  membre,  le  premier  terme  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


2 


Pi 


et  il  tendra  vers  zéro  quand  y  tendra  vers  Tinfini,  car  tous  ses 
termes  s'obtiennent  en  multipliant  ceux  de  la  série  convergente 
à  termes  positifs  (corollaire  I) 

^Ipi 
^Pi 

par  des  facteurs  nuls  ou  de  la  forme  l^iiîi-^'l  qui  sont  tous  plus 

petits  que  tin  et  tendent  tous  vers  zéro  quand  y  tend  vers 
rinfini. 
Enfin,  dans  le  second  terme,  on  a 

I  sin  p/p,  I  -=  VX  -¥•  cos  elptVi  —  cos  plpt  <  l/îf , 
et,  par  conséquent,  ce  second  terme  vérifie  Tinégalité 

-  2  lpt\sin^p,\  <l/2;i2  Ip,. 

y  j»t<y  y  n<!f 


D  ailleurs,  comme  nous  le  savons,  le  rapport  -  S  /pj  ne  peut 

pas  surpasser  une  limite  voisine  de  Tunité.  Donc  ce  second  terme 
est  aussi  petit  que  Ton  veut  avec  e. 
Il  résulte  de  là  que  Texpression 

lim  -  y  'p  I  sin  plp  | 

'=^  y  p<9 

est  aussi  petite  que  Ton  veut  avec  e,  et  est,  par  conséquent, 
rigoureusiement  nulle. 

47.  Corollaire  IV.  —  Si  y  tend  vers  Vinfiniy  on  a 

liml2'i|8inp/p|=0. 
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Démonstration.  Décomposons  les  nombres  premiers  dans  les 
deux  mêmes  classes  p^  et  p^  qu*au  numéro  précédent.  On  a 

2^f|sinp/p|<5^'H-2'f*|sinp/p,|. 

p<v  P  j»i<y  ri        Ft<!f  r« 

Quand  y  tend  vers  Tinfini,  la  première  somme  du  second  meiii- 
bre  tend  vers  une  limite  finie  (corollaire  I),  donc  le  quotient  de 
cette  somme  par  /y  aura  pour  limite  zéro.  En  ce  qui  concerne 
la  seconde  somme,  on  peut  poser  les  inégalités 

f  2^'|sinp/p.i<i/2;l2-<^^-2^ 

Donc  ce  quotient  est  aussi  petit  que  Ton  veut  avec  e.  car  nous 
avons  démontré  au  n"  29  que  le  rapport  p  ^  -^  a  pour  limite 
Tunité. 

En  résumé  donc,  le  rapport  dont  il  est  question  dans  Ténoncé 
du  corollaire  décroît  au-dessous  de  toute  limite  donnée  l^âe  et  a 
par  conséquent  pour  limite  zéro. 

48.  Deuxième  conséquence.  —  La  somme  étendue  aux  nombres 
premiers  <y 

P<9  P 

tend  vei^s  une  limite  déterminée  quand  y  tend  vers  l'infini. 

Démonstration.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  celte 
deuxième  conséquence  est  moins  apparente  que  la  première  et 
que  Ton  ne  peut  plus  établir  que  la  convergence  soit  absolue. 
La  convergence  n'a  Heu  que  quand  les  termes  s*introduisent 
dans  Tordre  indiqué,  c'est-à-dire  dans  Tordre  des  nombres  pre* 
miers.  Il  est  bien  vrai  sans  doute  que  sin  |3/p  est  infiniment  petit 
en  même  temps  que  1  +  cos  ^Ip,  mais  il  est  infiniment  petit  de 


—  235  —  53 

Tordre  de  l/l  -♦-  cos  ^Ip  seulement  et  Tordre  de  décroissance  des 
termes  des  deux  sommes 

In  in 

2  —  sin  plp     et     2      (^  ■*■  ^^®  P'P) 

r  r 

n*est  pas  le  même. 

Pour  démontrer  le  théorème,  nous  devons  avoir  de  nouveau 
recours  aux  équations  (1)  du  n®  42.  On  peut  déjà»  dans  la  pre- 
mière, faire  passer  du  premier  sdi  second  membre  le  terme 

2^0+cosp/p) 

P<9  P 

qui  est  convergent  et  peut  être  compris  dans  la  partie  L  du 
second  membre.  Les  équations  (1)  deviennent  alors  plus  sim- 
plement, en  changeant  les  signes, 

(i)   .   .   .    {  ^       '*' 

y      p<y  J»<y  P 

Nous  commencerons  par  déduire  de  ces  deux  équations  que  la 
somme  ^^^^  sin  p/p  doit  admettre  un  développement  de  la 
forme  L  -h  P. 

Appliquons,  à  cet  effet,  le  théorème  II  du  paragraphe  précé- 
dent, il  viendra  en  iniégran(  la  seconde  équation 

Nous  allons  calculer  successivement  ces  deux  intégrales  et 
nous  commencerons  par  la  première.  On  a  par  décomposition 

*/  L      y      p<v     J        j»<y     *^  y 
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On  remarque,  en  effet,  que  dans  le  second  membre  la  limite 
inférieure  de  Tintégrale  qui  multiplie  Ip  doit  être  p»  car  le  terme 
qui  renferme  Ip  ne  s*introduit  dans  la  somme  qu'à  partir  de  la 
valeur  2/  "=  p.  En  effectuant  les  intégrations,  on  trouve  donc 

f 
fdy  piHfî^  2  Ip] ^2  lp{cosply-cosplp) 

J  L      y       ^<y     J  Vf<^ 

1 

\  -4- ces fi/Vv^   ,  ^  \i  ,   ,.  ^,   ^ 

r  F<y  r  j»<y 

Si  Ton  divise  par  y,  il  vient  par  le  corollaire  II  (n*  45) 

lim  —  2  'P(l  •*-  cos  p/p)  —  0. 
On  a  donc  une  relation  de  la  forme 

i    r  .   Tsin  p/w  ^  ,  1  i  -H  cos  ô/w  ^  . 

'*'      ;/*[^-|"] F^2'f*^ 

le  terme  convergent  L  tendant  ici  vers  zéro  quand  \j  tend  vers 
rinfini. 

Mais  si  Ton  remonte  à  la  première  des  équations  (2)  du 
numéro  actuel,  on  voit  qu  elle  exprime  que  le  premier  terme  du 
second  membre  de  Péquation  (4)  est  de  la  forme  L  +  P.  Par 
suite  réquation  (4)  est  aussi  de  la  forme 


(») 


•  •  ■     ïÂl^'l,'.]— • 


Passons  à  la  seconde  intégrale  de  Péquation  (3).  On  a  comme 
ci-dessus 

y  y 
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Mais  le  dernier  terme  de  cette  équation  tend  vers  zéro  pour  y 
infini  en  vertu  du  corollaire  III  (n®  46),  il  est  donc  de  la  forme  L, 
et  l'équation  elle-même  prend  la  forme 


(6) 


.     .     .  -  /  rft/  y  —  sin  fi/p  =5  \  —  sin  6lp  -♦-  L. 


Remplaçons  dans  Téquation  (3)  les  intégrales  par  leurs  valeurs 
(5)  et  (6)  et  faisons  passer  au  second  membre  les  termes  des 
types  L  et  P;  il  vient  un  résultat  de  la  forme 

(7) 2  — sinp//>  =  L-i-  P. 

j»<y  P 

C'est  le  premier  point  que  nous  voulions  établir.  La  démon- 
stration s'achève  maintenant  facilement.  Je  dis  que  la  partie 
périodique  P  doit  être  identiquement  nulle. 

Supposons,  en  efTet,  qu'elle  renferme  un  terme  tel  que 

a  sin  o/y. 
Le  coefficient  a  sera  donné  par  la  formule  (théor.  IV,  n*  39) 

*         r      ^    Ay  [\^P      ai^  '     I 
-=  lim  —  >  —  sm  ô/p  / dy 

9^hfiyP        J      y 

p 

1-1— lim  -r  5     —  (cos  a/w  —  ces  tf/p)  sin  ô/p    . 
On  en  conclut 

imoda<^lim  -2-^1  sin  p/p|, 
et  par  conséquent  a  est  nul  en  vertu  du  corollaire  IV  (n*  47). 
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On  prouverait  exactement  de  même  que  P  ne  peut  pas  renfer- 
mer de  cosinus  et  par  conséquent  Téquation  (7)  doit  se  réduire  à 


2-sin(3/p  — L. 


j»<f  r 

Cest  la  seconde  conséquence  qu*il  s^agissait  d'établir. 


%  Z.  —  Simplification  définitive  de  l'équation  du  n*  34 

et  contradiction  qui  en  résulte. 

49.  Nous  venons  de  démontrer  dans  le  précédent  paragraphe 
que  les  deux  sommes 

2  —  (^  -♦-  ces  plp)     et      2  ~  ^^^  ^P 

p<y  P  p<v  P 

convergent  vers  des  limites  finies  quand  y  tend  vers  fintini.  Il  en 
sera  de  même  pour  la  somme  algébrique 

j»<y        \P        P^'l         TiyP  ^vP 


Donc,  si  nous  nous  reportons  à  Téqualion  (15)  du  n"  34,  nous 
reconnaîtrons  qu'il  est  permis  de  faire  passer  du  premier  au 
second  membre  le  premier  terme  qui  est  de  la  forme  L.  On 
obtient  ainsi,  en  changeant  les  signes, 


(8) 


(-  -*-  -77)  2  ^^ = ^  "*"  *"' 


et  p,  ayant  changé  de  signe,  a  pour  valeur  (oi)  (form.  16) 


Dans  Tcquation  (8)  on   peut  égaler  séparément  les  parties 


(») 
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réelles  et  imaginaires.  Mais  afin  d*cviter  d^écrire  des  termes  inu^ 
tiles,  nous  remarquerons  dès  maintenant  que  la  somme 

8     ^ 


p  p(p  —  ^) 


est  réelle,  parce  que  les  racines  p  sont  conjuguées  deux  à  deux 

(n*  3). 

60.  Pour  simplifier  récriture,  désignons  avec  les  lettres  ^ 
et  ri  respectivement  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d*une 
quantité  complexe,  c*est-à*dire  que  Ion  aura,  u  et  v  étant  réels, 

^  (m  -♦-  iv)  —  ti,    Q(u  -♦-  iv]  «  V. 

Cela  posé,  égalons  séparément  les  parties  réelles  et  imaginaires 
des  deux  membres  de  Téquation  (8),  il  viendra,  eu  égard  à  la 
remarque  finale  du  numéro  précédent, 

y      j»<y  L      ï— pi  p  fie—^)       p  pip—po] 

y    f?9  L     ^—pi  p  p(p  —  piU 

Les  termes  S{L  et  ^L  sont  les  parties  convergentes  des  deux 
développements.  Leur  valeur  peut  se  calculer,  mais  il  est  inutile 
de  les  connaître. 

Je  vais  maintenant  démontrer  que  les  deux  équations  (9)  sont 
en  contradiction  Tune  avec  lautre. 

Pour  cela,  multiplions  la  seconde  équation  par  dy  et  intégrons, 
en  remarquant  que  par  rapport  à  la  variable  réelle  y  on  peut 
intégrer  sous  le  signe  S  ;  puis  divisons  encore  toute  Téquation 
par  y.  Il  viendra,  en  désignant  par  L'  une  nouvelle  quantité  con- 
vergente quand  y  tend  vers  Tinfini, 

j«3  .*   I  L'  «_ tl f/*~P*  -4-   0  P'  ^ I  . 

L  (*  —  pi)  (2  "Pi)  *  P   Pip  —  Pi)  (p  —  Pi  -*-  Oj 


(10) 


(") 
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Mais  nous  avons  déjà  calculé  au  paragraphe  précédent  (n*  48, 
form.  4)  l'intégrale  du  premier  membre.  Nous  avons  trouvé 
(page  54) 

—yJ  '4t- l/pj — pr-l/""'- 

Remplaçons  donc  rinlégrale  par  sa  valeur  et  multiplions 
réqualion  par  P,  nous  trouverons,  en  désignant  par  L*^  une  nou- 
velle quantité  convergente  pour  y  infini, 

i  -♦-  CCS  fi/i/  ^  , 

—2à^P 


p<y 


S{ 


=.  6  'j  II" ^ v'"p*  -^  Pi  cS' — *' 1  • 

•    L       (^-pi)(2-p.)^        '^^P  P(p-P.)0>-Pi-^^)J 

En  vertu  du  théorème  VI  (n''  41),  ce  nouveau  développement 
doit  être  identique  à  celui  que  fournit  le  second  membre  de 
la  première  équation  (9).  Or  c*esi  ce  qui  est  impossible,  comme 
nous  allons  le  montrer. 

Identifions,  en  effet,  les  deux  parties  périodiques.  Il  vient 

L    ^— pi  pp(p— i)        p  p(p  — pi)J 

'^    L      (i-P*)(2-p.)^  ?  p(p-Pi)(p-'Pi-^i)l 

Les  deux  membres,  toutes  réductions  faites,  doivent  être  com- 
posés des  lignes  trigonoméiriques  des  mêmes  arcs  affectées  des 
mêmes  coefficients.  Cette  identité  de  composition  est  la  seule 
chose  qui  nous  intéresse  pour  le  moment.  Elle  doit  persister  si 
Ton  différentie  les  deux  membres  par  rapport  à  y,  sans  quil  y  ait 
lieu  de  se  demander  si  les  sommes  restent  ou  ne  restent  pas  con- 
vergentes. Multiplions  donc  Téquation  (11)  qui  précède  par  y, 
différeulions-la  deux  fois  de  suite  et  multiplions-la  ensuite  par  y. 
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Il  viendra,  sans  calcul,  si  Ton  remarque  que  ces  opérations  se  font 
sous  les  signes  S{  et  ^^ 

^["-{2  -  ei)piy'-^'  -^  8»f-'  -^  p,s-^""p'"*"%P-P.] 
(•2)  {     '-  n 

Je  dis  d'abord  que  Tidentité  est  impossible  si  p  prend  une 
infinité  (*)  de  valeurs  dans  cette  relation.  Comparons,  en  effet, 
dans  cette  hypothèse,  les  cosinus  qui  figurent  dans  les  deux 
membres.  Dans  le  premier  membre,  les  cosinus  de  la  première 

somme  Sj/^^  ont  tous  pour  coefficients  -4-  1  ;  les  coefficients  des 

p 

cosinus  réels  de  la  seconde  somme  tendent  visiblement  vers  ce 
même  nombre  -i-  1  quand  p  croît  indéfiniment,  comme  le  montre 
la  décomposition 

/>.  p:z£l:!LÎ  p.p.  _  (^  ^  p,)yp.p.  ^  pJLziùy,-e.^ 
?  p 

dans  laquelle  le  second  terme  est  évanouissant.  Par  conséquent, 
le  premier  membre  renferme  une  infinité  de  cosinus  avec  des 
coefficients  finis.  Dans  le  second  membre,  au  conuraire,  tous  les 
coefficients  tendent  vers  zéro  quand  p  croit  indéfiniment.  L'éga- 
lité des  coefficients  devient  donc  impossible  à  partir  d*un  certain 
rang.  Il  ne  peut  y  avoir,  par  conséquent,  qu*un  nombre  limité  de 
valeurs  de  p. 

Mais  j'ajoute,  d'autre  part,  qu'il  est  également  impossible  que 
p  ne  prenne  qu*un  nombre  limité  de  valeurs.  En  effet,  dans  ce 
cas ,  je  choisirais  pour  pi  la  racine  1  h-  ^t  dans  laquelle  P  a 
la  plus  grande  valeur  possible.  Cela  posé,  il  y  aura  dans  la 

somme  S'  de  chacun  des  deux  membres  de  l'équation  (19)  un 

p 

terme  qui  existera  toujours  et  ne  peut  se  réduire  avec  aucun 
autre  du  même  membre.  C'est  celui  dans  lequel  p  »»  1  —  ^t  est 

('}  11  ne  faut  pas  oublier  que  p  représente  successiTenicut  dans  les  sommes  S  toutes  les 
racines  de  la  forme  i  -«-  0i,  et  celles-là  seulement.  (Voir  no  ^)  ^ 

XX.  16 
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le  conjugué  de  p|,  car  p — pi  a,  dans  ce  terme,  une  valeur 
p  —  Pi  B=s  —  2|3t  qui  n*esl  atteinte  dans  aucun  autre.  On  doit  donc 
avoir  identiquemen  t,  pour  pi  =  1  H-  Pi,  p  =«  I  —  Pi, 

P  P 

Cette  identité  8e  réduit,  pour  y  <=»  1,  à 

(15)     ....  ^(1-2p»)^.«P5^.. 

Mais,  comme  on  a 

i-2pt-(1-pO-pt, 
la  dernière  identité  (13)  se  transforme  encore  dans  la  suivante 

Enfin,  par  la  relation  ^  (ti-+-  ii?)  i  «=  —  <3  (w  -»-  ««^)»  on  trouve 

ia(i^pi)-o, 

ce  qui  est  absurde.  Donc  Thypothèsc  qui  nous  a  conduit  à  cette 
contradiction  doit  être  rejetée,  et  nous  pouvons  énoncer  ce  théo- 
rème important  : 

51.  Théorème.  —  La  fonction  2;  (s)  n^a  pas  de  racines  de  la 
forme  1  -f-  Pi  et  par  conséquent  toutes  les  racines  de  2;(s)  sans 
exception  ont  leur  partie  réelle  plus  petite  que  l'unité. 


«r 
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CHAPITRE  IV. 

Conséquences  asymptotiques  relatives  a  la  théorie 

des  nombres  premiers. 


§  1.  —  Expression  asymptotique  de  l'équation  fondamentale 

du  n»  28. 

62.  RevenoDSy  maintenant  que  nous  sommes  en  possession 
de  connaissances  nouvelles,  è  Téquaiion  du  n*  28, 


y  MO)     ^f^-^) 


-^ 


Si  Ton  fait  tendre  y  vers  Tinfini,  ainsi  que  nous  Favons  déjà 
remarqué  pour  la  seconde,  les  deux  sommes 

convergent  vers  zéro.  La  chose  est  claire  pour  la  seconde,  mais 
elle  est  aussi  rigoureusement  vraie  pour  la  première,  car  dans 
tous  les  termes  sans  exception  p — 1  a  sa  partie  réelle  négative, 
donc  tous  les  termes  convergent  vers  zéro,  et  comme  la  série 
converge  uniformément,  la  somme  de  la  série  doit  aussi  lendie 
vers  zéro,  il  est  bien  certain  que  la  série  converge  uniforme- 
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ment,  car  elle  a  tous  ses  termes  moindres  que  la  série  absolu- 
ment convergente 

r  p(p  -  *)' 

dont  les  termes  ne  dépendent  plus  de  y. 

1!  est  utile  toutefois  de  remarquer  que  nous  ne  sonmaes  pas 
en  état  d'apprécier  avec  quelle  rapidité  la  somme 

converge  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini.  Il  peut  se  faire  que 
cette  somme  converge  vers  zéro  moins  rapidement  qu*aucune 
puissance  négative  de  y,  CVst  ce  qui  arriverait  si  les  racines 
de  ^(s)  se  rapprochaient  indéfiniment  de  la  droite x>s«l  pour 
des  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  leur  module.  Or  il  n*e8t 
pns  démontré  jusqu*è  présent  quil  en  soit  autrement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  désignant  par  e  une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  quand  y  augmente  indéfiniment,  nous  pouvons  mettre 
Téquation  (1  )  sous  la  forme 


(2) 


}<yP'^    yA''""'^     *     ^^bw"*"*-*] 


et  le  second  membre  nous  fournit  la  valeur  asymptotique  du  pre- 
mier quand  y  augmente  indéfiniment. 

68.  Cette  équation  (2)  peut  d*ailleurs  se  simplifier.  En  effet, 
la  différence 

#»<»  P '  #»■•<»  P  F<f  P  P*<V  P 


^  /p        V  'p  ^ 
p<v  r       F»<f  P 

tend  visiblement  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini. 
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De  même  la  différence 

tend,  par  un  raisonnement  connu  (33),  vers  zéro  quand  y  tend  vers 
rinfini. 

L*équation  (2)   peut  donc  s*écrire   (en   remarquant  :  -— 

Les  nouvelles  sommes  sont  simplement  étendues  maintenant 
aux  nombres  premiers  <  y,  et  e  tend  toujours  vers  zéro  pour  y 
infini. 

64.  Nous  allons  encore  montrer  que  la  constante,  indiquée 
sous  forme  de  limite  dans  Téquation  (3), 


n'est  autre  chose  que  la  constante  d'Euler. 
On  a,  pour  s  >  i , 


((«Isl    -• ^.    —    ^    ...    ESI    (1 1 ...    1 

^'  2'      3'  2  V        2*      5'  /' 


*-2^ 


d  OÙ  en  égalant  les  dérivées  logarithmiques 


c'W 

2'" 

3' 

«W 

1  - 

—^  —  -^  •  •  • 
2* 

2/2 
2-  — 2 
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On  tire  de  \k 


.=.  |_Ç(,)       s-i] 


li      /3      M 
¥~5  "*"? 


^,  [,  — i        2*  — lj 


Le  dernier  terme  se  calcule  aisément  par  la  régie  de  L*Hôpital 
On  a,  pour  «=  i, 

2*  —  i  _  (,  —  1)2/2  2'/2  —  2/î 


(,_1)(2'  — i)  2'  — 1  -f-(«  — i)2'/« 

2'(/2)'  a 

"^  2'/2  -f-  2'/2  +  (/»  —  i)2'(«)*  ""  2" 

On  peut  aussi  calculer  le  premier  terme.  On  a  d*abord  au 
dénominateur 

i h =  /2. 

2      3 

Pour  calculer  le  numérateur,  posons  Tidentilé 

2-      3*       4*  (2/1)'       \         2'/^n'       .f.n' 


Il  vient,  en  différentiant, 

/2      /3      /4^  /2/1 

2''*5'       4*  ^(2 


î«^       2/2^-_l^/         2\^-/n 


Faisons  «  «=»  1  dans  cette  relation,  nous  trouverons  Téquation 
/2       /3       /4  /2w       .    ^- 1        *;  tn 
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Soit  C  la  constante  d^Euler,  on  a  les  équations  asymptotiques 
pour  n  infiniment  grand 


.  n 

u 

2 


|7-/>-î[""t-'"« 


et  en  substituant  ces  valeurs  au  second  membre  de  Téquation 
précédente,  on  trouve 

2        3        4  2 

Tout  est  maintenant  calculé  dans  le  second  membre  de  Téqua- 
lion  (4),  et  cette  équation  nous  donne 


lim     — ^ — I = 


comme  nous  Tavions  annoncé. 

En  conséquence,  Téquation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(5)     .     .     .     iJE^-iSlp^ly-C-i^. 

p<yr        ■        U  p<9 

§  2.  —  Conséquences  asymptotiques  de  cette  équation. 


55.  Reprenons  Téquation  (5),  où  C  est  la  constante  d'Euler, 

ip i 

p<y  P        ■         y  f<y 


multiplions-la  par  dy^  puis  intégrons  les  deux  membres  et  divi- 
sons par  Y/»  on  aura,  en  désignant  par  s'  une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  comme  s  quand  y  tend  vers  Tinfini, 


(«) 


yJ      r<yP— <     yJ   y  ,<,       yJ 
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Calculons  la  première  de  ces  intégrales,  on  trouve 

On  remarque  que  ^  -^j  étant  de  Tordre  de  ly  à  cause  de 
réquation  (5),  le  dernier  terme  ^  ^  -^^  tend  vers  zéro  quand  y 
croit  indéfiniment.  D*autre  part,  les  aeux  termes  précédents  sont 
ceux  du  premier  membre  de  réquation  (5);  en  leur  substituant 
leur  valeur  donnée  par  cette  équation,  on  trouve  donc 

y 
(7)     .      .      ,        i    Aj,2JL^==/y«C-1^.. 


Lintégrale  du  second  membre  de  Péquation  (6)  se  calcule 
aussi  sans  difficulté  : 


(8) 


.      .      .iy*/yrfy  =  ![y(/y_|)j;«/y_|^i 


I/équation  (6)  se  réduira  donc,  en  substituant  ces  valeurs  (7)  et 
(8),  en  supprimant  les  termes  communs  dans  les  deux  membres 
et  en  changeant  les  signes,  à  la  suivante  : 

(9) if'lllp^i^, 

e  tendant  vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini. 

56.  Nous  allons  déduire  maintenant  de  Téquation  (9)  que  le 
rapport 

tend  vers  Tunité  quand  y  tend  \ers  Tinfini. 
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En  changeant,  pour  plus  de  clarté,  la  variable  d'intégration, 
l'équation  (9)  peut  s'écrire 


fr  2  'p = (*  +  ')y- 


Soit  k  un  nombre  positif  donné,  indépendant  de  y  et  arbitraire- 
ment petit.  Changeons  j/  en  (1  -h  A)  y  dans  Téquation  précédente, 
et  désignons  par  e'  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  y  tend 
vers  Pinfiniy  on  aura 


/(t+»)jf 


On  soustrait  de  cette  équation  celle  qui  la  précède  et  Ton  trouve 


(«+*)y 


_  2  /p  =  %  -t-  fy  +  »'(*  +  %, 


et  en  divisant  par  ky^ 


Faisons  maintenant  tendre  y  vers  Tinfini,  e  et  e'  tendent  vers 
zéro,  et  il  vient,  quelque  petit  que  soit  A, 


y»co  kyj      X  fi, 
y 

Remarquons  que  la  fonction  ^  Ip  est  constamment  constante 
ou  croissante  sous  le  signe  d*in(^ration  et  que  Ton  a,  par  suite, 


r>8  --  îi50  — 

esjnégalilés 

(1-Hk.y  (l+Ay 

Par  conséquent,  si  Ton  fait  tendre  y  vers  Tinfini,  on  aura»  sans 
présupposer  Texistenee  ci*une  limite  déterminée  (les  inégalités 
pouvant  n*étre  que  des  limites  dindétermination), 

y-w         hy       ^<, 


D'ailleurs  on  peut  changer  y  en  -y^t^  ^^^^  '^  seconde  inégalité 
et  Ton  trouve,  par  la  combinaison  des  deux  inégalités. 

Dans  ces  relations,  k  est  aussi  petit  que  Ton  veut;  on  peut  le 
faire  tendre  vers  zéro,  et  les  deux  membres  extrêmes  tendent 
alors  vers  Punité.  On  a  par  conséquent 

lim  -2  'P*™  •' 

et  Texistence  de  la  limite  est  en  même  temps  démontrée. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  important  dont  la 
démonstration  rigoureuse  n'avait  pas  encore  été  obtenue  jusqu'à 
présent  (*)  : 


(')  Le  rébultat  a  été  afliriné  sans  démoustraiion  par  M.  Stieltjrs.  —  M.  Cahen  a  essayé 
de  l'établir  dans  sa  Théxe  de  iB94,  mais  il  y  a  une  lacune  dans  sa  démonstration.  M.  Cahen 
affirme  (au  bas  de  la  page  4i)  la  convergence  d'une  série  dont  tous  les  termes  s'obtiennent 
en  intégrant  tous  les  termes  d'une  série  convergontc  entre  des  limites  infinies.  La  conver- 
gence de  cette  série  ne  repose  sur  rien  et  serait  beaucoup  plus  difficile  à  démontrer  que 
le  théorème  que  M.  Cahen  veut  établir. 
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Théorème.  —  La  somme  des  logarithmes  naturels  des  nombres 
premiers  inférieurs  à  y  est  asymptotique  à  y  quand  y  tend  vers 
rinfini 

Ce  théorème  en  donne  immédiatement  un  autre,  déjà  énoncé 
mais  non  démontré  jusqu'à  présent. 

Théorèmb.  —  Quelque  petit  que  soit  k,  le  nombre  des  nombres 
premiers  compris  entre  y  et  (i  -h  k)  y  augmente  indéfiniment 
avec  y. 

57.  Les  résultats  trouvés  au  numéro  précédent  vont  nous 
fournir  une  nouvelle  loi  asymptotique  peut-être  pins  curieuse 
encore.  Revenons  à  Téquation  (5)  écrite  en  tête  du  n*  55.  On 
peut  y  supprimer  respectivement  clans  les  deux  membres  les  deux 
termes 

qui  se  détruisent  à  la  limite,  de  telle  sorte  que  celle  équation  se 
réduit  à  la  relation 

fiyP  —  ^ 

de  là  le  théorème  remarquable  que  voici  : 

Théorémb.  —  La  différence  des  deux  quantités  indéfiniment 
croissantes 

"-2  A' 

a  pour  limite  la  constante  d'Euler  quand  y  tend  vers  l'infini. 

Ce  théorème  appelle  un  rapprochement.  Formons  les  diiïé- 
renées 

la  somme  s*étendant  dans  la  première  aux  nombres  premiers  et 
dans  la  seconde  aux  nombres  naturels,  on  voit  que  ces  deux  diffé- 
rences ont  la  même  valeur  asymptotique,  la  constante  d*Enler, 
quand  on  fait  tendre  y  vers  Tinfini. 
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APPENDICE  A  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 


Réflexions  appucablbs  a  une  PonMULB  donnée  par  Riemann. 

Rappelons  d*abord  la  formule  de  Rieroann,  dont  on  se  sert  pour 
exprimer  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite 
donnée 

f{x)  —  Lt(x)  ■♦-  2  [Lt(xi-^«*)  ^-  Lt  (xi-»*)] 


a 

00 


/ 


X* —  1  xlogx 


^      ■  log«(0). 


La  fonction  f{x)  de  cette  formule  est  définie  par  Téquation 


nx)~2*-^(x'). 


où  F(x)  désigne  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  x.  La 
somme  £  s'étend  i  toutes  les  racines  a  de  ^(t)  associées  deux  h  deux. 

Certains  auteurs  ont  cru  trouver  dans  ces  derniers  temps  (*)  une 
démonstration  plus  ou  moins  indirecte  de  cette  formule.  On  nous 
permettra  h  cette  occasion  de  faire  ici  quelques  réflexions  qui  ne 
seront  peul-étre  pas  sans  importance. 

Seulement,  au  lieu  de  raisonner  sur  la  formule  de  Riemann,  qui  ne 
figure  pas  dans  notre  Mémoire,  nous  allons  raisonner  sur  une  for- 
mule plus  simple,  qui  est  entièrement  de  même  nature,  donne  lieu 


(*)  La  dernière  tenUtite  est  due  à  M.  von  Màngoldt  :  Aunug  aui  einer  Arbea  unter 
dem  Titel:  Zu  Riemann* s  Abhandlung,  iiberdie  Amahl  der  Primzahlen  unter  einer 
gegebenen  Grotte,  SiTZUNGsBERiCHTE  DER  KONiG.  Preus8.Akauemic  derWi88.zu  Berlin, 
t.  XXXVl,  i894. 

H  y  a,  dans  ceUe  démonstration,  une  erreur  irrémédiable.  M.  Yon  Màngoldt  admet  (en 
haut  de  la  page  899,  p.  iO  de  Textrait)  qu'une  somme  d'un  nombre  H  de  termes,  qui  ten- 
dent vers  zéro,  tend  aussi  fers  zéro.  Mais,  en  même  temps  H  augmente  indéfiniment»  ce 
que  l'auteur  parait  oublier.  —  L'article  de  M.  von  Mamgoldt  fient  d'être  traduit  par 
M.  Laugel  dans  les  Annales  de  l'École  normale  supérieure,  t.  XIII,  1896. 
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aux  mêmes  difficultés  et  représenterait  comme  celle  de  Riemann  une 
fonction  discontinue. 

Pour  obtenir  cette  formule,  supposons  qu'il  soit  permis  de  diffé- 
rentier  Téquation  du  n""  28  pour  une  valeur  de  y  différente  d*un 
nombre  premier  ou  d*une  puissance  d*un  nombre  premier.  Les 
sommes  devront  être  traitées  comme  des  constantes, et  en  multipliant 
ensuite  par  y,  on  trouvera  Téquation 

On  sait  d'ailleurs  que  la  valeur  asymptotique  du  premier  membre 
est  l'unité,  premier  terme  du  second  membre,  mais  cela  ne  résulte 
pas  de  cette  relation. 

Je  vais  faire  sur  cette  équation  quelques  remarques  applicables  sans 
changement  &  la  formule  de  Riemann  et  &  d'autres  du  même  genre 
qui  représentent  ou  devraient  représenter  des  fonctions  discontinues. 

Le  second  membre  de  la  formule  (2)  renferme  une  série  qui  n'est 
pas  absolument  convergente,  savoir 

(S) 2^'' 

parce  qu*il  résulte  de  la  loi  de  croissance  des  racines  p  que  la  série 

5  mod- 

p  /» 

a  une  valeur  infinie.  Dès  lors,  si  la  série  (3)  est  convergente,  cette 
convergence  est  due  aux  changements  de  signes  de  ses  termes,  et  sa 
valeur  dépend  de  l'ordre  dans  lequel  ses  termes  sont  rangés.  On  peut 
tirer  de  là  la  conséquence  suivante  : 

Toute  appréciation  de  l'ordre  de  grandeur  de  la  série  supposée 
convergente 

tirée  de  la  considération  de  la  série  elle-même,  est  dépourvue  de 
valeur,  si  elle  ne  tient  pas  compte  de  Tordre  dans  lequel  les  termes 
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sont  ranges,  et  si  elle  ne  repose  pas  sur  une  connaissance  précise 
(les  valeurs  successives  des  racines  p,  valeurs  qui  déterminent  les 
changements  de  signes  des  termes  de  la  série.  Or  Tobscurité  qui 
enveloppe  ces  racines  est  impénétrable  à  l'heure  actuelle,  et  rend, 
par  conséquent,  toute  tentative  d'évaluation  impossible.  Il  résulte  de 
\h  qu'alors  même  qu'on  admettrait  que  la  série 

2t 

P  P 

est  convergente  et  que  Téquation  (2)  est  exacte,  cette  équation  serait 
pratiquement  chimérique  et  il  n'y  aurait  rien  h  en  conclure. 

Mois  nous  avons  supposé  ici  gratuitement  Texactitude  de  la  for- 
mule (2).  Pour  que  la  dérivation  qui  Ta  fournie  fût  légitime,  il  faudrait 
pouvoir  démontrer  que  la  aérie  (3)  converge  uniformément  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  considérée  de  y.  Pour  se  rendre  compte  de  la 
difficulté  contre  laquelle  toute  tentative  de  démonstration  va  venir  se 
heurter,  il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  {"2).  On  y  trouve  une  fonction  discontinue  qui  change  brusque- 
ment de  valeur  quand  y  devient  égal  h  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Il  résulte  de  là  que  si  la  formule  (2)  est  exacte,  la  série 


2 


y'-' 


9       P 

ne  peut  converger  uniformément  que  dans  les  intervalles  de  ces 
puissances.  Donc  toute  preuve  de  l'uniformité  de  la  convergence 
devra  commencer  par  se  restreindre  à  ces  intervalles,  dont  la  loi  noua 
est  aujourd'hui  complètement  inconnue. 

On  répondra  peut-être  à  cette  objection  qu'on  peut  démontrer  la 
formule  par  une  autre  voie,  sans  devoir  se  baser  sur  l'uniformité  de 
la  série  (3). 

Il  y  a,  en  effet,  deux  manières  encore  de  démontrer  la  formule  (2) 
ou  les  formules  analogues. 

La  première  consiste  à  considérer  la  série  (3)  comme  limite  d'une 
somme  (certainement  convergente) 

2  ^p(y^*^)f 
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dont  les  termes  Up  (y,  m)  dépendent  d'un  paramètre  variable  m  et 
tendent  respectivement  vers  eeux  de  la  série  (3)  quand  m  tend  vers 
une  eertaine  limite,  par  exemple  a.  Le  nombre  des  termes  de  la 
somme  S  peut  être  illimité  quel  que  soit  m,  ou  seulement  croître 
indéfiniment  quand  m  tend  vers  a.  Au  fond,  cela  revient  au  même. 
Dans  les  deux  cas,  pour  que  le  passage  à  la  limite  fût  rigoureux,  il 
faudrait  pouvoir  établir,  d*une  manière  ou  d'une  autre,  le  point  sui- 
vant : 
Si  Ton  partage  la  somme  en  deux  parties 

l'une  bornée  aux  n  premiers  termes,  Tautre  étendue  h  tous  les  termes 
suivants,  il  faudra  pouvoir  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  seconde 
somme  soit  aussi  petite  que  Ton  veut,  quel  que  soit  m,  au  moins  dans 
le  voisinage  de  m  s=  a.  Cette  démonstration  est  certainement  impos- 
sible, si  on  laisse  y  indéterminé.  En  elTet,  quelque  grand  que  soit  n, 
la  somme 

00 

2  «F^y»*») 


admettra,  y  et  m  variant,  toutes  les  mêmes  discontinuités  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (2).  On  retombe  donc  au  fond  sur  la  même 
difficulté  que  tout  à  Theure. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'une  seule  méthode,  la  seule,  croyons-nous, 
qui  ne  soit  pas  irréalisable,  c'est  de  sommer  directement  la  série.  Cesi 
ainsi  que  Ion  procède  pour  démontrer  la  convergence  des  séries  de 
Fourier.  Que  l'on  songe  maintenant  aux  diflicultés  que  Ton  rencontre 
déjà  dans  la  théorie  de  cette  série  où  la  loi  de  formation  des  termes 
périodiques  est  la  plus  simple  qu'il  soit  possible  d'imaginer,  on  sera 
tenté  de  se  dire  qu'alors  même  que  l'on  aurait  la  connaissance  exacte 
de  la  composition  des  termes  de  la  série  (3),  le  problème  de  sommer 
cette  série  pourrait  encore  se  heurtera  des  difllicullés  insurmontables. 
Que  faut-il  en  penser  tant  que  la  loi  de  formation  des  termes  est 
inconnue? 

Enûn,  le  rapprochement  avec  la  série  de  Fourier  appelle  une  der- 
nière remarque  On  sait  que  la  série  de  Fourier  peut  servir  par  un 
choix  convenable  de  ses  coefficients  à  la  représentation  d'une  fonction 
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arbitraire.  Or  Ja  série  (3),  commo  aussi  la  série  de  Riemarin  écrite 
plus  haut,  comme  toutes  les  séries  analogues,  n*est  au  fond  qu'une 
série  trigonométrique  dont  les  éléments  nous  sont  inconnus.  Quelle 
lumière  peut-on  espérer  tirer  d*une  pareille  représentation? 

La  seule  conclusion  qu*il  y  ait  à  tirer  de  li,  c'est  que  la  preuve  de 
la  formule  de  Riemann  parait  être  actuellement  au-dessus  de  toutes 
les  ressources  de  l'analyse. 
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NOTE 


SUR 


L'ÉTAT  INTÉRIEUR  DU  GLOBR  TERRESTRE 


PAR 


Eug.  FERRON 

Comnissaire  du  Gouvernement  près  les  chemins  de  fer 
du  Grand-Duché  de  Luxembourg. 


Dans  noire  travail  Sur  la  température  du  globe  terrestre,  qui 
a  paru  dans  le  compte  rendu  du  Congrès  international  des  calho* 
liqucs  de  Paris  (1891),  nous  avons  présenté  et  développé 
plusieurs  arguments  nouveaux,  en  faveur  de  Thypothèse  de  la 
fluidité  ignée  de  Tintérieur  de  notre  planète;  et  à  la  fin  de  notre 
exposé,  nous  avons  fait  voir  la  possibilité  physique  de  réaliser 
en  partie  Thypotlièse  de  Poisson,  d'après  laquelle  on  pourrait 
concevoir  au  centre  Texistence  d*un  noyau  solidiflé,  malgré  une 
température  excessivement  élevée  correspondante. 

Peu  de  temps  après  la  publication  du  compte  rendu,  il  mVst 
parvenu  une  certaine  conflrmation  partielle  de  cette  dernière 
manière  de  voir,au  sujet  de  laquelle  je  me  fais  un  devoir  d'entrete- 
nir mes  confrères  de  la  deuxième  section  de  la  Société  scientifique, 
vu  qu'elle  touche  à  des  recherches  d'un  émineni  savant  français 
du  dernier  demi-siècle  et  qu'elle  a  trait  à  une  question  scienti- 
fique longtemps  controversée.  A  la  date  du  28  avril  1892,  nous 
avons  reçu,  de  la  part  de  M.  A.  Roche,  professeur  de  mathéma- 
tiques au  Lycée  Louis  le  Grand  de  Paris,  une  lettre  gracieuse 
et  fort  bienveillante,  dont  nous  reproduirons  les  passages  sui- 
vants, touchant  la  question  disculée  : 

XX.  17 
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«  Monsieur,  dans  le  compte  rendu  du  Congrès  scientiGquc 
des  catholiques  de  i89l,  qui  m*est  récemment  arrivé,  j*ai  lu 
avec  le  plus  vif  intérêt  votre  mémoire  Sur  la  température  du 
globe  terrestre.  Par  une  voie  toute  différente,  vous  arrivez  aux 
mêmes  résultats  que  mon  regretté  frère,  feu  Ed.  Roche,  cor- 
respondant de  rinstitut  de  France,  professeur  de  mathéma- 
tiques à  la  Faculté  des  sciences  de  Montpellier.  Mais  la  lecture 
même  de  votre  Note  me  montre  que  vous  n*avez  pas  eu  con- 
naissance de  son  travail,  qui  a  paru  dans  le  tome  X  des 
Mémoires  de  C Académie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier 
(1881). 

9  Je  suis  heureux  que  par  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur  vous  arriviez  à  peu  près  aux  mêmes  conclusions  que 
lui   par   les  méthodes  de   la  mécanique  céleste,  aidées  des 
inductions  prudentes  qui  caractérisaient  ses  recherches.  J*aî 
même  été  frappé  que  la  figure  schématique,  par  laquelle  vous 
représentez  la  succession  des  couches  de  diverses  densités  du 
sphéroïde  terrestre,  reproduit  sensiblement  celle  qui  résul- 
terait de  ses  conclusions  et  que  M.  Flammarion  a  construite 
dans  Pun  des  Mémoires,  postérieurs  à  la  mort  de  mon  frère, 
de  la  Revue  d'astronomie.  • 
Cette  lettre,  éminemment  bienveillante  et  trop  flatteuse  pour 
moi,  était  accompagnée  de  trois  brochures,  parmi  lesquelles  se 
trouvait  le  Mémoire  précité  de  feu  Ed.  Roche,  Sur  l'état  inté^ 
rieur  du  globe  terrestre. 

Je  me  plais  à  réitérer  ici  Texpression  de  ma  vive  reconnais- 
sance à  M.  A.  Roche,  mon  excellent  confrère  du  Congrès  inter- 
national des  catholiques,  pour  sa  précieuse  communication. 
Malheureusement,  mes  occupations  ne  m*ont  permis  que  récem- 
ment d*étudier  le  Mémoire  précité  de  M.  Ed.  Roche,  Sur  Cétai 
intérieur  du  globe  terrestre,  qui  me  parut  imposer  un  travail 
d*analyse  assez  laborieux,  autrement  il  eût  été  indiqué  et  je  me 
serais  peut-être  trouvé  en  situation  de  soumettre  la  présente 
Note  au  dernier  Congrès  tenu  à  Bruxelles. 

Pour  procéder  de  la  manière  la  plus  simple,  relevons  d'abord 
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les  passages  suivants,  placés  au  début  de  son  exposé  :  «  Je  me 

•  propose  de  faire  voir  que  Phypothèse  de  la  fluidité  est  incom- 
»  patible  avec  la  valeur  de  Taplatissement  superficiel,  qui, 
«   diaprés  les  plus  récentes  déterniinalions,  est  supérieur  à  '/ags* 

»  Si  Ton  fait  abslraction  de  fécorce  purement  superficielle, 
>  ainsi  que  d*une  légère   condensation  vers  le  centre,  voici 

•  quelle  serait  la  constitution  du  globe  :  un  bloc  dont  la  densité 
»  est  de  7  à  7,5;  une  couche  extérieure,  de  densité  3,  dont 

•  répaisseur  égale  un  sixième  du  rayon  entier.  » 

Dans  rintérèt  de  la  science,  je  dois  regretter  ne  pouvoir  par- 
tager en  entier  cette  manière  de  voir,  et  d*ètre  obligé  de  montrer, 
que  raccord  entre  cette  doctrine  et  la  théorie  développée 
dans  mon  Mémoire,  n*est  pas  aussi  complet  que  mon  hono- 
rable confrère  du  Congrès  a  bien  voulu  le  dire  dans  sa  commu- 
nication rappelée  plus  haut.  Et  je  juge  d'autant  plus  de  mon 
devoir  d'en  agir  ainsi,  que  le  Mémoire  d'Ed.  Roche  soulève  des 
objections,  non  pas  à  première  vue,  mais  après  mûre  réflexion, 
objections  qui  me  paraissent  de  nature  à  donner  un  nouveau 
et  éclatant  relief  à  la  grande  probabilité  de  Thypothèse  de 
Fourier. 

Il  est  bien  vrai,  comme  le  dit  Fauteur  dans  son  «  Exposé  du 
sujet  »,  qu*en  dehors  de  toute  considération  géologique,  il 
existe  des  conditions  assez  précises  auxquelles  doit  satisfaire  la 
constitution  intérieure  de  la  terre,  à  savoir,  la  densité  moyenne, 
Taplatissement  de  la  surface  des  mers,  enfin  la  valeur  numé- 
rique d'tme  certaine  constante,  déterminée  par  le  phénomène 
astronomique  de  la  précession  des  équinoxes;  mais,  en  ce  qui 
touche  le  premier  point,  on  peut  se  demander,  pour  quelles 
raisons  Fauteur  considère  la  loi  des  densités  et  la  formule  de 
Legendre,  comme  étant  plus  propre  que  la  sienne  è  caractériser 
à  fort  peu  près  Fhypothèse  de  la  fluidité  complète  des  masses 
intérieures  de  la  terre,  alors  que  cependant  la  loi  de  Ed.  Roche, 
savoir 

est  loin  d'être  une  fonction  discontinue;  à  tel  point,  qu'elle  a  été 
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considérée  par  plusieurs  auteurs  comme  étant  suffisamment 
conlinue  pour  se  laisser  appliquer  au  cas  de  notre  globe,  envi- 
sagé comme  composé  d'une  masse  entièrement  fluide.  Citons 
entre  autres  savants,  M.  Théodore  Wand,  membre  du  Parlement 
du  Royaume  de  Bavière,  auteur  d'un  ouvrage  fort  apprécié, 
ayant  pour  titre  :  Die  Principien  der  maihematiichen  Physik,  und 
die  Poienlialtheorie  (Verhg  von  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1871). 
Au  paragraphe  40  de  ce  livre,  on  trouve  une  détermination 
détaillée  de  la  valeur  de  Taplalissement  de  la  terre,  déduite  des 
éléments  numériques  caractérisant  la  précession  et  la  nutation, 
et  dans  Thypothèse  de  sa  fluidité  complète. 

Appliquant  la  loi  des  densités  ci-dessus  de  Ed.  Roche,  M.  Wand 
arrive  à  une  valeur,  pour  Taplatissemcnt,  égale  h  '/s?»*  ^^  f^i^ 
observer  que  cette  fraction  concorde  avec  celle  que  Ton  a  dédin'ie 
des  résultats  fournis  par  les  expériences,  qui  avaient  pour  objet 
la  détermination  delà  longueur  du  pendule  simple  sous  diverses 
iatitudes,  et  où  Ton  a  trouvé  pour  cet  aplatissement,  7i8s- 

Voilà  des  valeurs  autrement  grandes  que  les  rapports  ^^94 
et  7292  qu*Ed  Roche  a  cru  devoir  substituer  à  la  fraction  con- 
sacrée 7296* 

Il  résulte  d'ailleurs  de  là,  que,  s'il  est  permis  de  trouver  con- 
cordants les  rapports  727»  ^^  Vissi  îl  ^^^^  ^"  ^^^^  ^^  même  des 
fractions 

i  i  i 

ou 
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dont  les  différences  doivent  aussi  être  du  même  ordre  de 
grandeur  que  les  erreurs  d'observation.  Et  l'on  peut  affirmer 
qu'il  se  passera  encore  bien  des  années,  peut-être  des  siècles, 
avant  que  quelque  savant  puisse  prouver  d'une  façon  absolument 
rigoureuse,  que  la  valeur  de  l'aplatissement  réel  de  la  terre  est 
plutôt  représentée  par  la  fraction  7294  fl"^  P^r  7296*  A.  l'appui 
de  noire  assertion,  citons  le  passage  suivant  du  deuxième 
Mémoire  de  M.  Elie  Ritter,  Sur  la  détermination  de  la  figure  de 
la  terre,  inséré  au  tome  XVI  (i^*  partie)  des  Mémoires  de  la 
Société  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Genève,  année 
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1861  :  «  Il  esl  important  de  faire  remarquer  ici  que  le  problème 
»  de  la  flgure  de  la  terre  est  en  théorie  un  problème  de  méca- 
»  nique,  et  que  les  solutions  purement  géodésiques  sont  toujours 
■   plus  ou  moins  des  solutions  empiriques.  • 

A  la  vérité,  eet  auteur  a  déjà  fait  voir  dans  le  travail  cité, 
qu*en  appliquant  le  méridien  de  Legendre  aux  mesures  géodé- 
siques, effectuées  sur  onze  arcs  de  méridiens  terrestres,  on  arri 
vait  à  la  valeur 

i 

-  =  292,204  àz  2,59  ...  (page  193) 

A* 

pour  rinverse  de  Faplatissement  ;   donc  pour  faplatissement 

lui-même 

1 

^~  292,204  ±2,59* 

valeur  plus  rapprochée  de  7s94  l^e  de  ^sge* 

Mais,  n*est-il  pas  possible,  qu*une  autre  loi  des  densités,  inter- 
médiaire entre  celle  de  Legendre  et  celle  de  M.  Ed.  Roche,  con- 
vienne mieux  au  cas  de  la  terre,  dont  Faplatissement  pourra 
différer  alors  notablement  des  chiffres  auxquelles  est  arrivé  le 
savant  suisse,  ainsi  que  les  calculateurs  plus  modernes  sur  les 
résultats  desquels  s*appuie  le  Mémoire  d'Ed.  Roche? 

D'ailleurs,  les  différences  entre  les  chiffres  discutés  sont  telle- 
ment faibles,  qu'il  doit  paraître  pour  le  moins  risqué  d*en  faire 
dépendre  une  conclusion  aussi  grave  et  aussi  décisive  sur  la  ques- 
tion de  rétat  intérieur  de  la  terre.  Les  sciences  appliquées  nous 
offrent  beaucoup  d'exemples,  où  certaines  grandeurs,  différant 
beaucoup  plus  entre  elles  que  les  chiffres  ci-dessus  de  l'aplatis- 
sement, ont  néanmoins  été  traitées  comme  équivalentes  :  c'est 
ainsi  que,  à  la  page  286  de  son  Traité  élémentaire  de  mécanique 
céleste^  M.  Résal  observe,  que  la  différence  entre  les  fractions 
Vi953o  et  7i9i90»  représentatives  du  rapport  -^,  est  inférieure  à 
Terreur  probable  d'observation.  Notons  que  ces  deux  fractions  là 
sont  entre  elles  comme  7395  esta  '/i9o* 

Le  passage  ci-dessus  reproduit  du  Mémoire  de  M.  Elie  Ritler 
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est  précédé  de  Talinéa  suivant  qui  n*est  pas  favorable  non  plus 

à  la  théorie  de  Roche  : 

•  Les  déterminations  auxquelles  je  suis  parvenu  laissent 
subsister»  entre  le  calcul  et  les  observations,  des  différences 
qui  témoignent  que  le  problème  n'est  encore  résolu  qued*une 
manière  approximative.  Les  données  qui  se  réduisent  au  fond 
à  7K  latitudes  observées,  comprenant  64  ares  ou  sections 
d'arcs  distinctes,  paraissent  trop  peu  nombreuses,  et  en  partie^ 
trop  affectées  par  des  causes  locales  pour  donner  un  poids 
suffisant  au  résultat.  Cependant,  il  me  semble  que  la  conclu- 
sion qui  se  déduit  de  ce  calcul,  c'est  que  la  figure  de  la  terre 
s'écarte  de  celle  d*un  ellipsoïde  de  révolution,  et  que  le  méri- 
dien réel,  comparé  au  méridien  elliptique  construit  sur  les 
mêmes  axes,  présente  vers  le  45^  degré  de  latitude  un  renfle- 
ment dont  la  valeur  ne  peut  pas,  il  est  vrai,  être  déterminée 
d'une  manière  bien  précise,  mais  dont  Texistence  parait 
incontestable.  > 
L'ellipse  nitérée  réelle  a  pour  équation 

tt»  "*"  6»         ■*"  j  15297  ^  17269  )  o*'  6*  * 

On  voit  quelle  grande  incertitude  présente  le  terme  indiquant 
Taltération.  Et  puis  ce  méridien  correspond  aux  continents  où 
Ton  a  pu  opérer  les  mesures  géodésiques.  Reste-t-il  encore  le 
même  pour  l'énorme  surface,  occupée  par  les  Océans,  où  l'on 
ne  peut  pas  effectuer  des  levés  de  cette  nature?  Voilà  certes 
une  grande  cause  d'incertitude  pour  la  valeur  du  moment 
d'inertie  de  la  teiTC,  lequel  affecte  la  quantité  E,  à  laquelle 
Roche  a  fait  jouer  un  rôle  prédominant  pour  la  fixation  de  la 
valeur  de  son  aplatissement. 

Il  importe  de  constater,  que  les  vues  et  conclusions  qui  pré- 
cèdent, sont  corroborées  par  l'opinion  émise  à  ce  même  sujet 
l>ar  Tisserand,  dans  sa  Mécanique  céleste^  t.  II,  chap.  XXI, 
|)p.  368-369  : 

«  L'examen  des  valeurs  obtenues  par  diverses  méthodes  et 
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avec  des  données  numériques  de  sources  diiïércnles  montre 
qu*on  n*en  est  pas  encore  arrivé  au  point  de  pouvoir  affirmer 
que  Taplatissement  (1  :  293,5)  de  M.  Clarke  doit  être  préféré  à 
l'une  des  valeurs  (i  :  299,26),  (1  :  297,8)  auxquelles  est  parvenu 
M.  Helmert.  On  remarquera  d'ailleurs  que  les  erreurs  probables 
des  dénominateurs  de  ces  dernières  sont  de  1  ou  2  unités.  La 
théorie  de  Clairaut  néglige  du  reste  les  quantités  du  second 
ordre  et  ne  permet  pas  de  distinguer  entre  Tellipticilé  et  Tapla- 
tissement,  de  sorte  qu*on  ne  peut  pas  prétendre  à  déterminer 
le  dénominateur  en  question  &  moins  d'une  unité  près. 

«  Il  s'agirait  donc  de  savoir  si  l'aplatissement  7i98  <>tJ  7299  ^^K 
dés  à  présent  être  remplacé  par  ^293  ou  7294-  l^ous  ne  pensons 
pas  que  la  chose  puisse  être  regardée  comme  démontrée.  Cela 
enirainerait,  comme  on  Ta  vu,  des  conséquences  assez  graves, 
car  il  y  aurait  contradiction  entre  l'aplatissement  7293  ^^  '^  valeur 
numérique  de  la  constante  —j^t  fournie  par  la  théorie  de  la 
précession.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  on  adopte  7i97  ûu  un 
aplatissement  plus  petit.  M.  Roche,  regardant  la  contradiction 
comme  bien  établie,  en  avait  conclu  que  l'intérieur  de  la  terre 
doit  être  solide  (^Mémoire  sur  l'élat  inlérieur  du  globe  terrestre, 
Paris,  I8SI).  Cette  conclusion,  qui  serait  d'une  importance 
capitale  pour  la  géologie,  ne  peut  donc  pas  encore  être  considéré 
comme  certaine  (*)  ». 

EnGn,  en  allant  même  jusqu'à  supposer  qu'il  soit  possible  de 
fournir  la  preuve  rigoureuse  du  fait  que  l'aplatissement  de  la 
surface  des  mers,  prolongée  par  la  pensée  tout  autour  du  globe, 
soit  représenté  par  la  fraction 


1 

ou  même 

i 
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292 

rien  ne  s'opposerait  à  admettre  que  la  masse  interne  entièrement 
fluide,  séparée  de  la  croûte  solide  extérieure  par  une  atmosphère 

(*)  C'est  au  moment  de  mettre  sous  presse  que  cet  accord  d'idées  nous  a  été  signalé  par 
notre  confrère,  M.  P.  Maosion,  auquel  nous  adressons  nos  meilleurs  remerciements  pour 
cette  communication. 


gazeuse,  présenic  it  sa  surrace  un  aplaUssemcnt  moindre,  égal, 
par  exemple,  à  la  fraction 


Dans  ce  nouvel  ordre  d'rilées,  on  pourrait  concevoir  les  deux 
systèmes  de  constilutioii  indir|ués  dans  les  figures  ci-jointes, 
également  possibles  a  priori  :  D'après  la  figure  1,  le  quart  du 
globe  terrestre  se  composerait  de  la  croûte  solide  abde,  de 
l'atmosphère  gazeuse  crf/e,  et  du  noyau  fluide  igné  e/o;  d'après 
la  figure  9,  l'espace  occupé  par  l'atmosphère  gazeuse  aurait 
moins  de  capacité,  et  se  terminerait  en  un  point  g,  point  de 
raccordement  de  CD  ei  ED,  le  noyau  fluide  étant  alors  repré- 
senté par  Ei/DO.  Dans  les  deux  cas,  la  surface  extérieure  ab  et 
AB  aurait  un  aplatissement  =  '/iii  °"  '/mi>  '^ndis  que  la  sur- 
face limite  e/el  EgD  présenterait  l'aplatissement  plus  faible  '/,b|. 


i^auateu-- 


Fi(.  1. 


Fig.  S. 


Quand  on  songe  que  la  mHJeiirc  partie  des  régions  volcaniques 
se  trouvent  répandues  dans  la  zone  équatoriale  et  dans  In 
premièrL-  moiiîé  des  deux  zones  tempérées,  alors  on  doit  trouver 
le  second  des  deux  systèmes  plus  probable.  Kt  pour  justifier  la 
coexistence  des  deux  sortes  d'aplatissement  dans  chacun  d'eux, 
on  n'aurait  qu'à  se  rappeler  ce  fait,  qu'à  l'origine  de  la  période 
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de  formation  de  Fenveloppe  solide  extérieure,  la  contraction  ou 
le  retrait  des  masses  dû  au  refroidissement  devait  être  plus  fort 
dans  les  régions  polaires  que  partout  ailleurs. 

Au  n*  2  de  son  «  Exposé  du  sujet  >,  Ed.  Roche  observe, 
qu*en  admettant  la  fluidité  initiale  de  la  terre,  on  pouvait  faire 
sur  son  état  actuel  les  deux  suppositions  contraires  suivantes  : 
Ou  bien  qu'elle  soit  encore  fluide,  ou  bien,  en  la  supposant  en 
grande  partie  solidifiée,  qu'elle  soit  formée  d'un  bloc  solide, 
recouvert  par  une  couche  fluide  d'un  volume  relativement 
faible.  Visiblement,  rien  n'empêche  de  formuler  une  troisième 
hypothèse,  intermédiaire  entre  les  deux  précédentes,  à  savoir, 
que  le  bloc  solide  ait  un  volume  beaucoup  moindre  que  la 
couche  concentrique  fluide  qui  Fenvetoppe  de  toutes  paris.  De 
cette  manière,  on  rentrerait  dans  Tun  des  systèmes,  dont  nous 
avons  démontré  la  grande  probabilité  (voir  le  compte  rendu 
du  Congrès  international  des  catholiques  de  Paris  en  1891),  et 
qui  comporterait  parfaitement  la  valeur  numérique  connue  de 
laplaiissement  de  la  surface  du  globe. 

Au  n"*  13  et  suivants  de  son  Mémoire,  Ed.  Roche  a  cherché 
à  déterminer  Tinfluence  d'une  diminution  de  la  durée  du  jour 
depuis  le  moment  où  le  bloc  se  serait  solidifié,  sur  la  valeur 
de  l'aplatissement.  D'après  M.  Résal  (Traité  élémentaire  de 
mécanique  céleste)^  qui  a  calculé  la  dite  diminution  de  la  durée 
du  jour  due  au  refroidissement  de  la  terre,  en  se  basant  sur 
l'hypothèse  de  Roche  relativement  à  la  loi  des  densités,  le  jour 
moyen  n'aurait  diminué  que  de  0,03  de  seconde  depuis  dix 
siècles. 

Voilà  des  considérations  d'un  ordre  fort  délicat  qui,  envi- 
sagées d'une  façon  plus  complète,  pourraient  bien  conduire  Ji 
des  résultais  contraires  à  ceux  qu'on  s'est  plu  à  viser.  En  eiïei, 
le  jour  moyen  terrestre,  est- il  resté  invariable^  ou  bien  a-t-il 
augmenté  ou  diminué  depuis  une  série  de  siècles? 

Sur  cette  question-là  les  avis  des  savants  sont  singulièrement 
divergents.  Rappelons  d'abord  que  certains  phénomènes,  tels 
que  le  refroidissement  lent  du  globe,  entraîneraient  une  dimi- 
nution de  la  durée  du  jour;  d'autres,  au  contraire,  ne  peuvent 
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trouver  d'explication  satisfaisante  qifcn  admetlanc  une  légère 
augmentation  de  celle  même  durée  :  telle  est,  entre  autres,  Taccé* 
léralion  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  lune. 

A  ce  sujet,  le  bel  ouvrage  de  Hirn,  intitulé  :  Constitution  de 
l'espace  céleste^  nous  apprend  que  les  deux  analystes  Adams  et 
Delaunay  ont  trouvé,  pour  cause  du  phénomène,  le  flux  et  le 
reflux  des  océans  terrestres  :  d'après  ces  savants,  la  montagne 
fluide  que  soulève  Tattraclion  lunaire,  restant  continuellement 
en  arriére  de  la  ligne  de  jonction  des  centres  de  gravité  de 
la  terre  et  de  la  lune,  tend  à  accélérer  le  moyen  mouvement 
de  la  lune  et  &  retarder  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  en  d'autres  termes,  à  augmenter  la  durée  du  jour. 

Contrairement  à  ce  qu'avait  pensé  Laplace,  qui  admettait  la 
constance  parfaite  du  jour,  Adams  a  montré  qu'il  suffit  que  le 
jour  ait  augmenté  de  0,012  secondes  en  2,000  ans,  pour  que  le 
restant  de  raccélération  lunaire  due  au  phénomène-des  marées, 
ajouté  à  Teffei  dâ  aux  causes  étudiées  par  Laplace,  conduise  à 
une  concordance  parfaite  entre  les  résultats  de  l'observation  et 
ceux  de  l'analyse. 

Comment  peut-on  concilier  ces  faits  et  opinions  avec  le  texte 
des  n*"  13  à  17  du  Mémoire  de  VA.  Roche,  où  il  est  dit, 
entre  autres  choses,  ce  qui  suit  :  «  Le  rapport  de  la  force  cen- 
»  trifuge  à  la  pesanteur  équatoriale  a  augmenté  peu  à  peu, 
»  depuis  sa  valeur  primitive  Çq  jusqu'à  sa  valeur  actuelle  7,  à 
»  mesure  que  la  rotation  s'accélérait,  et  cette  augmentation  est 
»  essentiellement  liée  à  la  grandeur  de  l'aplatissement  super- 
»   ûciel,  etc.  » 

Et  que  devient  ainsi  toute  l'analyse  exposée  dans  son  cha- 
pitre m,  intitulé  :  Développement  de  la  solution,  laquelle  est 
basée  sur  l'hypothèse  que  la  durée  du  jour  ait  diminuée  depuis 
des  siècles? 

Dailhfurs,  au  §  179  de  sa  Mécanique  céleste,  M.  Résal  a 
montré  que  l'on  pouvait  arriver  à  établir  une  diminution  de  la 
durée  du  jour  par  suite  du  refroidissement  de  la  terre,  sans 
devoir  admettre  l'existence  d'un  bloc  solide  intérieur. 

Au  surplus,  il  est  à  noter  que  ce  même  auteur  n*est  arrivé 
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à   resserrer  la  valeur  de  raplalissemenl  du  globe  qu'entre  les 

limites 

i  I 

274     ^*     578* 

après  avoir  tenu  compte  de  tous  les  éléments  astronomiques 
possibles  et  conclut  à  la  page  395  de  sa  Mécanique  céleste  : 
«  Nous  avons  donc  deux  limites  entre  lesquelles  se   trouvQ 

•  compris  Taplatissement.  La  limite  supérieure  diffère  peu  de  la 

•  valeur  73oo>  que  Ton  attribue  généralement  à  Taplatissement 
>  de  la  terre.  > 

Nous  concluons,  de  tout  ce  qui  précède,  que  le  Mémoire 
d*Ed.  Roche  n'a  en  aucune  façon  inGrmé  Thypothèse  de  la 
fluidité  complète  des  masses  intérieures  du  globe  terrestre. 

Et  cette  hypothèse  n'exclut  pas  la  possibilité  d'un  noyau  plus 
ou  moins  pâteux,  ou  plus  ou  moins  solidifié,  ayant  un  volume 
relativement  petit,  comme  nous  l'avons  montré  dans  notre 
Mémoire  Sur  la  température  du  globe  terrestre. 
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LES 


CHASSES  HYMÉNOPTÉROLOGIQUES 

AUX  ENVIRONS  DE  BRUXELLES 


PAR 


Femand  MEUNIER. 


DKDXIÈn  PART» 
FOUISSEURS 


INTRODUCTION 

Les  Hyménoptères  aculeata  de  Belgique  appartenante  la  famille 
des  fouisseurs  (grabwespm)  ont  été  étudiés  par  Vanderlinden 
et  Wesmael. 

Toutes  les  espèces  dont  il  est  question  dans  cette  liste  ont  été 
capturées  aux  environs  de  Bruxelles. 

J'indique  par  la  lettre  H,  les  insectes  de  ce  groupe  qui  sont 
signalés  par  Snellen  Van  Vollenhoven  (*). 


(*)  Naamlijii  van  Nederlandsche  vliesvUugelige  tnsekten  {Bouwsioffen  voor  eene 
fauna  van  Nederland,  bijeenverzameld  door  Herklots,  p.  â21.  Leiden,  1858). 

Pour  les  Mellifères,  voir  Annaleê  de  la  Soc,  scientifique  de  Bruxelles,  t.  11 X, 
i«  partie,  1895. 
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I.  GRABRONIDAE. 


t.  CRABRO,  Dahlb. 
!•'  sous-^enre  SOI^BllS^IUS.  Dalill>. 

1.  Sexdnctus,  Vanderl. 

Le  cf  à  Forest,  la  9  ^  Mousty  (Ottignies).  H. 

2.  LapidariuSf  Panz. 

Le  cf  au  parc  de  Saint-GiUes. 

3.  VagtÂS,  Linné. 

Cf  et  9  à  Uccle-Stalle.  H. 

4.  Dives,  H.  Sch. 

Comme  le  précédent. 

3*  sous-senre  XiaYRESOPUSi  Dalill>. 

5.  CribrariuSj  Linné. 

Commun  aux  environs  de  Bruxelles,  Forest,  parc  de  Saint-Gilles.  H. 

6.  Pterotus,  Vanderl. 

Une  9  à  Uccle-Slalle.  H. 

7.  Patellatus,  Vanderl. 

Uccle-Stalle,  Forest.  H. 

4*  sous-senre  OEIIIA.'I'OOOIjUS,  DalU.l>. 

8.  Subterraneus,  Dahlb. 

49a  Forest.  H. 

9.  Vexillatus,  Vanderl. 

Une  9  à  Uccle-Stalle, 

s*  sous-senre  OROSOIOOEIRUS.  Dalill>. 

10.  Capitosus,  Schuck. 

Deux  9  au  parc  de  Saint-Gilles. 
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41.  Leucostoma,  Fabr. 

Cf  et  9  aux  environs  de  Bruxelles  (Forest  et  Stalle.)  H. 

12.  Scuiatus,  Dahlb. 

En  fauchant  les  herbes  des  prairies  près  des  broussailles  et  des  talus 
ensoleillés,  on  capture  fréquemment  cette  espèce.  Forest,  Stalle, 
Galevoet,  Waterloo.  H. 

13.  Palmipes,  Vanderl. 

Gomme  le  précédent. 

14.  Elongatulus,  Vanderl. 

Très  commun  dans  tout  le  Brabant. 

15.  Quadrimaculatus,  Spin. 

49a  Uccle-Stalle.  H. 

S.  LINDENIUS,  Lepelletler. 

16.  Albilabris,  Fabr. 

4  9  et  i  cf  à  Uccle-Stalle.  H. 

3.  EFITOIHOGNATHUS,  Dabib. 

17.  BreviSf  Vanderl. 

Quelques  9  à  Uccle-Stalle. 

4.  OXYBELU8,  Latrellle. 

18.  Uniglumis,  Dahlb. 

On  capture  souvent  cette  espèce  sur  les  Garduacées.  H. 

19.  Bipunctatus,  Olivier,  ç  (Haemorrhoidalis,  Dahlb.,  (^9). 

Uccle-Stalle  (*). 

II.  PEMPHREDONIDAE. 

tf.  PEMPHREDOIir,  Latrellle. 

20.  Lugubris,  Vanderl. 

Parc  de  Saint-Gilles,  Uccle-Stalle.  H. 


(*)  J'ai  aussi  capturé  plusieurs  Oxybelus  furcatui,  Lepelletier  {mueronatiu,  Van- 
derl. cf }  ^  Cccle,  sur  les  Garduacées. 
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A.  CEIHONLS,  Jarine 

21.  Unicolor,  Latreille. 

Forest,  Uccle-Slalle,  Calevoet.  H. 

7.  DI0D0.1TU8,  Cartis. 

22.  Tristis,  Vanderl. 

Très  commun  partout.  Forest,  Uccle,  Waterloo. 

23.  Minuttis,  Vanderl. 

Comme  le  précédent.  Très  commun  en  août  et  septembre. 

Observation  :  H.  Scheqck  place  les  Trypoxylon  avec  les  Pemphre- 
donidae  (*)  et  Wesmael  avec  les  Cerceridae  (**)  (Philanthidae,  Auct.). 
Ces  insectes  me  semblent  être  intermédiaires  entre  ces  deux  sous- 
familles  de  fouisseurs. 

m.  TRYPOXYLONIDAE  (mihi). 

8.  TRYPOXYLON,  Latreille. 

24.  Figulus^  Linné. 

Commun.  Parc  de  Saint-Gilles,  Uccle-Stalle,  Forest.  H. 

IV.  PHILANTHIDAE. 

9.  PHILAi>iTHUS,  Latreille. 

28.  Triangulum^  Fabr. 

J'ai  capturé  une  vingtaine  d'individus  de  cette  espèce  sur  un  talus 
ensoleillé  (cf  et  9).  H.  ForesU 

10.  CERCERIS,  Latreille. 

26.  Variabilis,  Dahib.  {Ornala,  Vanderl). 

Très  commun  dans  tout  le  Brabant.  H.  Forest,  Uccle-Stalle,  Saint- 
Gilles,  Linkebeek.  Sur  les  Carduacées. 


(*)  SCRENCK,  Beschreibung  der  in  yastau  aufgefttndeneii  Grabwespen,  p.  i3i« 
Wiesbaden,  1857. 

(*  )  Wesmael,  Bévue  critique  det  Hyménoptères  fouisseurs  de  Belgique,  p«  itt% 
Bruxelles  185i-i853. 
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27.  Arenaria,  Linné. 

Commun.  Forest,  Uccle-Slalle,  Linkebeek,  parc  de  Sainl-Gilles.  H. 

28.  4-cincta,  Vanderl. 

Assez  rare.  Forest.  H. 

29.  Nasuta,  Dahlb  (S-fasciata,  Wesm.). 

Comme  C.  arenaria.  Lin. 

30.  Labiata^  VandcrL 

Toul  le  Brabant.  Forest,  Uccle  Stalle,  Linkebeek. 

V.  NYSSONIDAE. 

II.  l^YSSON,  Latrellle. 

i\i.  Spinosus,  Panz. 

Commun  aux  environs  de  Bruxelles.  Uccle-Stalle,  parc  de  Saint-Gilles. 

32.  Maculatus,  Vanderl. 

Assez  rare.  Uccle-Stalle.  D'après  Wesmael,  le  Gorytes  campestris, 
Dahlb.  est  commun  aux  environs  de  Bruxelles.  Je  ne  Tai  jamais 
capturé. 

IS.  GORYTES,  Dablb. 

33.  Myslaceus,  Linné. 

Commun  partout  dans  le  Brabant.  Uccle-Stalle,  Groenendael,  Ottignies, 
Waterloo.  H. 

15.  HOPLISU8,  Dablb. 

34.  4-fasciatu8,  Wesmael. 

2  9  à  Uccle-Stalle.  H. 

38.  5'CWCtus^  Wesmael. 
Rare.  Uccle-Stalle.  H. 

14.  HARP ACTES,  Dahlb. 

36.  Laevis,  Latreilie. 

3  9  à  Uccle-Stalle. 

15.  ALY80N,  Jurine. 

37.  Bimaculatum,  Panz  (Bimaculatus,  Wesm.). 

1  9  à  Uccle-Stalle. 
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Vf.  MELLINIDAE. 

16.  MELLINIJS,  Lalrellle. 

38.  Arvensis,  Linné. 

Très  commun  dans  tout  le  Brabant.  On  rencontre  même  oc  fouisseur 
dans  les  parties  ensoleillées  des  bois.  H. 

39.  Sabulosus,  Fabricius. 

Moins  répandu  que  le  précédent.  Forcst,  Uccle-Stalle.  H. 

VIL  LARRIDAE. 

17.  TACHYTES,  Panx 

40.  Pectinipes,  Linné  (Pompilifoimis,  Panz). 

Pas  commun.  Groenendael,  parc  de  Saint-Gilles,  Ucele-Stalle.  H. 

41.  Panzeri,  Vanderl. 

39a  Uccle-Stalle. 

18.  1I1I8COPUU8,  Jurine. 

42.  Bicolor,  Dahlb. 

4  9  et  1  cf  à  Uccle-Stalle. 

19.  DINETU8,  Jurine. 

43.  Pictus,  Fabr. 

Plusieurs  individus  des  deux  sexes  à  Forest.  H.  Rare. 

VIII.  SPHEGIDAE. 

90.  AMMOPUILA. 

44.  Sabulosa,  Linné. 

Commun  dans  tout  le  Brabant.  Linkebeek,  Forest,  Waterloo,  Monsiy, 
Uccle-Stalle.  H. 

Si.  P8AMJIOPHILA,  Dabib. 

45.  Viatica^  Linné. 

Moins  commun  que  le  précédent.  .  > 

XX.  18 
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tt.  imilIESA,  8hiick 

46.  Unkolar,  Vanderl. 

Quelques  individus  à  Uccle-Stalle. 

47.  Bicolor,  Shuck  (Lutaria,  Dahlb.). 

Pas  commun.  Porest.  Stalle. 

25.  DAHLBOHIA,  Wissm. 

48.  Atra,  Fabr. 

1  9  à  Forest.  Wesmael  place  ce  fouisseur  dans  le  sous-genre  Mexa^kyra 
(page  116). 

24.  PSEIV,  Latrellle. 

49.  Atratus,  Panz. 

''n  cf  de  Mousty  capturé  par  M.  A.  Proost.  H. 

IX.  SAPYGIDAE. 

itt.  8APY6A,  Latrellle. 

50.  Punctata,  Klug. 

Assez  commun.  Forest,  parc  de  Saint-Gilles,  Uccle-Stalle.  H . 

X.  SCOLIDAE. 

26.  TIPHIA.  Fabricius. 

51.  Femorata,  Fabr. 

Commun  dans  toute  la  banlieue  de  Bruxelles.  H. 

5â.  Minuta,  Vanderl. 

Quelques  individus  à  Forest.  H. 

XI.  MUTILLIDAE. 

27.  1I1YR1I108A,  Utrellle. 

53.  Melanocq>luila,  Latr. 

Forest,  UqplQ-Stalle.  H.  Pas  commun. 
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XII.  POMPILIDAE. 

M.  CEROPALE8»  Latrvllle.. 

54.  Maeutata,  Fabr. 

Uecle-Stalle,  Forest  H. 

99.  PSEUDAGCRIA.  Kohi. 

%K$.  Pundum,  Fabr.  {Carbonaria^  Scopi. 
Un  cf  à  Forest.  H. 

30.  POMPILUS,  Fabriclas. 

o6.  Plumbeus^  Dahib. 

Une  seule  fois  à  Uocle-Slalle.  H. 

57.  Niger,  Dahlb. 

Deux  9  sur  les  talus  avoisinaiit  la  gare  de  Uccle-Stalle.  H. 

58.  Spissus,  Schiod. 

Pare  de  Saint-Gilles,  Forest.  Ottignies,  Uccle-Stalle.  H. 

59.  Cellularis,  Dahlb. 

Comme  le  précédent. 

60.  ChalybeatuSf  Schiôdte. 

Ce  Pompilide  est  commun  dans  tout  le  Brakuu. 

61.  Trivialis,  Klug  (*). 

Plus  rare  que  les  trois  précédents.  Stalle,  Forest.  H. 

62.  Viaticus,  Dahlb. 

Commun  partout.  Iccle-Stalle.  <in>onendael,  Forest.  parc  de  Saint- 
Gilles,  Waterloo.  0. 

63.  PeccnipeSy  Linné  (Vandcrl.;. 

Uccle-Stalle,  Forest.  J*ai  capture  les  variétés  pUoseUuSy  campestris  et 
iittoralis  de  Wesmael. 

3t.  PRIOCNËMI8.  8cbi5(lle. 

64.  Hyalinatus,  Spin  {Fascialellus,  Spin). 

5  9  à  Uccle-Slalle.  II. 


(*)  Magretti  a  donné  de  mini  lieuses  diagnoses  de  ces  espèces  affines  :  Sugli  Imtnotteri 
dêUa  Lombardia,  pp.  1^3, 58,  S8,  S9.  Pompiliilei.  Firenze,  i88T. 
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68.  Exaltatus,  Dahlb. 
Uccle-Stâle.  H. 

66.  Minutus^  Vanderl. 

Quelques  individus  au  parc  de  Saint-Gilles  et  à  Forest. 

67.  Fuscus,  Dahlb. 

Comme  le  précédent.  H 

68.  A/finis^  Vanderl. 

Uccle-Stalle,  Forest. 

53.  APORt'8,  Spin. 

69.  Dubius,  Vanderl. 

Deux  9  à  Forest.  H. 

Observation  :  Tous  ces  fouisseurs  ont  été  capturés  de  1888  à  1893-  La 
superbe  collection  de  mon  savant  maître,  H.  le  D**  Jean  Jacobs,  renferme 
presque  toutes  les  espèces  signalées  par  notre  illustre  Wesmael. 

Ce  catalogue  sert  de  contribution  à  la  faune  des  Hyménoptères  aculeata  de 
la  Belgique. 
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n  Avec  ces  travaux,  on  peut  parfaitemenl  cuiiiiaitrc  les  Hyménoptères  fouisseurs  de 
Belgique. 
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NOTE 


SUR 

UN  HYMÉNOPTÈKE  DES  LIGNITES  DU  RHIN 

PAR 

Femand  MEUNIER  (*). 


En  1852  de  Saussure  (**)  a  décrit  un  pimple  des  schistes 
d'Aix  en  Provence,  et  0.  Heer  (***)  a  brièvement  signalé  en 
1867  un  insecte  du  même  genre  qui  a  été  rencontré  dans  le 
terrain  tertiaire  de  Radboj.  Ce  paléontologiste,  qui  désigne 
aussi  Tempreinte  qu*il  a  examinée  sous  le  nom  de  P.  anliqua^ 
■ra  pas  connu  rintéressante  notice  et  la  figure  données  par  de 
Saussure.  Le  fossile  que  j*ai  étudié  appartient  au  Musée  d*histoire 
naturelle  de  Munich  et  m*a  été  obligeamment  communiqué  par 
M.  le  professeur  Zittel. 

Voici  la  description  de  cet  ichneumonidcBy  vu  au  microscope 
avec  un  grossissement  de  30  diamètres. 

Longueur  totale  de  Tinsecte  5  millimètres,  de  la  tête  1  milli- 
mètre, du  thorax  3  millimètres,  de  Pabdomen  4  millimètres, 
d*une  aile  4  millimètres,  de  Tantenne  4  millimètres  (seu- 
lement la  partie  qui  est  visible).  Largeur  thoracique  1  milli- 
mètre, abdominale  ^4  millimètre. 

Articles  des  antennes  peu  distincts,  à  lexception  du  troisième 
qui  est  long  (pimpla).  Tète  et  thorax  bien  marqués,  mais  ne 
présentant  rien  de  caractéristique.   Les  hanches  et  une  patte 


(*)  Note  présentée  à  la  troisième  section,  le  â-i  octobre  i895. 

(**)  Note  sur  un  nouvel  insecte  H yménoptère  fossile  (Revub  ET  MAGASIN  DE  ZOOLOGIE, 
pp.  57  à  81,  pi.  XXllI,  fig.  5  et  6.  Paris,  i852). 

(**')  Fossile  Hymenopieren  aux  Oeningen  und  Hadsboy  (Neue  Denkscbb.  AU.GEM 
scHWEiz.  Gesellsch.  fûk  die  gesamm.  Natur»  ,  p.  :%,  pi.  m,  fig.  18.  Zurich,  i867). 
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sont  seulement  conservées.  L*abdomen  est  sessile  et  composé  de 
huit  segments,  avec  la  tarière  à  peine  appréciable.  Les  ailes  sont 
inégalement  superposées  et  à  cause  de  cette  disposition  on  peut 
voir  les  deux  stigma. 

Le  pimple  que  de  Saussure  a  fait  connaître  avait  21  milli- 
mètres (corps  et  tarière).  O.  Heer  ne  dit  rien  de  la  taille  de  cet 
Hyménoptère  et  se  borne  à  représenter  Pindividu  qu'il  a  eu  sous 
les  yeux  sans  indiquer  de  combien  de  fois  le  dessin  est  plus  grand 
que  nature.  Les  caractères  de  la  nervation  et  de  Paréole  qui 
parait  quadrangulaire  {*)  permettent  de  placer  rigoureusement 
ce  fossile  dans  le  genre  Pimpla  (Fabriciiis  et  Bolmgren). 

La  taille  de  ces  êtres  oscille  entre  5  et  18  millimètres.  Pour 
avoir  la  certitude  du  fait  que  j'avance,  j'ai  demandé  à  mon 
savant  maître,  M.  le  D'  Jean  Jacobs,  de  Bruxelles,  de  vériGer  la 
détermination  de  cette  curieuse  empreinte  d'Hyménoptère. 

Les  observations  du  célèbre  savant  suisse,  O.  Heer,  prouvent 
qu'il  n'avait  pas  les  connaissances  suflisantes  pour  se  livrer,  avec 
fruit,  à  de  minutieuses  recherches  paléohyménoplérologiques. 


(')  L'aréole  est  triangulaire  (parfaite  ou  imparraite,  sessile),  mais  à  cause  de  la  nenrure 
récurrente  qui  vient  s'y  insérer  et  former  une  sorte  d'angle,  on  peat  alors  dire  que  chez 
quelques  espèces  elle  semble  quadrangulaire. 
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LA 

PRÉTENDUE  PÉRIODE  GLACIAIRE 

A  L'£POQUE  HOUILLIERE  DE  H.  JULIEN 

ET 
LA  KAtNE  KNTOMOLOGIQUE  DU  STÉPHANIEN  DE  CuMMKNTRY 

PAR 

Femand  MEUNIER  (*). 


Après  les  observations  critiques  de  MM.  de  Lapparent,  Zeiiler 
el  de  notre  collègue  le  R.  P.  Schmilz  {**)  concernant  Phypothèse 
de  M.  Julien  sur  Texistence  d*une  prétendue  période  glaciaire  à 
répoque  houillière,  je  viens  aussi  combattre  les  idées  de  ce 
géologue  en  m*appuyant  sur  des  documents  tirés  du  domaine 
de  la  zoologie  paléoentomologique. 

En  étudiant  les  insectes  fossiles  de  Tétage  Sléphanien  de 
Commentry  (France)  et  du  terrain  houillier  de  TAmérique  du 
Nord,  on  constate  que  les  Névropières,  les  Orthoptères,  les  Thysa- 
noures  et  les  Hémiptères  homoptères  sont  largement  représentés 
dans  cette  formation,  et  que  la  taille  de  ces  articulés  est  souvent 
très  grande.  Si  on  examine  minutieusement  ces  curieuses 
empreintes  en  les  comparant  aux  insectes  actuels  qui  habitent 
les  régions  holarclique,  sonorienne,  néotropicale,  éthiopienne, 
australienne  et  orientale,  pour  en  tirer  quelques  déductions  de 
morphologie  générale,  on  voit  que  leur  faune  devait  être  beau- 


(')  Note  présentée  à  la  troisième  section,  le  S9  jant ier  1896. 

(**)  Bulletin  de  la  Société  tcientifique  de  Bruxelles^  session  du  S4  octobre  IStfK 
pp.  m  à  35. 
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coup  plus  riche  en  espèces  que  celle  des  contrées  équatoriales 
de  notre  époque. 

Puis,  en  méditant  longuement  sur  Texubérance  de  vie  qui 
devait  se  manifester  au  grand  lac  de  Gommentry,  on  peut  se 
représenter  Tatmosphère  chaude,  humide  et  abondante  en  acide 
carbonique  de  la  période  houillière,  où  de  gigantesques  Névrop- 
(ères  et  des  Odonales  ayant  parfois  jusqu*à  80  centimètres  d*en- 
vergure  devaient  donner  au  paysage  local  un  aspect  grandiose, 
et  contrastant  visiblement  avec  la  tranquillité  imposante  qui 
régnait  à  ces  antiques  époques. 

Les  Arthropodes  de  la  classe  des  Trilobites,  qui  avaient  fait  leur 
apparition  dans  le  cambrien,  et  qui  s*étaient  épanouis  dans  le 
silurien,  se  rencontrent  encore  dans  le  terrain  carbonifèrci  où 
ils  terminent  leur  existence  par  la  présence  des  Philyspsia.  Ces 
curieux  êtres  ont  été  extrêmement  abondants  pendant  la  durée 
des  temps  paléozoïques.  On  peut  résumer  ces  notes  en  disant  que 
si  M.  Julien  avait  mieux  connu  la  paléontologie  végétale  et  les 
renseignements  qui  sont  fournis  par  Tentomologie  fossile,  il  se 
serait  bien  gardé  de  publier  des  hypothèses  aussi  singulières,  et 
qui  sont  complètement  en  désaccord  avec  toutes  nos  connais- 
sances scienti6ques  actuelles. 
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RECHERCHES  ANALYTIQUES 


SUR 


LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  PREMIERS 

M.  GH.-J.  DE  LA  VAIXÂB   FOUSSIN 

Prorehsciir  a  l'Université  de  Louvain. 


DEUXIEME  PARTIE 

LKS  FONCTIONS  I)K  DfKICHLET  ET  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME 

LINÉAIRE  M.r  +  N  C). 


CHAPITRE    PREMIER. 

QUESTIONS   PRÉLIMINAIRES. 

§  1.  —  Dé/iniiion  et  propriétés  des  fonctions  ^'i(a,  x) 

et  ^i(a,x). 

1.  On  a  déjà  indiqué  plusieurs  méthodes  différentes  pour 
démontrer  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  ^^(s)  de 
Riemann  et  des  fonctions  qui  s*y  rattachent.  On  les  déduit  soit 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  soit  de  la  théorie  des 


(*)  La  deuxième  et  la  troisième  partie  du  Mémoire  out  été  pré^icutées  à  la  Société  dans  la 
séance  du  i6  avril  4S96  Une  analyse  détaillée  en  a  paru  dans  le  Builetm  (session  du 
Si)  octobre  4896).  Depuis  lors  M.  Uadamard  a  publié  des  recherches  sur  le  même  s^jet 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  matfiématvfue  de  France  (t.  XXIV,  4896,  dernier  fascicule). 
Il  trouve  par  um  méthode  différente  la  plupart  des  résultais  nouveaux  qui  se  trouvaient 
dans  notre  travail.  L'intérêt  de  nos  recherches  ue  disparaît  pas  cependant  tout  entier; 
nous  entrons  dans  le  détail  des  démouslrations  que  M.  Hadaroard  a  supprimées  ei  noas 
établissons  des  formules  plus  générales  que  les  siennes.  Par  contre,  ftl.  Hadamard  sim- 
plifie beaucoup  sur  un  poinl  une  des  démonstrations  de  notre  première  partie  ;  nous  avons 
cru  devoir  profiter  de  cette  simplification  (voir  la  note  k  la  fin  de  la  troisième  |>artie  du 
.Mémoire^ 
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résidus  des  intégrales  définies.  Cependant  aucune  de  ces 
méthodes  ne  nous  parait  rattacher  ces  propriétés  à  leur  point  de 
départ  le  plus  naturel.  Les  recherches  que  nous  avons  faites  nous 
ont  conduit  a  en  trouver  une  nouvelle,  qui,  tout  en  étant  tout 
aussi  rigoureuse,  a  sur  les  précédentes  Tavantage  de  la  simpli- 
cité. C'est  cette  méthode  que  nous  allons  faire  connaître. 

2.  Nous  prendrons,  comme  point  de  départ,  la  valeur  d'une 
intégrale  définie  célèbre  et  qui  joue  un  rôle  important  en  phy- 
sique mathématique.  Désignons  par  a  >  0  et  A:  deux  constantes 
réelles;  cette  intégrale  est  la  suivante  (*)  : 

g-«,r.«  çQg  l^kitx)  dx  =  — ^  e     • . 

—  00 

Dans  le  second  membre,  il  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  la 
valeur  du  radical  l/â  qui  est  pris  positivement. 

8.  Définition  de  ^^  (a,  x)  ei  développement  en  série  trigono" 
métrique.  —  Nous  définirons  cette  fonction  par  la  relation 


(«) '^i («,«)-   2   e-<«^«)«^'. 


«=s— 00 


On  suppose  a  et  x  réels  et  x  >  0  :  la  série  étendue  à  toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  n  est  alors  absolument  con- 
vergente et  a  visiblement  pour  somme  une  fonction  périodique 
de  a  dont  la  période  est  l'unité.  Cette  fonction  est  donc  dévelop- 
pable,  pour  toute  valeur  réelle  de  a,  en  série  trigonométrique  de 

la  forme 

i 

^1  («,  x)  =  -  flo  -♦-  «I  COS  27r«  -♦-•••  -f-  Cl*  ces  2&na  4-  •  •• , 

ne  renfermant  pas  de  sinus.  Les  coeOicients  auront  pour  valeur 

a^  =3  t2  /    ^|(a,  x)  ces  (%knjc)doi. 

u 
(')  C.  JORDÀK,  Cours  dTanalyte,  t.  II,  â*  édit.,  i8B4,  n*  27*2. 
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Ces  coefficients  s'expriment  donc  d*abord  par  une  somme 
d'intégrales  définies.  Mais  ces  sommes  se  ramènent  immédiate- 
ment à  une  intégrale  unique,  savoir  : 


0 


r**^*cos  (2Aira)d«  -= f  '  . 

\/x 

—00 


En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve  donc  la  relation  fonda- 
mentale 


(2) 


•     •     'M^y^)=^ — rM-t-âJ^     '  cos(2fcïïa)    . 

[/x  L  *=i  J 


Cette  relation,  dans  laquelle  on  reconnaît  une  sorte  de  réci- 
procité par  rapport  à  x,  exprime  la  propriété  la  plus  remarquable 
de  la  fonction  ^i(ci,x)el  Taisance  avec  laquelle  elle  s'obtient 
nous  engage  à  la  prendre  comme  base  des  considérations  qui 
vont  suivre  (*). 

4.  Remarquons  quen  posant  ols^O  dans  la  dernière  é(|ua- 
lion,  on  retrouve  immédiatement  la  relation  obtenue  par  Jaeobi 
dans  la  tbéorie  des  fonctions  elliptiques  (**)  : 

1-4-25  e-^^'^  —  fl  -^25e""'^. 

La  propriété  fonctionnelle  de  {;(«)  est,  comme  on  le  sait,  une 
simple  conséquence  de  cette  relation. 

6.  Définition  de  ^aC*»  ^)  ^^  développement  en  série  trigono- 


(*)  La  relation  02)  est  ub  cas  particulier  de  la  reiatiou  entre  les  fonctions  6  d'argumeni 
réel  et  imaginaire.  Le  principe  de  la  démonbtratioa  que  nous  exposons  appartient  à 
Diricblet.  Notre  démonstration  est  cependant  plus  simple  qucla  sienne  (Voir  Ennepek, 
BilipiUehe  Funciionen  Théorie  und  Geschichie,  2«  édition,  9  i8}. 

(**)  V.  BACHUÀNif,  Die  anaiyiische  Zahlemheorie^  p.  169,  n«  8. 
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Métrique.  —  Nous  délinirons  celte  ronetton  par  la  série 


Mm4^ 


(S) f.(«.x)-  2  («-♦-«)«-<-*«>•". 


«ia>-ao 


Le  développement  de  cette  fonction  en  série  trigonométrique 
se  déduit  immédiatement  du  précédent,  en  dérivant  par  rapport 
à  a,  ce  qui  est  permis.  On  trouve 


Q       ksseo  ..  ir 


-*■- 


(4)     .     .      .     .    «f,'a,  x)=» =2^*      '  Sin^kna. 

Cette  nouvelle  relation  est  la  propriété  fondamentale  de 
^i(^>  x).  On  y  retrouve  la  même  réciprocité  par  rapport  à  x  que 
dans  les  précédentes.  Cette  réciprocité  joue,  comme  on  le  verra, 
un  rôle  caraciérisiique  dans  les  recherches  que  nous  allons  faire. 

§  2.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  i^i  («,  s) 

et  Çj  («»»)• 

Ces  nouvelles  fonctions  sont  dans  une  relation  très  étroite 
avec  une  fonction  introduite  dans  lanalyse  par  M.  Piltz  à  Toc- 
casion  du  sujet  qui  nous  occupe  (*).  Cette  fonction  B(a,s)  de 
M.  Piltz  est  étudiée  directement  dans  le  Mémoire  de  cet  auteur 
et  par  une  méthode  beaucoup  plus  laborieuse  que  la  nôtre,  mais 
Timporiance  des  résultats  déjà  obtenus  par  M.  Piltz  nous  engage 
à  on  parler,  pour  indiquer  où  se  trouve  le  point  de  contact  des 
deux  méthodes.  Ajoutons  que  ces  fonctions  sont  des  cas  parti- 
culiers d*une  fonction  plus  générale  étudiée  plus  tard  par 
M.  Lipschiiz  (**). 


(*)  Ueber  die  Hàufigkeit  drr  Piimzahleu  in  arithmetitchen  Progreisionen  und  ùber 
verwandie  Gesetie,  Dissertation  v.  âdolf  Piltz.  léna,  1884,  Â.  Meuenhahn.  On  trouvera 
une  courte  analyse  de  cet  ouvrage  dans  VAnalytische  Théorie  der  Zahlen  de  M.  Bachmahn, 
p.  487. 

(**)  Vnteisuchung  der  Eigenschafieii  einer  Gaiiuug  von  unendlichen  Reihen,2ovtMkL 
b£  Ckelle,  t  CV,  4889.  Ce  Mémoire  iinportani  contient  un  nombre  considérable  de  for- 
mules que  nous  retrouvons  dans  celui-ci 
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6.  Définition  de  Ci  (^tS)t  <^  relation  avec  ^{(a,  x).  —  Sup- 
posons que  a  soit  un  nombre  positif  >  0  et  <  1  ;  nous  dé6ni- 
rons  la  fonction  C|(a,  s)  de  la  variable  réelle  ou  complexe  s  par 
réquation 

00  I  00  I 

i5)   .   .    .    .Çi(«»a)=27 T.  •♦"S  7 ::* 

:A{n'*-^)       l^i(n  —  uy 

Pour  que  ces  expressions  soieni  convergentes,  on  doit  suppo- 
rt* eR(0  >  1-  (-^s  séries  sont  alors  absolument  et  uniformément 
convergentes  pour  eR(«)  >  1  +  e,  quelque  petit  que  soit  le 
nombre  positif  c.  La  fonction  Ci  (^>  ^)  ^st  donc  une  fonction  synec- 
tique  de  la  variable  s  pour  (R  («)  >  1 .  Dans  la  déGnition  de  C(a,5) 
par  la  formule  précédente,  on  ne  laisse  aucune  ambiguïté  dans 
la  détermination  des  termes  de  la  série;  on  convient  de  poser 

et  d'attribuer  au  logarithme  sa  valeur  réelle,  de  manière  que 
tous  les  termes  soient  réels  et  positifs  en  même  temps  que  $. 

La  fonction  C|(a,  s)  s  exprime  aisément,  comme  nous  allons  le 
voir,  au  moyen  de  (j;,(a,  jr). 

On  a  les  relations 

\2/  (/l  -^a)'      J 

0 

V2I  (n  —  clYJ 

0 

donc,  en  ajoutant  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent 
des  précédentes  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  n,  on  trouve, 
pour  S{(8)>  1 , 


(6) 


•     •     •      ^"*ï^  (5)^1  («>«)  =  /    ^i(«,J^)x*"*rfj^. 


7.  Les  formules  du  numéro  précédent  ne  sont  valables  (|tie 
pour  cR(jf)  >  t  ;  aussi  nous  n'avons  jusqu^à  présent  de  définition 
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de  ^{(a,  s)  que  dans  cette  partie  du  plan.  Mais  Textcnsion  de  la 
fonction  se  fait  sans  peine  à  tout  le  plan,  comme  nous  allons  le 
montrer. 

On  a,  en  effet,  par  le  partage  de  rintervalle  d'intégration, 

f, («,  x)  X*  ~  dx  «  /     h  («»  ac)x*     c/x  -4-  /    ^|(a,  x) x'    dx. 

0  I  0 

Mais  on  a,  par  la  formule  (2)  du  n""  3, 

/    <^,(«,x)x"*~  dx  =  /      M  -^  ^2  «"  '  cos(2^ra)    x*   dx. 

0  0 

Le  second  membre  se  sépare  donc  en  une  somme  d'intégrales. 
La  première  s*évalue  immédiatement;  on  change  la  variable 
d'intégration  x  en  -  dans  les  suivantes.  On  trouve  ainsi  : 


/    ^,(«,  x)x« "  dx«. 7  +  2  2  cos  i^ra)  /     c-"*-'  x     •  dx. 

J  «  —  I  Cl  J 

0  « 

En  définitive,  la  formule  (6)  se  mettra  sous  la  forme  suivante 

^    *rMÇ|(a,«)«__  -*.    /      ^^\ii,x)x       dx 
(7)        \  oe  pm  _l+* 

H-  2  2  cos  (2/f ira)  /     c-  *''•  X     «  dx. 

On  reconnaît  à  première  vue  que  le  second  membre  de  cette 
équation  est  convergent  quel  que  soit  «.  Cette  équation  nous 
fournit  donc  une  représentation  de  Ç|(a,  i)  applicable  dans  tout 
le  plan.  Elle  montre  que  X^\  (a,  s)  est  une  fonction  méromorphe 
de  i  qui  n'a  qu'un  seul  pôle  s  =  1 . 

8,  Développement  de  (^(a,  s)  efi  série  Irigonométrique.  — 
Cette  fonction  présente  une  particularité  curieuse  :  elle  n'est 
développable  en  série  trigonométrique  par  rapport  à  a  que  si  la 
partie  réelle  de  s  est  négative. 


-  487 


Supposons  donc  eR(«)  <  0;  on  trouvera,  en  répétant  les  cal- 
culs du  numéro  précédent, 

I  • 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (7), 

n    '  r  (  - ]  Ç  Ja,  «)  ==  2  2  <'0S  (2^ira)  /      c"  *'^'  X     *   rfx. 

0 

Toutes  ces  intégrales  se  calculent  facilement  et  Ton  obtient 
finalement,  toujours  dans  Thypoibèse  R  (s)  <  0, 

Cette  relation  se  simplifie  au  moyen  de  la  théorie  des  fonc- 
tions eulériennes  qui  donne  (*) 


On  a  (Serhet,  Cours  de  calcul  différentiel  ci  intégral,  t  11,  M  M8  et  519)  les  deux 
formules  : 


n-  /         1\       2VT 


Si  Ton  change  #  en  ^  dans  la  pi'einièrc  et  s  en  —3 —  dans  la  seconde»  on  trouve 

'•r2)'-('-i)=-i'"(i)'-H)=-^' 


sm 

2 


'mw,h')-î'm^(i)-^''-'- 


Puis,  en  dWisaut  membre  à  membi*e, 

r 


m 


i  ,  SX 

^ r  (1  -H  «)  siii  — . 


Kiilin,  en  changeant  «  en  —  «,  on  irouTe  le  résultat  ulilisé  ici. 
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On  trouve  ainsi,  en  réduisant, 

....        2'"*"w^..  .    .     «T^COS2*Ta 

(8)    .     .     .  ?i(«,«)-=^,r(1-«)8in^J  -j^j— -. 

C'est  le  développement  irigonométrique  que  nous  voulions 
obtenir  et  qui  est  légitime  pour  A(«)  <  0. 

9.  Définition  de  Çj{a,  s),  sa  relation  avec  <pi(a,  x).  —  Soit, 
comme  (ont  à  riieure,  a  une  quantité  positive,  comprise  entre 
zéro  et  un  (limites  exclues).  La  fonction  l^iia^s)  est  la  fonction 
de  la  variable  complexe  s  définie,  pour  (R(«)  >  1,  par  l'équation 

(9)      .      .      .      .l,(a,s)^i-^-^i 


fo  (n  -^  a)'       iSi  {n  —  a)' 


Il  existe  entre  ^^  et  ^^  une  relation  du  même  genre  que  celle 
qui  unitÇf  à  <p|.  On  a,  en  effet, 


(/*  -♦-  a) 

0 


— T  «  r 


Attribuant  successivement,  dans  ces  équations,  toutes  les 
valeurs  positives  à  n,  puis  ajoutant  toutes  les  équations  corres- 
pondantes membre  k  membre,  on  trouve,  pour  ^{(s)  >  1, 

(10)     .     .r     «    r(^-J  !;.(«,«)=./      ♦,(a,x)x«    dx. 

0 

10.  La  fonction  ^^(a,  s)  n*est  définie  par  Téquation  précé- 
dente que  pour  ;A  (^)  >  1i  i^ais  la  propriété  fondamentale  de  «p, 
nous  permet  d'obtenir  aisément  pour  i^,  une  représentation  vala- 
ble dans  toute  I  étendue  du  plan. 

On  a,  en  effet, 

^,(a,  x)jc  *   r/x  =  /     ia(a,  x).i-  *   (/x  -4-  /    <;,,(«,  x)x  •   (/x, 
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et  par  la  formule  (4)» 

f ,(«, x) X  =  r/x  =  5  /     x«"  rfx  2  *•«     '  «n  (^-«) 


=  2  2  ^  sin (2Air«)  /     e- **^'  x   »  dx. 


On  lire  de  li,  pour  CiC»^  ')f  Texpression  valable  dans  tout  le 
plan 

-♦-2  2  *sin(2Ar«)  /     f-^'-^x"  *rfx. 

I 

Cette  formule  montre  que  la  fonction  l^^i^»  ^)  ^^^  ^i^^  fonction 
synectiquc  dans  toute  retendue  du  plan. 

11.  Développetnent  de  }i^(a,  $)  en  série  trigonoméirique.  — 
Ce  développement  suppose  encore  que  Ton  ait  S{(s)  <  0.  On 
trouve,  dans  cette  hypothèse»  par  une  transformation  analogue  i 
celle  du  numéro  précédent, 

•^,(a,x)x^f/x  =  2  2  ^sin(2itT«)  /    e*'«-'x~"«f/x, 


0 


et  en  substituant  ce  résultat  dans  la  dernière  formule, 


îti       /«  -4-  1\  •  /^* 


En6n,  en  remplaçant  toutes  ces  intégrales  par  leur  valeur,  on 
trouve,  dans  l'hypothèse  S{(s)  <  0, 

XX.  19 
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Cette  équation  peut  se  transformer  au  moyen  de  la  formule 
suivante,  empruntée  à  la  théorie  des  fonctions  eulériennes  (*), 

'2  — «^ 


•1        2T(1— «)cos~ 


-■(^' 


1/7 

ce  qui  donne 

(i2)     .     .     g.(«,^)=— r(l>-s)ros^S       \_,      . 

Cest  le  développement  trigonométrique  que  nous  voulions 
obtenir  et  qui  est  légitime  pour  S{(s)  <  0. 

18.  Définition  de  la  fonction  B(a,  s).  —  Cette  fonction  est 
définie,  pour  <^(s)  >  1,  par  la  formule 

i         *      1 


i=i  (w  -^  «)' 

Cette  fonction  a  été  introduite  dans  Tanalyse  par  M.  Piltz  (sauf 
que  M.  Piltz  change  le  signe  de  s).  On  la  ramène  immédiatement 
aux  deux  précédentes  par  la  relation 

B(a,«)  =  -[ç,(a,«)  H-  ^,(«,S)]. 

Les  propriétés  de  cette  fonction  sont  donc  complètement 
éclaircies  par  ce  qui  précède  et  on  peut  obtenir,  pour  la  repré- 
senter, des  expressions  valables  pour  toute  valeur  de  s. 

Si  Ton  suppose  <^(.s)  <  0,  le  développement  trigonométrique 
de  B(a,  s)  par  rapport  à  a  se  déduit  immédiatement  des  for- 
mules (12)  et  (8)  : 


(*)  (^tte  formule  est  équivalente  à  h  formule  anaio^'ue  du  u^  8  et  ;>  eu  déduit  par  le 
chaugement  de  s  en  (5  -  1). 
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La  relation  précédente  est  la  relation  fondamentale  de  M.  Piltz, 
qui  Ta  démontrée  directement  par  le  calcul  des  coefficients  du 
développement  irigonométrique.  Cette  formule  sert  de  base  à  ses 
recherches  ultérieures.  Pour  nous,  elle  ne  nous  sera  d^aucune 
utilité  dans  cette  partie  du  Mémoire  et  nous  n*en  parlerons  plus. 
Nous  aurons  toujours  recours  aux  propriétés  des  fonctions 
beaucoup  plus  maniables  tpi(a,  x)  et  ^^(a,x). 

§  3.  —  Application  des  méthodes  de  M.  Uadamard  à  certaines 

fonctions. 

Nous  allons  démontrer  d'abord  quelques  théorèmes  dont  nous 
aurons  è  faire  un  usage  répété  dans  la  suite. 

13.  Théorème  I.  —  Désignons  par  9^  {supposé  >  0)  e^  k  deux 
constantes  réelles,  et  par  ri  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  Vin  fini;  on  peut  écrire  l'équation 

/oo 
c— '  x*(/x)"  dx  =-  [(i  ^  if)//»]". 

I 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  montrer  que  Tinté- 
grale  du  premier  membre  est  comprise  entre  deux  expressions, 
toutes  les  deux  de  la  forme  du  second  membre. 

Cherchons  d*abord  une  limite  supérieure  de  cette  intégrale.  En 
désignant  par  e  une  constante  infiniment  petite,  on  a,  à  partir 
d^une  valeur  suffisamment  grande  de  n, 

e"  "  .1*  (Ix)"  dxy  I     e  •'  X*  (/jt)"  dx, 
et,  par  le  théorème  de  la  moyenne,  il  vient  (0  <  9  <  1) 

/     e  "  x\lxY ilx  >  f-t-^»"-l/i  —  (lf[U[n  —  0)]''e 
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Mais  la  quantité 

f-  e    •    "''    (n  -  »)•  — ^ ' 


In 


tend  vers  e*^  quand  n  tend  vers  Finfini.  On  peut  donc,  en  dési- 
gnanty  en  général,  par  y[  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  Tinfini,  mettre  la  dernière  inégalité  sous  la  forme 

/     e  "x" (/a)" dx>[(\  -+-  >f) e" •* ln]% 

et,  comme  e  est  un  infiniment  petit,  ce  second  membre  peutéirc 
remplacé,  vu  la  nature  du  théorème,  par 

Cherchons,  d*autre  part,  une  limite  supérieure  de  la  même 
intégrale.  Pour  cela,  désignons  par  e  une  constante  inférieure  è  a; 
on  peut  évidemment  écrire  l'inégalité 

/oe  y'»» 

e'"  x'(lx)''dx  <  [max  c-^"  ")'  a*(/x)"]  /     e  ^dx 

I  I 

1 
<  -miW.e-^'-^^'x^ilx)". 
e 

Or,  le  maximum  correspond  à  la  valeur  de  x  qui  annule  la 
dérivée,  c'est-à-dire  la  fonction 


^-(o- 


*>'  x*-«  (Ix)"  f—  (a  -  f)a:  ^  A  -f.  ^1 


La  valeur  de  x  qui  annule  cette  dérivée  est  donc  fournie  par 
réqualion 

(a  —  f)x  =  ^"  -*-  —  ; 

Ix 

elle  augmente  indéfiniment  avec  n  et  a  pour  valeur  approxima- 
tive, quand  n  est  grand, 

i      n 

a  —  €  In 
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Dans  le  sens  général  donné  à  y\j  on  pourra  donc  écrire,  pour 
cette  valeur  de  x, 

D*ailleurSy  pour  cette  valeur  de  x,  les  deux  quantités  x^  et 
1  :  e  sont  visiblement  de  cette  même  forme  (1  -»-  yi)";  la  quantité 
(/x)"  de  la  forme  [(1  h-  v\)  /n]"  et,  par  conséquent,  aussi 

■ 

\ 

-  raax  (»-<•-«''  x^(lxY  =  [(i  -f-  If)  In]", 

ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème. 

14.  Remarque  I.  —  H  résulte  immédiatement  de  l'application 
du  théorème  de  la  moyenne,  que  si  Ton  désigne  par  (p(x)  une 
fonction  continue  de  x  qui  tend  vers  une  limite  finie  positive  et 
non  nulle  quand  x  tend  vers  Finfini,  on  peut  aussi  écrire,  sous 
les  conditions  du  théorème  précédent, 

/     '.[x)e-^x'(txyulx^[{\  -4-  if)/ii|'^ 

15.  Remarque  II.  —  De  même,  plus  généralement,  si  Ion 
désigne  par  6(x)  une  fonction  continue,  qui  reste  comprise  entre 
des  limites  finies  (positives  ou  négatives)  quand  x  augmente 
indéfiniment,  on  peut  aussi  écrire  sous  les  conditions  du  théo- 
rème précédent: 


m 


/«oo 
e(x)e— ^  j:*(/x)"r/x^[(i  ^  i?)/n)". 


16.  TuÉORÉME  11.  —  Soit  6(x)  une  fonction  continue,  qui  con- 
sefy)e  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  l'infini^  et  a  une  con- 
stante positive;  la  fonction  de  s,  représentée  par  l'intégrale 


f[s)^p^{x) 


e-^'x'dx. 
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est  une  fonction  synectique  dans  toute  l'étendue  du  plan  et  cette 
fonction  ne  peut  être  d'un  genre  supérieur  au  premier  (*). 

L*intégrale  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans 
toute  portion  du  plan  s;  donc  elle  représente  une  fonction  synec- 
tique dans  tout  le  plan.  Par  conséquent,  elle  est  développable 
en  série  de  Maclaurin  convergente  pour  toute  valeur  de  s^  sous 
la  forme 

Les  coedicients  se  calculent  par  la  formule 

a„--J f^B(x)e-^{lxYdx, 

i  .2 ...  n^ 

0 

et  Ton  a,  par  la  remarque  du  n*  15, 

I  «  J  <  ~  [(^ -^ '^H"- 

La  formule  précédente  fait  connaître  la  décroissance  des 
coeOicients  a..  On  peut  en  déduire  le  genre  de  la  fonction  par 
la  méthode  de  M.  Hadamard.  Celui-ci  a  démontré  que  lorsque 
le  coefficient  a.  est  de  Tordre  de  — ^  où  ^  est  un  entier  E  -h  1 , 

la  fonction  est  du  genre  E  ou  du  genre  (E  •+-  1).  Dans  le  cas 
actuel,  ).  =  1,  parce  que  (/n)*  est  un  infiniment  petit  par  rapport 
à  toute  puissance  positive  constante  de  n!.  Donc  la  fonction  que 
nous  considérons  est  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 

17.  Théorème  IlL  —  Si  la  fonction  f(s)  du  théorème  précé- 
dent possède  des  racines  p,  et  si  ces  racines  sont  en  nombre  illi- 
mité^  la  série  étendue  à  toutes  ces  racines 


ij. 


(raod  oY 
sera  convergente  pour  k  >  1 . 


(*)  Il  est  clair  que  le  théorème  subsistera,  si  l'on  remplace  dans  l'intégrale  s  par  une 
(onction  linéaire  de  5. 


—  i95  —  15 

Ce  ihéorème  résulte  encore  de  la  règle  suivante,  découverte 
par  M.  iMamard  : 

Soh  Q(n)  une  fonction  constamment  croissante  avec  n;  si  le 
eoefficient  a.  décroit  plus  vite  que 


?W 


le  module  de  la  n"**  racine  p.,  ces  racines  étant  supposées  ran- 
gées par  ordre  de  modules  croissants,  sera  supérieur  à  o(n). 

On  a  ici 

\ 

moda„<-|(l  -¥-^)ln]\ 

et  comme,  par  la  formule  de  Stirling, 


/iî=|^(iH-,)"j", 


il  vient  donc 


et  Tapplication  de  la  règle  de  M.  Hadamard  donne 

1  n 
mod  6„  ">  —  T— • 
e  in 

La  série  dont  il  est  question  dans  Ténoncé  du  théorème  con- 
verge  donc  plus  rapidement  que  la  série 

qui  est  convergente  pour  A*  >  1 .  Le  théorème  est  donc  établi. 

18.  Remarque,  —  L'application  des  méthodes  utilisées  dans 
les  numéros  qui  précèdent  permet  d'établir  très  aisément  que 
les  fonctions  Ç|  et  (,  de  s  étudiées  dans  le  paragraphe  précédent 
sont  des  fonctions  du  premier  genre.  Ce  résultat  nous  étant  inu- 
tile, nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  le  démontrer  en  détail. 
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CHAPITRE  11. 

ÉTUDE    ANALYTIQUE    DES    FONCTIONS   DE   DIRICULET    ET   DE   FONCTIONS 
AUXILIAIRES    DANS    LE   CAS    D*UN    MODULE  p    PREMIER. 

L*élude  des  fonctions  de  Dirichlei,  c'est-à-dire  des  fonctions 
qui  interviennent  dans  la  démonstration  du  théorème  sur  la  pro- 
gression arithmétique,  donne  lieu  à  des  discussions  nouvelles 
assez  longues  dans  les  cas  des  modules  composés.  Cette  cir- 
constance nous  a  engagé  à  traiter  d*abord  en  détail  le  cas  des 
modules  premiers.  Ce  cas  a  été  traité  d  abord  par  M.  Piltz,  qui  a 
rencontré  une  partie  des  résultats  que  nous  allons  démontrer. 
Nous  les  indiquerons  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  se  présenteront. 

§  1.  —  Définition  des  caractères  d'un  nombre  (mod  />). 

19.  Soit  p  un  nombre  premier  et  n  un  nombre  quelconque 

non  divisible  par  p.  Soit  ensuite  g  une  racine  primitive  de  la 

(*ongruence 

/-•=-!  (modp), 

et,  d'autre  part,  o)  une  racine  primitive  de  Téquation 

Désignons  encore  par  v  Tindice  du  nombre  n,  selon  le 
module  p,  c'est-à-dire  le  nombre  unique  inférieur  à  p  qui  vérifie 
la  congruence 

("2) g'  ^n  (modp)] 

on  dit  que  la  quantité 

(3) %(«,  mod  p)  c=  «^*, 

où  h  est  un  des  entiers  0, 1, 2  ...'(p  —  S),  est  im  caractère  du 
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nombre  n  (mod  p).  Quand  aucune  confusion  n'est  possible,  ce 
caractère  se  représente  simplement  par  /(n). 
Les  quantités  u\  savoir 

i,  «,  «*,,..  «>•"*, 

sont  les  (p  —  1)  racines  de  Péquation  (1).  On  peut  donc  dire 
encore  que  Ton  forme  les  différents  caractères  d'un  nombre  n 
en  remplaçant,  dans  l'expression 

x(n)  =  a\ 
(o  par  les  (p  —  1)  racines  différentes  de  lëquation  (1). 

20.  L'équation  (1)  a  deux  racines  réelles  -4-1  et  —  1,  qui 
correspondent  aux  valeurs  A  «»  0  et  h  cxa^^.  On  appelle  carac" 
tère  principal  celui  qui  correspond  à  la  racine  -f-  1  ;  il  est  égal  k 
l'unité  pour  tous  les  nombres  n.  En  dehoi*8  du  caractère  prin- 
cipal, il  n'y  en  a  qu'un  seul  qui  soit  réel  pour  tous  les  nombres  n  : 
il  correspond  à  la  racine  ( —  1)  et  est  égal  à  d=  1  suivant  le 
nombre  n. 

Nous  donnerons  à  tous  les  autres  caractères  le  nom  de  carac- 
tèf-es  imaginaires^  quoiqu'ils  puissent  avoir  une  valeur  réelle 
pour  certains  nombres  particuliers.  Leur  module  est  toujours 
égal  à  l'unité. 

A  tout  caractère  imaginaire  ^(n)  formé  avec  la  racine  &>* corres- 
pond un  caractère  conjugué  ou  opposé,  formé  avec  la  racine  &»'* 
conjuguée  de  la  première.  Nous  représenterons  ce  caractère  con- 
jugué par  les  notations 

-(n) 


X  %(w) 

Les  caractères  doivent  être  partagés  en  deux  classes,  mais  cette 
distinction  deviendra  surtout  importante  plus  tard.  Le  caractère 
principal  forme  à  lui  seul  la  première  classe,  et  tous  les  autres 
caractères  rentrent  dans  la  seconde. 
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Quand  il  y  aura  lieu  de  les  distinguer  entre  eux,  nous  repré- 
senterons les  différents  caractères  fMir 

%o»  Xi»  Xfi  •••  5Cp-t> 

selon  qu*ils  sont  formés  avec  les  racines 

De  la  sorte,  le  caractère  prioeîpai  sera  représenté  par  ^o* 

Je  ferai  reiiiarf|tier  encore  que,  pour  un  caractère  ^4  quel- 
conque, yJ^{ —  1)  est  réel  et  égal  à  db  1  suivant  que  h  est  pair  ou 
impair.  En  effet,  Tindice  de  ( —  1)  étant  ^^,  on  a 

x.(-i)==«^*=(-iA 

21.  Les  caractères  ainsi  définis  jouissent  de  quatre  propriétés 
fondamentales  bien  connues,  que  nous  allons  énoncer  : 

1*  Pour  tout  caractère  y^  et  deux  nombres  quelconques  n  et  n', 
on  a  la  relation  fonctionnelle 

2"  On  a,  pour  un  caractère  quelconque, 

x(n)  =  x(n')y      si       n  =  n'(modp); 

3*  Pour  tout  caractère,  sauf  le  principal,  on  a 


nsH 


tandis  que,  pour  le  caractère  principal, 

4®  Si  Ion  désigne  par  S  une  somme  étendue  à  la  totalité  des 

caractères,  on  a 

S5c(n)  =  0, 

sauf  cependant  si  n  ^  1  (mod  p),  auquel  cas 

X 


—  iî«>  —  II» 


§  i.  —  Definiikm  et  propiietes  des  famciioms  T|  v^*X^ 

H  ^\  (X.  y). 

88.  DéfiHiiùm  des  fomciioms  V*|(xr/J  et  ^'s^x^x^*  ~  ^^^ 
deux  foneiioiiSy  eomme  nous  liions  \*oir,  sont  ècroiiemeiil  liées 
aui  fonetions  {#|  (z,  x)  et  ^2  i^t  ')«  9"^  ^^"^  ivons  eonsidérfes 
diDs  le  ehipîire  l*'. 

Dttu  le  pragraphe  aeiuel,  nous  supposons  expressément  qtie 
le  earaetère  y  est  diRmM  d«  principal,  ei  nous  posions  eomme 
définition 

(1)     •    •    •      J  ""  * 


Dans  ces  sommes,  on  donne  successiveroeni  i  n  touies  les 
valeurs  entières  premières  avec  />.  Cest  pour  rappeler  et*tie  cir- 
constance que  nous  avons  accentué  le  signe  }il. 

Ces  équations  (t)  peuvent  encore  se  mettre  sous  une  autre 
forme.  En  remarquant  la  relation  (21,  t*) 

elles  peuvent  s'écrire 


■«T» 


Rappelons  eiicoi*e  que  ^  ( —  1)  =»  d:  t,  comme  on  Ta  vu  au 
n*  20;  on  aura  : 
1-  Six(-1)-1. 

(3) X  «-I 
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2*    Siy(-1) 1, 

'»'i  (Xt  x)  =  ^^ 
(4)  <  *  -  "'^^ 

NSI 

On  n'a  donc  à  étudier  la  fonction  V|  que  si  ;(( —  1)  =  1,  et  la 
fonction  W^  que  si  jr  ( —  1)  =  —  1 . 

23.  Étude  de  la  fonction  V| (x,  ^)  quand  ^( —  !)«=»  1 .  —  Si 
l'on  désigne  par  k  un  nombre  entier  inférieur  à  p,  et  tient  compte 
de  la  relation  (21 ,  2"") 

xC'O'^xW     si     n  =  k(modp), 
le  coefficient  de  y^(k)  dans  le  second  membre  de  l'équation 


Ns<t-ao  w*T* 


aura  pour  valeur 


«s- 00 


en  vertu  de  la  définition  de  ^|  (n**  3). 
On  a  donc,  entre  W^  et  ^p^,  la  relation 

Cette  équation  va  nous  servir  à  trouver  la  relation  fonction- 
nelle que  vérifie  4^i(x,)^).  Elle  se  déduit  de  la  relation  établie 
pour  <p|  (a,  x)  au  n'  3,  et  que  voici  : 

f i(a,  x)  =  — -  M  H-  2  ^  e     '    cos  2«a-«    . 

y/x  L         ^1  J 

Si  l'on  fait  successivement  a  =»->-»•*'—  et  qu'on  substitue 

p  p       p       ^ 

dans  réquahon  (5)  les  expressions  de  tpi  tirées  de  l'équation  pré- 
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cédenle,  le  terme  qui  ne  renferme  pas  de  cosinus  disparait,  parce 
que  la  somme  des  caractères  est  nulle  (21)»  et  il  vient 

vpx  •=«  I         *=i  P  A 

Mais  la  somme 

2  5C{^')  t'os 

r?i  P 

s^évalue  aisément  : 

1*  Si  n  est  un  multiple  de  />,  cette  somme  se  réduit  à 

2*  Si  n  est  premier  avec  /},  on  a  (21,  l*") 

Remarquons  que  quand  k  varie,  kn  représente,  en  même 
temps  que  k,  un  système  complet  de  résidus  (mod  p).  Posons 
d  après  cela 

>  j^(/c)  cos «  2  ^  (^''')  ^^^ "*  ^*{î^)' 

iSi  p        *=i  p 

on  aura 

'^*      ,,       2A;wT         1 

2   oc  (A)  COS  =  -—  T,  (x). 

é^i  p      %  (w) 

Il  vient  ainsi 
et  par  la  formule  (3),  puisque  ^( — i)=^l  par  hypothèse, 

(6) ^•i(ar,%)  =  — zz^»i    -'  -)• 
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Posons  encore,  pour  sinoplifier» 

L*équa(ion  (6)  prend  ainsi  la  forme 

\        i\    i\ 

et  telle  est  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction  4^|. 

Le  facteur  e\(y),  indépendant  de  ar,  a  son  module  égal  à 
Tunité.  En  effet,  multiplions  membre  à  membre  Téqualion  (7) 
avec  celle  qui  s*en  déduit  par  le  changement  simultané  de  x 
en  1  :  X  et  de  ^  en  1  :  y,  et  supprimons  le  facteur  commun 
Vi  (^»yj  ^1  (*»  ^)  ;  "  viendra 

(8) f.(%)e.(-)«[modf.(%)P-=i. 

La  même  conclusion  s  obtient  en  posant  x<»l  dans  Téqua- 
(ion(7),  à  condition  que  U^^(lyy)  ne  soit  pas  nul.  On  a,  dans  ce  cas, 

(8)      •      •      •      .   f|(%)  = 


\     xl       :iix{n) 


e    'p 


24.  Remarque.  —  Si  ^  ^st  le  caractère  réel  correspondant  à 
la  racine  (i)=( —  i)  (n"  20),  on  peut  se  servir,  pour  représenter 
ce  caractère,  du  symbole  de  Legendre 

X(n)        \/»i 

Pour  que  '^{ — l)»!,  il  faut  que  p^1(mod4').  On  a,  dans 
ce  cas,  par  Téquation  8, 

et  il  vient 

,      '^' lk\       2A'r  ,.- 

^i^x)^^Z  l-    cos =  ztzVp. 
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On  retrouve  donc  ainsi,  au  signe  près,  la  valeur  de  la  somme 
de  Gauss.  Si  ^ii^fy)  n*est  pas  nul,  la  formule  (8")  montre  que 
c*est  le  signe  -h  qu'il  faut  prendre.  Gauss  a  montré  que  cette 
dernière  conclusion  est  toujours  vraie  (*),  de  sorte  qu  on  a  sans 
restriction  ei  (y)  «=>  1 .  Dans  le  cas  du  caractère  réel,  la  relation  (7) 
se  réduit  donc  à 

<»^ '-^^''^-^/'i!i'^]- 

25.  Élude  de  la  fonction  V,  (x,  y)  quand  y( — !)»=■  —  1. 
Si  Ton  groupe  les  termes  comme  au  n*  23,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  7 (A:)  dans  le  second  membre  de  Téquation 

■♦•00  m*rx 

•=-00 

a  pour  valeur 

y{k'\'mp)e  '  =  p    >  U^m   e   ''      ^      =n^J-,nx  . 

Par  conscqneni, 

(10)    ....    Hf(x,x)«-pT  ;c(^)^i   -»px  . 

Comme  dans  le  cas  précédent,  nous  allons  déduire  la  relation 
fonctionnelle  vérifiée  par  ^\\  de  la  relation  du  n^  S,  à  laquelle 
satisfait  i^^,  savoir 


c^  « 


if,(a,  x)  = \  ne      '  siii  2ArT«. 

jV/x«=i 

On  fait  successivement  dans  celle-ci  a= -»->•••—,  et  Ton  sub- 
stitue dans  réquation  (10);  il  vient  ainsi 

XK  px— «  L  A-l  P     J 


(•)  Summatio  quarumdam  serierum  sitnjulurium  ;1808;.  —  Voir  aussi  DiRiCHLET 
Drdekind,  Zahlfntheorie,  Supplément  1. 
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On  a  d*ailleurs,  comme  au  n*  23  : 
1*  Pour  n  multiple  de  p, 

*=l  p 

?•  Pour  M  premier  avec  p, 

>  x(l^')sm =  xin)2,  %(Msin  — '«'î(%V 

D*où  réquation 


xl/pj^i  %(") 

et  par  la  relation  (4)  du  n*  22,  puisque  /( — 1)=  — 1    par 
hypothèse, 

(^1) M^'^x)=- — ::L_^i  -' -  • 

Posons,  pour  simplifier, 

L*équation  (11)  se  mettra  alors  sous  la  forme 

(12)    ....   T,(x.:^)  =  *-,(5c)-î— M,(i,  i). 


Telle  est  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction 
^i{^>X)  quand  x( —  ^)'=  —  1.  On  montre,  comme  dans  le  cas 
précédent,  que  le  module  de  £2(x)  ^^^  ^S^'  ^  Tunité. 

26.  Remarque,  —  Si  x  est  le  caractère  réel  correspondant  à 
la  racine  w  =  —  1  de  Péquation  (i>^*=3l,  on  a 


x{ 
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Lorsque  /}  ^  3  (mod  i),  auquel  cas 


(^h-'- 


on  en  conclut 


sans  ambiguïté  de  signe,  comme  dans  le  cas  précédent.  La  foniv 
tion  correspondante  possède  alors  la  propriété  fonctionnelle 


S  3.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  Z  (s,  /;,  Ç|  («,  5() 

27.  Les  fonctions  Z(s,x)  sont  celles  que  nous  appelons  fonc- 
tions de  Dirichlety  parce  que  cet  auteur  les  a  introduites  dans 
Tanalyse.  Elles  jouent  le  rôle  essentiel  dans  la  démonstration  du 
théorème  sur  la  progression  arithmétique.  Nous  allons  étudier  ici 
leurs  propriétés  fonctionnelles  qui  ont  été  découvertes  par 
M.  Piltz.  Mais  au  lieu  de  les  établir  directement,  comme  le  fait  cet 
auteur,  nous  allons  les  rattacher  à  celles  des  fonctions  Wi(x,x) 
et  Vj(x,x)>  qtie  nous  venons  d^analyser  (*). 

28.  Les  fonctions  Z  (3,  '/)  sont  définies,  pour  ^  («)  >  U  par  la 
série  ou  le  produit  infini  ^ 


(i) 


(')  11  contient  d'ajouter  que  M.  Lipschitz,  auquel  le  travail  de  M.  Piltx  (iSSi)  semble 
être  resté  inconnu,  a  retrouTé  ces  propriétés  fonctionnelles  par  une  méthode  analogue  à 
celle  de  M.  PilU  dans  son  mémoire  de  I8S9  déjà  cité.  {Journ.  de  Crette,  L  CV.) 

XX.  20 
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où  la  somme  accentuée  est  étendue  à  tous  les  nombres  entiers 
non  divisibles  par  ;>,  le  produit  à  tous  les  nombres  premiers  q 
autres  que  p. 

Dans  le  paragraphe  actuel,  nous  supposerons  encore  que  x  ^^^ 
un  caractère  diiïérent  du  principal.  Dans  cette  hypothèse,  la 
série  converge  pour  M  (s)  >  0,  mais  nous  n*utili$erons  pas  cette 
circonstance  pour  le  moment. 

29.  Ces  séries  jouissent  de  propriétés  diiïérentes  suivant  que 
ronax( — 1)»»+  1  ou  — 1.  En  effet,  nous  allons  voir  que, 
suivant  Thypothèse,  elles  se  ramènent  à  la  fonction  t^|  ou  à  la 
fonction  t^,  du  premier  chapitre. 

x(A)  =  %(p  — A), 
et  Ton  peut  écrire 

ë,       I  .s  (wip  -H  ky     Jîi  (»wp  —  kyj 


P  S  \p     I 


et  Ton  peut  écrire 


F-l 


?U<-'\ 


30.  Nous  allons  encore  montrer  que,  suivant  \\\n  ou  Tautre 
de  ces  deux  cas,  la  fonction  Z(3,^  se  ramène  aussi  à  l'une  des 
fonctions  W^  ou  4^*2*  On  pourrait  déduire  ce  résultat  des  calculs 
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que  nous  venons  de  faire  et  de  ceux  du  chapitre  1,  mais  il  est 
aussi  simple  de  rétablir  directement. 
^*   Si  5^( — 1)  =  1,  on  part  de  la  relation 

0 

et  Ton  trouve  par  la  formule  (1)  ci-dessus  et  la  formule  (3)  du 
n*22 


(2) 


*  •  S  ' ^  s  ^^'' ^)  ^ \f^^' ^""^  '>^)^'"^^' 


Pour  ^( — l)=3ly  nous  définirons  une  nouvelle  fonction 
^i(^'X)  P^**  réquation 

(3) 5i(^x)-(^)"'r(î)z(8,:c). 

La  fonction  Z  se  ramènera  ainsi  i  la  fonction  Ç^,  et  Ton  aura 

(4)    .     .    .     .    §4  («»%)•=  2/      '^«(^»%)^*     ^^• 

On  voit  par  les  formules  précédentes  qu*il  existe  entre  les 
fonctions  Z  et  \^  une  relation  analogue  à  celle  qui  lie  les  fonc* 
lions  2^(3)  et  \{()  de  Riemann. 

2*  Si  5j( — 1)«-» —  1,  on  pari  de  la  relation 

et  Ton  trouve  par  la  formule  (i)  du  paragraphe  actuel  et  la  for- 
mule (4)  du  paragraphe  précédent 

Cir\-  —       fs  -k"  i\  I      /^**  Lll 

-j   '  r [-^-J  z  {»,  x) = 5  y   '*.(x,  %)«  '  d«. 
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Nous  définirons,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  nouvelle 
fonction  Ç^  (3,  y)  par  Péquation 


(6)     .     .     .     .^,{s,x)^[')    "»  r(i^)z(,,:^); 


la  fonction  Z  se  ramène  ainsi  à  la  fonction  Ç^,  et  Ton  a 


1  ^tOO  »—i 

(7)     .     .     .     .    (*(«,%)  =  -/      ^'«(x,%jx^r/x. 


31.  Les  formules  (4)  et  (7)  du  numéro  précédent  viennent 
d*ètre  établies  pour  <!R  (5)  >  1,  mais  ces  formules  restent  conver- 
gentes et  par  conséquent  valables  pour  toute  valeur  de  s.  Elles 
prouvent  donc  que  Z  (5,  */)  est  une  fonction  synectique  dans  tout 
le  plan  (le  caractère  x  ^^^^^  supposé  différent  du  principal). 
Toutefois  cette  circonstance  n'est  pas  apparente  dans  les  formules 
susmentionnées  et,  pour  la  mettre  en  pleine  lumière,  nous  allons 
mettre  les  intégrales  qui  précèdent  sous  une  autre  forme,  qui 
conduit  encore  à  d^autres  conséquences  importantes. 

1®  Supposons  d'abord  5^  ( —  !)«=  1.  On  a 

Si  Ton  change  la  variable  d'intégration  û:  en  -  dans  la  seconde 
intégrale,  puisqu*on  utilise  la  relation  fonctionnelle  (7)  du  para- 
graphe précédent  (n"*  23),  il  vient  successivement 


'i(x)  /    ^lU, -jx"  *  dx. 
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et,  en  substituant  dans  la  formule  (4)  qui  a  lieu  pour x( — 1)=^^» 


Çi  («,%)«=  2  /     ^»'i(^,%)«'   *dx 


On  voit  maintenant,  en  se  reportant  à  Texpression  de  4^|  en 
série  (n*  22),  que  le  second  membre  converge  pour  toute  valeur 
de  s  et  représente  une  fonction  entière  de  s  dans  toute  Pétendue 
du  plan. 

La  formule  (4*)  met  encore  en  lumière  la  propriété  fonction- 
nelle de  Ç|(5,  x).  Si  Ton  considère  que  Ton  a  (n*  23,  form.  8) 


^i(x).f.(-)-^ 


on  reconnaîtra  à  la  seule  inspection  du  second  membre  lexacti- 
tude  de  la  relation 


(8) f.(t,%)  =  *-.(x)? 


D  où  le  théorème  suivant  : 


•('-'•ïi- 


S%'^[ —  1)  »=  1 ,  ta  fonction  i|  (s,  y)  se  reproduit,  multipliée  par 
un  facteur  indépendant  de  s  et  de  module  égal  à  l'unité,  par  le 
changement  simultané  de  s  en  i  — set  dey  en  :ç;  «i,  en  particulier, 
X  w/  le  caractère  réel  correspondant  à  la  racine  w  =  —  \,la 
fonction  se  reproduit  par  le  changement  des  en  i  —  s  (*). 

2*  Passons  au  cas  où  x( — ')  =  — *•  Oti  a,  par  les  mêmes 


(')  Dans  le  cas  du  caractère  réel,  celte  prupriét(i  a  été  découverte  par  M.  Hurwitz 
[Zeiischrift  fur  Math.  u.  Ph.,  t.  XXVII.  1882). 
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transformations  que  ci-dessus. 


I  0 

1  I 

(7*)   Çi(<,  ^)  =  '^/     ^'^  (^'  :^)  X  '  /<x  -+-  -  f ,(%)/     Y,^«,  -j  X   *dx. 


La  formule  (7"),  qui  n'est  qu'une  autre  forme  de  la  for- 
mule (7),  met  en  évidence  que  is(«,7j  est  une  fonction  entière 
pour  toute  valeur  de  s.  On  en  conclut,  comme  dans  le  premier 
cas,  la  relation  fonctionnelle 

(9) f,(«,x)  =  ^*WÇi(^ -«,-)• 

D*où  le  théorème  suivant  : 

Si  x( — 1)  =  —  1,  la  fonction  iaC*,/)  *^  reproduit ^  multipliée 
par  un  facteur  indépendant  de  s  et  de  module  égal  à  l'unité^  par 
le  changement  simultané  de  s  en  l  ^s  et  de 'x  en-.  En  particu- 
lier, si  -^  est  le  caractère  réel  correspondant  à  la  racine  w  «=3  —  i , 
la  fonction  se  reproduit  simplement  par  le  changement  de  s  en 
1— s. 

32.  Remarque.  —  On  peut  encore  énoncer  les  théorèmes 
contenus  dans  les  formules  (8)  et  (9)  sous  la  forme  suivante  : 
Les  produits 


Ç,(S,%)Çik    -j.        si         ;^.(— i)  — —  i, 


Xi 

restent  invariables  par  le  changement  de  s  en  l  —  s. 


z(.„)-n(.-^)) 
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33  Conséquences  relatives  atix  racines  de  l^  et  Ç^.  —  Les  for- 
mules (3)  et  (6)  qui  lient  les  fonctions  if  et  Ç,  à  Z  prouvent,  puis- 
que la  fonction  F  ne  peut  pas  s'annuler,  que  Ç|  et  i^  ne  peuvent 
avoir  d  autres  racines  que  celles  de  Z. 

L'expression  de  Z  («,  ^)  en  produit  infini 

convergent  pour  <!R  («)  >  1,  prouve  que  Z  («,  /)  ne  peut  avoir 
de  racines  dont  la  partie  réelle  surpasse  Punité.  Donc»  en  pre- 
mier lieu,  les  fonctions  i|  et  ^2  ne  peuvent  avoir  de  racines  dont 
la  partie  réelle  surpasse  Tunité.  Mais,  d'autre  part,  les  for- 
mules (8)  ou  (9)  montrent  que  si  s  est  racine  de  ^«(s,^)  ou 

vertu  de  la  conclusion  précédente,  s  ne  peut  avoir  non  plus  sa 
partie  réelle  négative.  De  là  la  conclusion  suivante  : 

Si  les  fonctions  Çf  et  Ç^  ont  des  racines,  ce  sont  nécessaire- 
ment des  racines  de  Z,  et  ces  racines  ont  leur  partie  réelle  com- 
prise entre  0  et  +  t  (limites  non  exclues  jusqu'à  présent). 

Nous  allons  démontrer  au  paragraphe  suivant  que  ces  racines 
existent  eiïectivement. 


§  4.  —  Genre  des  fonctions  $|,  ç,  et  Z.  Racines  de  ces  fonctions. 

34.  Pour  déterminer  le  genre  de  ces  fonctions,  nous  allons 
employer  encore  une  fois  la  méthode  de  M.  Hadaroard,  dont  nous 
avons  déjà  fait  connaître  les  principes  au  chapitre  I*%  §  3.  Au 
lieu  d'appliquer  simplement  les  théorèmes  déjà  démontrés,  nous 
allons  reproduire  certaines  démonstrations  qui  conduisent,  dans 
dans  le  cas  actuel,  à  des  résultats  un  peu  plus  précis. 

Développements  de  ^|  ei  Ç|  par  la  formule  de  Maclaurin.  —  Les 
fonctions  entières  Çf  et  Çj  peuvent  se  développer  par  la  formule 
de  Maclaurin  dans  toute  l'étendue  du  plan  sous  la  forme 

Çi(*>  x)  =  «0  -♦-  a,«  ^  . •.  -4-  a^s"*  -+-•••, 


»i 
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Les  coeflicienU  du  développement  se  déduisent  directement 
des  formules  (4*j  et  (7*)  du  paragraphe  précédent,  et  peuvent  se 
calculer  par  les  formules 


(-.r«.(.)/"..(..l)(^x).^] 


(-  <)''.'%)/*"•'-.  (ï,  ^)  (/«)-rf«l . 


On  remarque  que  les  deux  quantités 

*  \     X'  l/x 

l'iC^i  x)  -r=  -*-  (—  1  )"«,  (x)  T,  (a-,  -)  • 

ne  différent  respectivement  des  deux  quantités 

V  X 


T* 


que  par  un  facteur  qui  (end  vers  l*unité  quand  x  augmente  indé- 
finiment. On  peut  donc  appliquer  la  remarque  du  n**  14  et  poser^ 
en  désignant  en  général  par  yj  une  quantité  qui  tend  vers  zéro 
pour  n  infini,  les  expressions  asymptoliques 
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35.  Les  formules  précédentes  font  connaître  la  loi  de  décrois- 
sance des  coefficients  a.  et  6..  On  peut,  comme  au  n**  16,  en 
déduire  le  genre  de  la  fonction  par  la  méthode  de  M.  Hadamard. 
On  conclut  immédiatement  de  la  comparaison  des  formules  que 
les  fonctions  Ç^  (s,  y^  et  Çj(s, 5^)  sont  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 

Il  est  également  très  important  de  connaître  la  loi  de  crois- 
sance des  modules  des  racines  successives 

Ph  Pu  •••  Pm^  ••• 

de  Tune  ou  de  lautre  de  ces  fonctions  supposées  rangées  par 
ordre  de  modules  croissants.  La  démonstration  du  n*"!?  s*ap- 
plique  encore  et  nous  permet  d'énoncer  d'abord  le  théorème 
suivant  : 
La  série 

r  (mod  pj  ' 

étendue  à  toutes  les  racines  de  la  fonction  Ç|  (s,  y),  si  5^( —  1  )  «=»  1 , 
oti  il  (s,  x\  ««  x^ —  *)  =  —  ^9  ^  supposer  que  ces  racines  soient 
en  nombre  illimité,  sera  convergente,  pourvu  que  k  soit  supérieur 
à  Funilé, 

Le  théorème  précédent  ne  suffit  pas  pour  établir  Texistence 
des  racines  p.  Il  faudrait  en  outre  trouver  une  limite  inférieure 
du  module  de  p..  On  pourrait  obtenir  ce  résultat  comme  il  suit  : 

Supposons  x( —  1)  =  1.  Posons  alors 


«  =  -  H-  n, 

2 


et  considérons  la  fonction 


.(i...-,.).(i...-.i) 


qui,  en  vertu  de  la  remarque  du  n*  Z%  sera  une  fonction  paire 
de  ^0n  peut,  avec  un  peu  d*attention,  raisonner  sur  cette  fonction 
comme  M.  Hadamard  raisonne  sur  la  fonction  l(t)  dans  son 
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Mémoire,  et  montrer  que  cette  fonction  est  du  genre  zéro  eo  fl. 
On  déterminera  ensuite  avec  exactitude  la  loi  de  croissance  des 
modules  de  ses  racines,  qui  est  analogue  à  celle  des  racines  de 
l(l).  Cette  loi  étant  connue  pour  le  produit 


ç.(l  +  rt,5c)Çi(i-^ri,l), 


IVst,  par  le  fait  même,  pour  chacun  des  facteurs  séparément» 
parce  que  les  racines  de  i|(s,  y)  sont  les  conjuguées  de  celles 
de  Ç,  (s,  i). 

36.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  cependant  è  faire  cette 
démonstration,  qui  est  assez  longue,  et  nous  nous  contenterons 
d*établir,  par  la  méthode  la  plus  simple  possible,  le  résultat 
suivant  : 

Les  fondions  ii(s,  y)  et  i^i^^y)  ^^^'  ^'^  genre  un  et  non  du 
genre  zéro^  et  elles  admettent  une  infinité  de  racines  p.  La  loi  de 
croissance  des  modules  de  ces  racines  est  telle  que  la  série 


\ 


^  mod  p 

ne  peut  pas  être  convergente. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  y  ( —  I)  =1  et  raisonnons 
sur  la  fonction  ii(«,  5^)  Le  développement  de  Si(«, /)  en  fac- 
teurs primaires  ne  peut  renfermer  que  des  facteurs  exponentiels 
de  la  forfne  e^  et  des  facteurs  de  la  forme  II  —  'X  puisque  la 
fonction  n*est  pas  d'un  genre  supérieur  au  premier  (35).  Les 
facteurs  exponentiels  doivent  même  disparaître  si  la  fonction  est 
du  genre  zéro;  mais  on  peut  comprendre  ce  cas  dans  le  précé- 
dent, en  admettant  que  les  coeflicients  a  peuvent  être  nuls. 

Si,  par  impossible,  la  série  Spi;;  était  absolument  convergente, 
on  pourrait,  dans  le  développement  en  facteurs  primaires,  grouper 
séparément  les  facteurs  de  la  forme  (I  — -\  en  produit  absolu- 
ment convergent,  et  par  suite  grouper  aussi  séparément  les  expo- 
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nenlielles.  On  obtiendrait  ainsi  un  résultat  de  la  forme 


f.(«.x)  =  Çi(o,%)e-n(i-î]. 


d'où 

et  le  second  membre  conserverait  une  valeur  finie  quand  5  tend 
vers  l*infini  positif,  toutes  les  racines  p  ayant  leur  partie  réelle 
inférieure  à  Tunité  (33). 

Mais,  d*autre  part,  je  vais  montrer  que  le  premier  membre 
augmente  indéfiniment  quand  s  tend  vers  Tinfini  positif.  On  a, 
en  effet  (30), 

d'où 

D  log  Ç,(»,  x) ^  log  (-)  -4-  I)  log  r  (î)  -.-  iog  Z  ($,  x). 

L'expression  de  Z  en  produit  infini  (28)  donne 

DlogZ(,,.)==2-'^'^'' 


,  r  —  x{q) 


Ce  terme  tend  donc  vers  zéro,  quand  s  tend  vers  Tinfini 
positif,  tandis  que  D  log  F  [|]  augmente  indéfiniment  avec  s. 
Donc  D  log  il  (3,  y)  augmente  aussi  indéfiniment.  La  série  £  ^— 
ne  peut  pas  être  convergente  et  le  théorème  est  établi. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  Çj(«,y)8i  '^( — !)«=» — .1. 
En  résumant  donc  les  résultats  énoncés  aux  n""  33  et  36,  on  a  le 
théorème  suivant  : 

37.  La  fonction  li  («,y  )  si  y  ( —  1  )  =a  1  et  la  fonction  Çj  (s,  y) 
si  y  ( —  1  )  =  —  1 ,  sont  des  fonctions  du  premier  genre  ayant  une 
infinité  de  racines  dont  ta  partie  réelle  est  comprise  entre  zéro 
et  un. 


50  —  3I(>  — 

La  fonction  Z  i^s,  y\  qui  s'exprinte  par  un  produit  de  trois 
fondions  du  premier  genre 

^'^  -  (I) 


^P.  , 


W  ,,(111) 


est  donc  aussi  une  fonction  entière  du  premier  genre. 


CHAPITKE   m. 

Étude  analytique  des  fonctions  de  Dirichlet  dans  le  cas 

d'un  module  composé. 


§  r  —  Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod.  p*)  dans 
le  au  d'un  nombre  premier  p  impair, 

38.  Définition  des  caractères  (mod  p').  —  Désignons  par  n 
un  nombre  quelconque  premier  à  p  et  par  g  une  racine  primitive 
de  la  congruence 

gp^'ip '^^  =  i  [mod  p* ). 

Soit  V  Pindice  du  nombre  n,  cVst-à-dire  un  nombre  vérifiant  la 
congruence 

(1) g*  ^n{modp*j. 

Représentons  parco  une  racine  quelconque  de  Téquation 

(î2) ^i"  "%-»)-.!. 

Lu  quann'té 
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esl  ce  que  nous  appellerons  un  caractère  du  nombre  n  (niod  />*). 
Nous  représenterons  d'ailleurs  ce  caractère  par  ^(n)  quand 
aucune  confusion  ne  sera  possible. 

On  forme  des  caractères  différents  en  remplaçant  les  unrs 
par  les  autres  les  diiïérentes  racines  des  équations  (2).  Ces 
racines  peuvent  s'exprimer  comme  puissances  successives  d'une 
racine  primitive  (Oi  : 

et  leur  nombre,  qui  est  celui  des  caractères  diiïérents,  est  égal  à 
p*"*(p — 1).  Nous  représenterons  ce  nombre,  suivant  Tusage, 
par  (f(p'). 

L'équation  (2)  n'a  que  deux  racines  réelles  +  1  et  —  1  ;  toutes 
les  autres  sont  imaginaires,  mais  leur  module  est  égal  à  l'unité. 

On  donne  le  nom  de  caractère  principal  à  celui  qui  est  formé 
avec  la  racine  o)  =  1  ;  il  est  égal  à  Tunité  pour  tous  les  nombres. 
En  dehors  du  précédent,  il  n'y  en  a  qu'un  seul  qui  soit  réel  pour 
tous  les  nombres  n  :  c'est  celui  qui  correspond  à  !a  racine  (Oca —  ( . 
Il  est  égal  à  f^j,  ce  symbole  représentant,  d'après  Legendre,  le 
caractère  quadratique  de  n  (mod  p). 

Nous  donnerons  à  tous  les  autres  caractères  le  nom  de  carac^ 
lères  imaginaires.  Ceux-ci  sont  conjugues  deux  à  deux,  comme 
les  racines  qui  servent  à  les  former,  de  sorte  qu'à  tout  caractère 
^(n)  formé  avec  la  racine  (o  correspond  un  caractère  conjugué 
ou  opposé,  que  nous  représentei*ons  par  les  notations 

1         1  ,  , 


et  qui  est  formé  avec  la  racine  -  conjuguée  de  la  première.  S'il 
y  a  lieu  de  les  distinguer  entre  eux,  nous  représenterons  encore 
les  différents  caractères  par 

%h  Xii  Xn  — 

et  nous  conviendrons  que  /«  représente  le  caractère  principal. 
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Enfin,  pour  un  caractère  /j^  quelconque,  formé  avec  la  racine 
b)i  ^,  on  a 


Le  caractère  5^( —  i)  est  donc  égal  à  +  1  ou  —  1  suivant  que 
la  racine  co  qui  sert  à  le  former  est  une  puissance  paire  ou  im- 
paire de  la  racine  primitive  o^. 

39.  Les  caractères  ainsi  définis  jouissent  encore  des  quatre 
propriétés  fondamentales  correspondant  à  celles  du  n*'  21 ,  savoir  : 

1*  Pour  deux  nombres  quelconques  n  et  n'  premiers  avec  p» 
on  a 

i^  Si  n  55  n'  (mod  p*),  on  a 

x(w)==x(«'); 

3*  La  somme  £  s'étendant  à  tous  les  nombres  inférieurs  à  p* 
et  premiers  à  p,  on  a,  dans  le  cas  du  caractère  principal, 

N 

et  pour  tout  autre  caractère, 

N 

4*  La  somme  S  s*étendant  à  la  totalité  des  caractères»  on  a, 
pour  un  nombre  n  quelconque, 

sauf  cependant  si 

n  ^  1  (mod  p'^)y 

et,  dans  ce  cas, 

Sx(n)  =  f(p«). 

X 
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40.  Subdiviition  des  caractères  en  trois  classes,  —  Dans  le 
cas  d'un  nombre  premier,  nous  n*avions  subdivisé  les  caractères 
qu*en  deux  classes.  Ici  nous  rencontrons  une  classe  de  plus  : 

La  première  classe  renfermera  le  caractère  principal  seule- 
menty  comme  dans  le  cas  d*un  module  premier. 

La  deuxième  classe  renfermera  les  caractères  impropres 
(mod  p").  Nous  appellerons  ainsi  ceux  qui  sont  en  même  temps 
des  caractères  (mod  p''^)t  en  désignant  par  p^'^  une  puissance 
de  p  inférieure  à  ;>^. 

Pour  que  cette  circonstance  se  présente,  il  faudra  que  le 
caractère  x  soit  formé  avec  une  racine  (o  de  Téquation 

qui  soit  en  même  temps  racine  de 

Si  Ton  désigne  donc  par  coi  une  racine  primitive  de  la  pre- 
mière équation,  il  faudra  qu'on  ait 

Le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  o)  fournies  par  cette 
équation  est  (a  —  1)  (p  —  1).  Mais,  comme  nous  excluons  de  la 
classe  actuelle  le  caractère  principal,  on  voit  que  le  nombre  des 
caractères  impropres  (mod  p")  se  réduit  à  (a  —  1)(p  —  1)—  1. 

On  remarquera  encore  que  la  classe  qui  nous  occupe  renfer- 
mera toujours  le  caractère  réel  formé  avec  la  racine  (o^a —  1^ 
car  celui-ci  étant  égal  à  [^1  est  aussi  un  caractère  (mod  p). 

En6n,  la  troisième  classe  renfermera  tous  les  autres  carac- 
tères, que  nous  appellerons  les  caractères  propres  (mod  p^. 

Diaprés  les  définitions  précédentes,  un  caractère  impropre 
(mod  p')  sera  un  caractère  propre  pour  un  module  convenable 
p"^.  D'ailleurs,  les  nombres  n  premiers  à  p*"^  et  à  p*  sont  les 
mêmes,  sauf  pour  a  —  X  >»  0.  Si  donc  nous  laissons  de  côté  le 
caractère  principal,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  tard,  on 
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voit  que  nous  pouvons  nous  borner  à  étudier  le  eas  d*un  carae- 
lère  propre  (mod  p"). 
On  a  le  théorème  général  suivant  : 

41.  Théorème.  —  Soient ^  d'une  part,  5  =■  p""'"  et  ^  =  p^  deux 
puissances  de  p;  d'autre  partf  a  e/  A  deux  nombres  premiers  à  p. 
Soit  ensuite  I  un  nombre  qui  passe  par  toutes  les  valeurs  de 
0  àh —  i.  Je  dis  que  ton  a,  dans  le  cas  d'un  caractère  propre 
(mod  p"  «=  mod  8  A), 

2  x(a-^  MA,  mod  (TA)  =  0. 


/srf) 


En  effet,  les  S  nombres  premiers  à  p  : 

o,     a  -+-  A  A,    a  -+-  2AA,  ...a  -h  (S —  I)  A  A, 

sont  congrus  enlre  eux  (mod  A  =  mod  p^);  d'autre  part,  ils  sont 
incongrus  entre  eux  (mod  SA-»  mod  p"),  car  si  Ton  avait 

/AAs/'AA(modAJ), 
on  en  tirerait  (A  étant  premier  à  A) 

/  =  /'  (mod  J), 

ce  qui  est  impossible  pour  /  et  /'  <  S. 

Désignons  donc  les  S  indices  de  ces  nombres  par 

"Of  "ij  ^t»  •••  "i-iî 

ces  indices  seront  congrus  entre  eux  [mod  p^~'(p — 1)J  et 
incongrus  [mod  p"~'  (p  —  1)].  La  suite  précédente  doit  donc  être, 
à  Tordre  près,  équivalente  [mod  p'~'  (p  —  1)]  à  la  suivante  : 

qui  est  la  seule  distincte  possédant  les  deux  propriétés  indiquées. 
Posons  donc,  en  abrégé, 

3t-»4  MX 
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il  viendra 

Si 

2  x(«  -^-  /AA,  mod  <?A)  =  &»][•  1 1  -f.  «,  -i-  aî  -♦-..•  -4-  wf"*]. 

et  le  second  membre  se  met  sous  la  forme 

y       ■ 


1 T' 

«I  —  1 

Le  dénominateur  (0)1  —  1)  ne  peut  s'annuler  pour  un  carac- 
tère propre,  par  définition;  d'autre  part,  le  numérateur  est  nul, 
car 

donc  le  théorème  est  établi. 

5  î.  —  Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod  2'). 

42.  Définition  des  caractères  (mod  2').  —  11  n'y  a  pas  de 
caractères  (mod  2);  nous  supposerons  donc,  dans  ce  qui  suit, 
c>  i. 

Pour  tout  nombre  impair  n,  on  peut  poser 

ns!(--i)«5\mod2*j, 

où   a   est   un   des   nombres    (0,  1)    et   X    un    des    nombres 
(0, 1,2,  ...2"* — 1).  A  tout  nombre  n  correspondent  deux 
nombres  a  et  X,  déterminés  d'une  manière  unique  et  qu'on 
appelle  les  indices  de  n  (mod  2'). 
Dans  le  cas  particulier  où  c  est  égal  à  2  et  le  module  à  4,  on 

pose  simplement 

n  =  (— |f(mod4), 

et  les  considérations  relatives  au  nombre  5  peuvent  être  suppri- 
mées. Mais  ce  cas  peut  être  considéré  comme  rentrant  dans  le 
cas  général,  car  (c  —  2)  étant  nul,  X  est  nécessairement  nul,  et 
le  nombre  5  ne  joue  aucun  rôle  dans  le  caractère  défini  pi-écé- 
XX.  21 
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demment.  Les  considérations  que  nous  allons  développer  pour 
le  cas  général  s'appliqueront  donc  encore  pour  c  >=>  2. 

Désignons  par  6  et  r^  des  racines  respectivement  des  deux 
équations 

(2) •'=!,    /"'«i; 


on  dit  que  la  quantité 

est  un  caractère  du  nombre  n  (mod  2').  Nous  le  désignerons 
encore  simplement  par  /  (ii)  si  aucune  confusion  n'est  possible. 
On  forme  encore  des  caractères  différents  en  substituant  les 
unes  aux  autres  les  différentes  racines  des  équations  (2).  Le 
nombre  de  ces  caractères  différents  est  donc  encore  égal  k 

On  appelle  caractère  principal  celui  qui  est  formé  avec  les 
racines  0  «»  1,  vi«=a  I.  Tous  les  autres  caractères  ont  encore  leur 
module  égal  à  Tunité.  Parmi  ceux-ci,  il  y  en  a  encore  trois  qui 
sont  réels  pour  tous  les  nombres  n;  ce  sont  ceux  qui  sont  formés 
avec  les  racines 

(a«i,,^ i),    (e=-i,  i,  =  i).    (9 1,  i,«-.i). 

Comme  antérieurement,  nous  donnerons  aux  autres  caractères 
le  nom  de  caractères  imaginaires  et  à  ceux-ci  le  nom  de  carac^ 
tères  réels. 

On  reconnaît  sans  peine  que  les  caractères  (mod  2')  jouissent 
des  quatre  propriétés  fondamentales  analogues  à  celles  des 
n**'  21  et  39.  Il  est  inutile  de  les  transcrire  encore  une  fois. 

EnGn,  le  nombre  ( —  1)  ayant  pour  indices  (a=  1,  X  «=  0), 
le  caractère  5^(  —  1,  mod  2*)  sera  égal  à  (h-  1)  ou  à  ( —  1)  sui- 
vant qu'il  sera  formé  avec  la  racine  9=»-+-l  ou  8*»  —  i  de 
réquation  B^=»i. 

43.  Subdivision  des  caractères  en  trois  classes.  —  Nous  avons 
à  reproduire  ici  les  mêmes  distinctions  qu'au  paragraphe  précé- 
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dent.  Nous  partageons  les  caractères  (mod  2')  en  trois  classes  : 
La  première  classe  renferme  le  caractère  principal  seulement. 
La  deuxième  classe  renferme  les  caractères  impropres  (mod  3'). 

Ce  sont  ceux  qui  sont  formés  avec  une  racine  r^  de  Téqualion 

qui  est  en  même  temps  racine  de  Téquation 

de  degré  moindre.  Ces  caractères-là  sont  aussi  des  caractères 
(mod  2*~^*)  et  y  est  compris  entre  0  etc  (limites  exclues). 

La  troisième  classe  renferme  les  caractères  propres  (mod  2'). 
Ce  sont  tous  les  autres. 

Remarques.  —  Si  c  =  2,  les  caractères  (mod  4)  sont  formés 
avec  les  seules  racines  de  8^  «»  1.  Il  n*y  a  que  deux  caractères. 
L'un  est  le  caractère  principal  ;  l'autre  est  un  caractère  propre, 
(|ui  est  réel. 

Si  c  =:  3,  la  seconde  des  équations  (2)  devient 

de  sorte  que  les  caractères  (mod  8)  sont  encore  tous  réels. 
Us  correspondent  aux  combinaisons  de  racines 

La  première  combinaison  donne  le  caractère  principal;  la 
seconde,  un  caractère  impropre  (mod  8),  car  c*est  un  caractère 
(mod  4);  les  deux  dernières  donnent  des  caractères  propres 
(mod  8). 

Enfin,  pour  une  puissance  de  2  supérieure  à  8,  tous  les 
caractères  propres  sont  imaginaires. 

44.  On  peut  étendre  au  cas  actuel  le  théorème  du  n*41. 
Théorème.  —  Soient,  d'une  part^  i  «—  2*^  e/  A  =  S' deux  puiê- 
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muces  de  2;  d'autre  pari,  a  et  \  deux  nombres  impairs.  Soit 
ensuite  I  tin  nombre  qui  passe  par  toutes  les  valeurs  entières  de 
0  à  d  —  \\ie  dis  que  Von  a,  dans  le  cas  d*un  caractère  propre 
(mod  ai  «==  mod  2*), 

2  >:  (a  +  'A A,  mod  c^A)  —  0. 

La  conclusion  est  immédiate  si  A>»2,  car,  dans  ce  cas, 
(a  +  /  AA)  représente  successivement  tous  les  résidus  impairs 
(mod  2*)y  et  la  somme  précédente  s*annule  en  vertu  d'une  des 
quatre  propriétés  générales  des  caractères. 

Supposons  doncy>l.  Les  nombres 

Oy    a  -¥-  AA,    a  -4-  2AA, ...  a  -h  ((î  —  i)  AA 

sont  congrus  entre  eux  (mod  A  =  mod  2^)  et  incongrus 
(mod  dA  >a  mod  2').  Si  Ton  désigne  donc  leurs  indices  (mod  2*) 
par  les  suites 

\»î     ^n     ^«j   ••  ^S-tf 

les  indices  a  seront  congrus  entre  eux  (mod  2)  ;  en  outre,  les 
indices  X  seront  congrus  entre  eux  (mod  2^'*)  et  incongrus 
(mod  2"*).  La  suite  des  indices  >.  est  donc  équivalente  (mod  2"*) 
à  la  suite 

>o,    K'^V~\    A.+ 2.2^-'...>o-^(<y— 1)2'-*, 

en  ne  tenant  pas  compte  de  Tordre  des  termes.  Par  conséquent, 
si  Ton  pose  en  abrégé 


il  viendra 


2  >:  (a  -*-  /A A,  mod  (TA)  -s  6«V*  [l  -Mfi  -fr-  vî  ■♦-  -  if'"*] 
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parce  que  (^i  —  I)  esl,  par  dëBnitiony  différent  de  zéro  pour 
un  caractère  propre,  tandis  que  le  numérateur 


vf— 1=»-*  — 1=0. 
Le  théorème  est  donc  établi. 


S  3.  —  Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod  M), 

pour  un  module  M  quelconque. 

45.  Définition  des  caractères  (mod  M).  —  Décomposons  M 
en  ses  facteurs  premiers 

M  —  2'p?«f)î' .... 

Soit  ensuite  n  un  nombre  premier  à  M.  On  appelle  caractère 
de  n  (mod  M)  le  produit  des  caractères  de  n  selon  les  modules 
respectifs  i%  p^"*,  p/% ...  auxquels  nous  donnerons  le  nom  de 
modules  composants.  On  a,  donc  par  définition, 

X  («,  mod  M)  —  X  (w,  mod  âOx('»»  ""O^  Pi^*)  •••  • 

Dans  le  cas  où  c  ^^  1 ,  comme  il  n*y  a  pas  de  caractère  (mod  % 
on  supprime  le  premier  facteur  au  second  membre,  comme  dans 
le  cas  où  M  est  impair. 

Le  caractère  principal  est  celui  qui  esl  formé  du  produit  des 
caractères  principaux  selon  tous  les  modules  composants 
2*y  j9i*% ...  Nous  le  désignerons  par  ^o*  'I'^^^  '^^  caractères  ont 
leur  module  égal  à  Tunité  et  leur  nombre  est  égal  à  f  (M),  en 
représentant,  comme  d*habilude,  par  f  l'indicateur  de  Gauss. 

Pour  un  caractère  ^  quelconque,  on  a 

X(— 1,modM)  =  dbl, 
puisqu*il  en  est  ainsi  pour  les  modules  composants. 

46.  Les  caractères  (mod  M)  jouissent  des  cinq  propriétés 
suivantes  : 
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1*  Pour  deux  nombres  n  et  n'  premiers  à  M,  on  ^ 

2*  Si  n  ^  n'  (mod  M),  on  a  la  relation 

xW  — xK). 

3*  La  somme  ^'  s'étendant  à  tous  les  nombres  premiers  h  N 
et  inférieurs  à  M,  on  a,  dans  le  cas  du  caractère  principal, 

oi  pour  tout  autre  caraclère, 

N 

4*  La  somme  S  s*étendant  à  la  totalité  des  caractères,  on  a, 
pour  tout  nombre  n  premier  à  M, 

Sy»«0, 

X 

sauf  si  n^l  (mod  M),  auquel  cas 

8x(«)  =  f(M). 

5"*  Si  M  et  IVr  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  et  pre- 
miers à  n,  on  a 

46.  Subdivision  des  caractères  en  quatre  classes.  —  Dana  le 
cas  où  M  est  un  nombre  composé,  les  caractères  (mod  M)  doivent 
se  partager  en  quatre  classes,  comme  il  suit  : 

La  première  classe  renferme  le  caractère  principal, 
La  deuxième  classe  renferme  les  caractères  formés  avec  des 
caractères  principaux  suivant  une  partie  seulement  des  modules 
composants.  Nous  donnerons  à  ce^  caractères  le  nom  de  carac- 
tères incomplets  (mod  M). 
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Nous  rangerons  dans  la  troisième  classe  les  caractères  improiyres 
(mod  M).  Ce  sont  ceux  qui  ne  renferment  dans  leur  eomposition 
aucun  caractère  principal  par  rapport  aux  modules  composants, 
mais  un  ou  plusieurs  caraclères  impropres. 

Enfin  nous  rangerons  dans  la  quatrième  classe  les  caractères 
propres  (mod  M).  Ce  sont  ceux  qui  sont  exclusivement  formés 
de  caractères  propres  suivant  tous  les  modules  composants. 

Les  caractères  des  deux  premières  classes  doivent  exiger  des 
considérations  spéciales.  Mais  Tétude  des  caractères  impropres 
(mod  M)  se  ramène  immédiatement  à  celle  des  caractères 
propres.  En  effet,  tout  caractère  impropre  (mod  M)  est  un  carac- 
tère propre  (mod  M'),  en  désignant  par  M'  un  diviseur  de  M  qui 
contient  tous  les  mêmes  facteurs  premiers  et  qui  est,  par  consé- 
quent,  premier  avec  tous  les  mêmes  nombres. 

47.  On  a  encore  le  théorème  suivant,  qui  généralise  ceux  des 
n"»  41  et  44. 

Théorème.  —  Soient,  d^une  part,  À  e/  S  deux  nombres  formés 
des  mêmes  facteurs  f)remiers;  de  l'autre,  a  et  A  deux  nombres  pre- 
miers avec  les  précédents.  Soit  ensuite  I  tin  nombre  qui  passe  par 
toutes  les  valeurs  entières  de  0  ào  —  i;  je  dis  que  l*on  a,  dans  le 
cas  d'un  caractère  propre  (mod  8À), 

2  x("  -^  'AA,  mod  ^A)  =  0. 


<»• 


Si  les  nombres  A  et  8  ne  renferment  qu*un  seul  facteur  pre- 
mier, le  théorème  a  été  démontré  antérieurement  [(il) et  (44)]. 
Nous  pouvons  donc  supposer  maintenant  que  ces  nombres  ren- 
ferment plusieurs  facteurs  premiers.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  qu'ils  en  renferment  irois  seulement,  p^ ,  p,»  Ps*  ^^^^ 
la  démonstration  sera  générale.  Posons  donc  (pi  pouvant  être 
égal  à  2) 

^^  =*  Pi     Pi      V*     • 
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On  attribuera  à  /  toutes  les  valeurs  que  cette  quantité  doit 
prendre  dans  la  somme  considérée,  en  posant 

et  en  donnant  à  k^,  k^t  k^  tous  les  systèmes  de  valeurs  compris 
dans  le  tableau 

^3  =  o,i,2,...(pr-''  —1). 

Pour  établir  le  théorème,  il  suffit  donc  de  montrer  que,  pour 
tout  système  particulier  de  valeurs  de  k^  et  de  Ar^,  la  somme 
étendue  «^  toutes  les  valeurs  de  k^ 

2  X  (fl  -H  /AA,  mod  JA)  =  0. 
Comme  on  a 

o^  —  prpfph 

lecaractére^(a  +  / A  A,  mod  oA)  est  égal  au  produit  de  deux 
autres  (45, 5") 

x(tt  -H  MA,  mod  pfp?)>c(a  -♦-  /A A,  raod  pi). 

Le  premier  de  ces  deux  caractères  ne  varie  pas  avec  k^ 
(45, 2')  ;  nous  sommes  donc  ramenés  à  montrer  que  la  somme 

2  X(a  +  /AA,  modpï) 

est  égale  à  zéro.  Posons,  pour  simplifier, 

^'  =  pl        y^Aptpt 

â'^pî";     o'  —  a  -h  (t,  -4-  Avi^)  A  A  ; 

cette  dernière  somme  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

or-l 

2  x(a  -♦-/A'A',mod(rA'), 

ImQ 

et  elle  s'annulera  par  le  théorème  du  n""  41. 
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$  4.  —  Définilion  et  propriétés  des  fonctions  W^  (x,  -^  mod  M)  et 
Wf  (Xy  ^  mod  M)  dans  le  cas  d'un  caractère  propre  (mod  M). 

48.  Les  fonctions  qui  vont  nous  occuper  renferment,  comme 
cas  particulier»  celles  qui  ont  été  définies  au  n"*  23.  Les  dévelop- 
pements que  nous  avons  donnés  alors  nous  permettront  d*abréger 
un  peu  les  démonstrations  du  paragraphe  actuel. 

Nous  poserons  comme  première  définition 

T,(x,xmodM)=  2'  x(w)e     "  , 
(i)    .    .    .      [ 


mss- 


Dans  ces  sommes,  on  doit  donner  successivement  à  n  toutes 
les  valeurs  entières  positives  et  négatives  premières  avec  M.  Les 
sommes  sont  alors  absolument  convergentes,  pourvu  que  x  soit 
positif. 

On  reconnaît,  comme  au  n*  22,  qu*il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

!•  Si  ';(( — l,mod  M)>—1,on  a 


1     H',  (r,    /^  e=a  ^  \'  V  (n)  tT 

(3)     .     .     .     . 


«•'.(jr.zJ  —  îS'z^")*'   " 


"<.(*.  x)  =  0; 
2«Si/(— l.modM)  — —  l.ona 

^^     •     •     •     •     ^'-.(x,x)  =  2  2'z{«)"«'~. 

On  n*a  donc  à  étudier  la  fonction  ^\  que  si  '^( —  1)»- 1  et  la 
fonction  ^,  que  si  5j( — 1)«» — 1. 

49.   Étude  de  ^\(xr/)  quand  y( — I)  — 1.   On    trouve, 
comme  au  n""  23,  la  relation 


w 


•     •    •     ^i(r,x  mod  M)  «  2'  X(**)*«  (jj'  ^^) • 
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Dans  la  somme  ^',  il  faut  donner  à  k  toutes  les  valeurs  pre- 
mières à  M  et  inférieures  i  M.  C'est  pour  cela  que  nous  avons 
accentué  celte  somme. 

Enfin,  en  transformant,  comme  au  n*  23,  lé  second  membre 
de  Téquation  (4),  il  vient 

(5)        M . (X,  X  inod  M)  =  -^  2  k  "^^  2'  /. (*)  ^^  ^1  • 

Mais  la  somme 

2'/(A-)cos— — 


Asl 


s'évalue  encore  aisément. 

1*  Si  n  et  M  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  je  vais  montrer 
que  cette  somme  est  nulle,  dans  Tliypothèse  d'un  caractère  propre 
(mod  M)  dans  laquelle  nous  nous  sommes  placés. 

Si  n  est  un  multiple  de  M,  la  somme  se  réduit  à 

et  la  conclusion  est  immédiate  (45,  3") 

Occupons-nous  donc  du  cas  plus  difficile  oùn  et  M  ont  un  plus 
grand  facteur  commun  d  différent  de  M. 

Posons,  n'  et  M'  étant  premiers  entre  eux, 

M  «  (/M',     n  =  dn\ 

Il  viendra,  en  groupant  les  termes  dont  les  cosinus  ont  la 
mémo  valeur, 

2'  /.<^)— M— 2;  [- —2;  /.(*  -  mM')J. 

Dans  la  somme  inlérieiire 
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m  prend  toutes  les  valeurs  inférieures  à   d,   pour   lesquelles 
{k  -4-  m  M')  est  premier  avec  M.  Pour  établir  le  théorème,  il  suffit 
évidemment  de  démontrer  que  cette  dernière  somme  est  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  Ar. 
A  cet  effet,  posons 

,  ""  \\\    [    d'où    M  —  <îAe/.Mi, 
M  «« 

A  et  S  étant  formés  de  la  réunion  des  facteurs  premiers  qui  sont 
communs  à  d  et  M';  d^  de  la  réunion  de  ceux  de  d  qui  ne  divisent 
pas  M',  et  M|  de  la  réunion  de  ceux  de  M  qui  ne  divisent  pas  d. 
De  la  sorte,  S  et  A  renferment  les  mêmes  facteurs  premiers,  et  les 
trois  nombres  (SA),  d|  et  M|  sont  premiers  entre  eux  deux  à 
deux. 

Gomme  les  nombres  qui  sont  premiers  à  M  sont  les  mêmes  que 
ceux  qui  le  sont  à  M'df,  on  attribuera  à  m  toutes  les  valeurs  que 
cette  quantité  prend  dans  la  somme  qui  nous  occupe,  en  posant 

puis,  en  donnant  dans  le  second  membre  à  n  toutes  les  valeurs 
inférieures  à  d|  pour  lesquelles  (k  4-  nM')  est  premier  à  JM, 
ensuite  à  /  toutes  les  valeurs  de  0  à  (8  —  1). 
On  a  ainsi 

Il  suffit  maintenant  de  montrer  qu*on  a,  pour  toute  valeur  par- 
ticulière de  n, 

«-« 

2  x(A-  -4-  i«M',  inod  N)  =  0. 


<aiO 


Cest  bien  ce  qui  a  lieu,  car,  comme  M  «>(SA)  d|  M|,  le  carac- 
tère (mod  M)  est  un  produit  de  trois  autres,  qui  correspondent 
aux  trois  facteurs  premiers  entre  eux  de  M. 
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Deux  de  ces  caractères,  savoir 

X  (A-  -4-  wM',  raod  (W 
X  (A  -♦-  twM',  rnod  M,), 

sont  invariables  dans  la  somme  par  rapport  à  /,  écrite  en  dernier 
lieu.  Quant  à  la  somme  des  troisièmes  : 

2  x(A*  -^  («  -^  Wi)M'.  mod  JA), 

où  Ton  posera,  en  abrégé, 

k  -+-  wM'  =  a» 

/rf,M'  =  W.M.A  =  /AA. 

elle  se  mettra  sous  la  forme  : 

il 

2  x(a  -+-  'A  A,  mod  ^A), 

et  elle  s'annule  par  le  théorème  du  n*  47.  Notre  conclusion  (1*) 
est  donc  établie; 
2*  Si  n  et  M  sont  premiers  entre  eux,  on  a 

Z  ^  W ^^*  -ii TIx  2  ^(*'*)  ^^*  -M~' 

S  M         x(w)ff,  m 

Mais  quand  A*  varie,  le  produit  kn  représente,  en  même  temps 
que  ky  le  système  complet  des  résidus  (mod  M)  qui  sont  premiers 
à  M.  Posons  donc 

(6) t.{x)  =  2'z(*)c«s-ir' 

on  aura,  quel  que  soit  n  premier  avec  M, 

\/;c(*)cos— -— ».(x). 


**l 
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En  subslituanl  ces  valeurs  dans  la  formule  (5),  il  vient 

(7)    .     .     .    .    T.(x,xniodM)«-^T.   -,  -   . 

£n  posant,  pour  simplifier, 
(8) T,(x)  =  e.(x)l/M, 

on  trouve  la  relation  fonctionnelle 

\        fï    l\ 
(9)    .    .    •    .  M',(x,  X  niodM)=if,(x)  -—  ^i  I-»  -  • 

l/i      \^   yJ 

On  montre  ensuite,  comme  au  n<»  23,  que  le  module  de  6|  (y) 
est  égal  à  Tunité.  Cette  quantité  elle-même  serait  égaie  à  tm 
si  le  caractère  était  réel. 

50.  Èiade  de  ^^j  (*>X"^®^ '^)  ^^^^^  x( — 1)="  — 1«  O" 
trouve  d*abord,  comme  au  n*  25, 


(10) 


.     .     .Vx,xmodM)==M2'xW^«(jj'  MxJ, 


puis,  par  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction  Wi, 
(il)      v,(x,xmodM)  =  — — ^2  ««    "'S'jcWsîn-ii— 

Cette  relation  se  simplifle  comme  dans  ie  cas  précédent. 
1^  Si  n  et  M  ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 

^'x(*)8m-^  — 0; 

3*  Si  n  est  premier  à  M,  on  pose 

(12) T.(x)-2'x(*)«n-îrî 


*j| 
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on  a  alors 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (11),  on  trouve 

(13)    .    .     .      M.(x,xmodM)=x-Iî^M.(i,  1). 


On  pose  encore 


(14) T,(x)«.,(x)l/M, 

et  on  en  déduit  la  relation  fonctionnelle  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  W^  sous  la  forme  définitive 

1         /1    1\ 
(15)    .     .     .  M',(x,/modM)  =  £8(x) — ti^'îI-»-)- 

On  montre  enfin,  comme  au  n^  25,  que  le  module  de  ^  (^) 
est  égal  à  Tunité.  Ce  facteur  lui-même  serait  égal  à  un  si  le 
caractère  était  réel. 


§5.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  Z(s,5^),  Çi(s,  5^) 
et  Çj  (s,  y)i  dans  le  cas  d'un  caractère  propre  (mod  M). 

51.  Nous  définirons  la  fonction  Z(j,^  mod  M),  pour  <!R  (s)  >  1, 
par  les  expressions  absolument  convergentes 

n^^     n  \  q    / 

OÙ  n  désigne  successivement  tous  les  nombres  entiers  premiers 
à  M  et  9  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  M. 

L*expression  de  Z(s,  ^)  en  produit  infini  montre  que  cette 
fonction  ne  peut  s*annuler  pour  ^(«)>1.  Pour  ^{(s)-»!,  le 
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produit  cesse  de  converger  :  on  ne  peut  donc  pas  aflirmer,  sans 
plus  ample  examen,  que  la  Tonction  Z(8r/)  ne  peut  pas  s'annuler 
pour  des  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle  est  égale  à  un.  Nous 
ferons  cette  démonstration  dans  un  chapitre  ultérieur. 

La  série  (1),  au  contraire,  converge  (mais  non  absolument)  pour 
^(«)>0.  Nous  n'insisterons  pas  sur  cette  circonstance  qui  ne 
nous  servira  pas,  et  nous  allons,  dans  le  paragraphe  actuel, 
établir  la  relation  fonctionnelle  à  laquelle  satisfait  la  fonction 
Z(s,  '^  mod  M)  dans  le  cas  d'un  caractère  propre  (mod  M).  Cette 
relation  a  été  trouvée  par  M.  Lipschitz,  qui  la  obtenue  directe- 
ment (*).  Il  nous  parait  plus  simple  de  la  rattacher  aux  propriétés 
des  fonctions  Y|  et  W2  du  paragraphe  précédent. 

52.  La  fonction  Z(j,  ^),  comme  nous  Pavons  déjà  vu  nu 
n^29,  jouit  de  propriétés  très  distinctes,  suivantque'^( — 1)=+  1 
ou —  1.  Suivant  Tun  ou  Fautre  de  ces  deux  cas,  la  fonction  se 
ramène  à  la  fonction  %  ou  ^Fj. 

!•  Si  x(~"^)*=*^»  ®"  définit,  comme  au  n"  30,  une  nouvelle 
fonction  l^  (s, y)  par  Téquation 

(2)     .    .    .      Ç.(«,xmodM;-(^)"*r(î)z(«,x). 
qui  ramène  Z  à  ^f.  Puis  au  moyen  de  la  relation 

0 

on  trouve,  pour  cR(«)>  1,  par  la  formule  (2)  du   paragraphe 
précédent  (48), 

I    /"'**  *-i 


(*)   Umenuchungen  der  Eigenschaften   einer  Gattung  von  unendlichen  Reihen, 
Journal  de  Creixe,  t  CV,  i889. 
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2"  Si  /( —  1)=  —  1,  on  ramène  la  fonction  Z  à  une  nouvelle 
fonction  ^2(^*7)  P^>*  '^  formule 

(i)  .  .    e.%xraodM)  =  (^)"'"^r(i:|i)z(,,/). 

Puis,  au  moyen  de  la  relation 


'«  -  T*         »     I 


0 

on  trouve,  pour  éR(j)>  1,  par  la  formule  (3)  du  paragraphe 
précédent  (n"  48), 

(5)     .     .     .     Ç,^«,  xmodM)-.-   /     M,(x,x)x~«  dx. 


<i 


53.  Les  formules  (3)  et  (5)  du  numéro  précédent,  comme  les 
formules  correspondantes  du  n"*  30,  sont  valables  pour  toute 
valeur  de  s  et  prouvent  que  ^|  et  ^^  sont  synectiques  dans  tout  le 
plan.  Mais  pour  mettre  celte  circonstance  en  évidence,  il  faut 
reproduire  la  transformation  du  n^  31.  On  trouve  ainsi,  eu  égard 
aux  formules  (9)  et  (15)  du  paragraphe  précédent  : 

1-Six{-1)-1, 

1    /**  *  -I 

f I  %  x)  =  2  /    ^'  (^'  >^>  ^'    ^'^ 

2*Six(-l) 1, 


(7)    .     . 
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54.  Les  deux  formules  précédentes  meuent  en  évidence  la 
propriété  fonctionnelle  des  fonctions  i,  et  iji  comme  on  Ta  vu 
encore  au  n*  31.  On  a 

loSix(-1)=I. 
(8)        ....  Ç,(*, /J  =  *.(/) 5,  (i  —s»-); 

2-Six(-l)^ 1, 

(9)     .     .     .     .    '.    M«,x)  =  ^.(x^Ç.(«-«.  -)• 

d*où  le  théorème  suivant  : 

Les  fonctions  Ç^  (s,^)  «x(— !)=•<. ow  li(s,x)  «x(— *)=— ^ 
se  reproduisent  respectivement,  multipliées  par  un  facteur  indé- 
pendant  de  s  et  de  module  égal  à  ti»,  par  le  changement  simul- 
tané de  s  en  (i  —  s)  et  de  -^  en  ^'  Dans  le  cas  particulier  d'un 
caractère  ^  réel^  ces  fonctions  se  reproduisent  simplement  par  le 
changement  de  s  en  (1  —  s). 

55.  Remarque,  —  Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  comme 
il  suit  :  Si  -^  (—  1)  =  1,  le  produit 


:i(«>x)Çi[*»  -); 


ou,  si  -^  (—  I)  =  —  1 ,  le  produit 


^i{?i^yMiU^  -Y 


yj 

demeurent  invariables  par  le  changement  de  jr  en  (1  —  s). 

56.  Conséquences  relatives  aux  zéros  de  \y  et  ^^.  —  Les  théo- 
rèmes précédents  conduisent  identiquement  aux  conclusions 
développées  au  n*  33  et  que  nous  pouvons,  par  conséquent,  nous 
contenter  d'énoncer  ici  : 

Si  les  fonctions  l^  ou  l^  ont  des  racines,  ce  sont  nécessaire- 
ment des  racines  de  Z,  et  ot^s  racines  ont  nécessairement  leur 
XX.  ^-1 


z^s 
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partie  réelle  comprise  entre  zéro  et  un  (limites  non   exclues 
jusqu'à  présent). 

57.  Genre  des  fonctiom  S^  (s,  ^)  ou  $2  (s»  x)*  —  ^^  démonstra- 
tion que  nous  avons  faite  au  chapitre  précédent,  §  4,  s^applique 
sans  changement  au  cas  général,  et  nous  pouvons  énoncer  les 
conclusions  suivantes  : 

Les  fonctions  5i(«,x)  s>x( — 1)=1>0"  ?«(*>x)^'x( — ^)*™ — ^' 
sont  des  fonctions  entières  du  premier  genre.  Elles  ont  une  infi- 
nité de  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  zéro  et 
un  (limites  non  exclues  jusqu'à  présent).  Enfin,  si  Ton  désigne 
en  général  par  p  les  racines  d'une  de  ces  fonctions,  la  série  éten- 
<lue  à  toutes  ces  racines 

^  (mod  p)* 
sera  convergente  pour  /:>  1,  divergente  pour  k^^i. 

58.  Genre  de  Z  (s,  y).  Racines  de  cette  fonction.  —  Dans  tous 
les  cas,  Z  («,  y)  se  présente  comme  un  produit  de  trois  fonctions 
du  premier  genre  : 

Pour  y  ( —  1  )  =  1 ,  on  a 


^(''^-)=S?^«'^''/> 


Potirx(-1)  =  -1, 


M/         /s^1\    *^"^' 


Donc  la  fonction  Z  est  une  fonction  du  premier  genre.  Cette 
fonction  a  une  infinité  de  racines  dont  les  parties  réelles  ne 
peuvent  surpasser  Tunité.  Ce  sont  d'abord  tous  les  pôles  de 
r(|^si^( — 1)=1,oubien(ous  ceux  der(^)six( — 1)«=» — 1. 
En  outre,  une  infinité  de  racines  dont  la  partie  réelle  est  eoni- 
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prise  entre  zéro  et  un,  et  qui  sont  celles  de  ;i  ou  de  <2  suivant  le 
cas.  Dans  la  suite,  nous  n*aurons  aucune  raison  de  distinguer  ces 
racines  les  unes  des  autres.  C*est  pourquoi  nous  représenterons 
en  général  les  racines  de  Z  («,  ^)  par  p  (y)  sans  distinction. 

Il  est  encore  important  de  remarquer  que,  pour  les  racines 
p  (y)  ainsi  définies,  la  série 

étendue  à  toutes  ces  racines,  sera  encore  convergente  pour 
A:  >  1 ,  car  cette  proposition  est  vraie  respectivement  pour  les 
deux  catégories  de  racines  qui  avaient  été  distinguées  précédem- 
ment. 


§  6.  —  Propriétés  de  la  fonction  Z  (s,  y)  dans  le  cas  d'un  carac-- 

tère  quelconque  (mod  M). 

59.  Si  ^  est  un  caractère  propre  (mod  M),  les  propriétés  de 
la  fonction  Z  (s,  y)  ont  été  étudiées  au  paragraphe  précédent. 

Si  y  est  un  caractère  impropre  (mod  M),  nous  savons  que  y 
sera  un  caractère  propre  (mod  M'),  en  désignant  par  M'  un  cer- 
tain diviseur  de  M,  et  Ton  a 

Z(«,  X  mod  M)  =  Z(«,  X  mod  M'). 

On  est  donc  immédiatement  ramené  au  cas  précédent.  Nous 
n'avons  donc  plus  à  examiner  que  le  cas  d*un  caractère  incomplet 
(mod  M)  et  relui  du  caractère  principal. 

60.  Cas  d'un  caractère  incomplet  (mod  M).  Supposons  que 
Ion  ait 

Un  caractère  incomplet  renferme»  par  déflnition,  dans  sa 
composition  plusieurs  caractères  principaux  par  rapport  aux 
modules  composants.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ce  soit 


par  rapport  à  ;>?*,  pi\  ...  p?'.  U  caractère  y  sera  un  caractère 
propre  ou  impropre  pour  le  module 

M 
M,. 


Or  la  fonction 


Z(«,  X  mod  M)  «  n  [i  -  ^iil^-; -') 


ne  diffère  de 


que  par  la  suppression  des  facteurs 


/   _  x(p,modM,)\-* 


relalifs  aux  nombres  premiers  p  qui  divisent  M  sans  diviser  M| 
Désignons  donc  par 


A(,.,)=n(i-^^l^Lfiîl^)) 


le  produit  des  inverses  de  ces  facteurs  qui  sont  en  nombre  limité. 
Comme  les  facteurs  qui  le  composent,  A  («,  y)  sera  une  fonction 
entière  dans  toute  retendue  du  plan,  elle  sera  du  premier  genre 
et  admettra  une  infinité  de  racines  dont  la  partie  réelle  sera 
nulle. 
On  aura 

Z(»,  X  mod  M)  «  A(«,  x)Z(«,  /  mod  M|). 

Donc  la  fonction  Z  (i,  y  mod  M)  sera  encore  une  fonction 
(mtiére  du  premier  genre  comme  les  deux  facteurs  qui  la  com- 
posent. Cette  fonction  aura  une  infinité  de  racines  dont  la  partie 
réelle  ne  peut  surpasser  Tunité  ;  seulement,  dans  le  cas  actuel, 
une  infinité  de  racines  sont  situées  sur  Taxe  imaginaire.  Nous 
représenterons  dorénavant  toutes  ces  racines,  sans  distinction  de 


•^  '     ^•^'•^i^i^mmmitÊÊmimmtmmmmrimmmmm^mimmm^^mm 


^mmmmtmmmmmmmgimmmmmmmmmmt^.    .^ 
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catégorie»  par  p  (j).  On  voit  ({^ailleurs  imiiiédiatement  que  la 
série 

5— J 

^  [mod  p  {x)y 

étendue  à  toutes  ces  racines,  est  encore  convergente  pourvu  que 
Ton  ait  t  >  1 . 

61.  Cas  du  caractère  principal  (mod  M).  La  réduction  est 

analogue  à  la  précédente  dans  le  cas  du  caractère  principal.  La 

fonction 

Z(<, /ouiod  M) 

ne  diffère  de  la  fonction 


.W  =  rr{r-y- 


de  Riemann  que  par  la  suppression  des  facteurs  relatifs  aux 
nombres  premiers  %  p^,  pji  —  4U>  divisent  M.  Désignons  donc  par 


A(..x.)-n(i-i) 


le  produit  des  inverses  de  ces  facteurs.  On  aura 

Quant  à  A  (5,  ^0),  c'est  une  fonction  entière  du  premier  genre, 
qui  possède  une  infinité  de  racines  situées  sur  Taxe  imaginaire 
des  différentes  formes 

Uni  Uni  Uni 


i  fi  ^=  — ;; »  p  ses  ■  »     ... 


'     p 


i2  /p.     '    Ip. 

La  fonction  Z  (s,  ^0)  possède  donc  un  pôle  simple  s=^i.  Mais 
le  produit 

(.S-1)Z(5,Xo) 

est  une  fonction  entière  dans  toute  retendue  du  plan  et  du  pre- 
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mier  genre  qui  possède,  outre  les  racines  de  2;  (s),  une  infinité  de 
racines  situées  sur  Taxe  imaginaire.  Nous  représenterons  doré- 
navant ces  racines  sans  distinction  par  p  (^o)-  1'  ^^^  important  de 
remarquer  que  la  série 

y     ' 

étendue  à  lentes  ces  racines,  sera  encore  absolument  convergente 
pour  A:  >  1 . 

62.  En  résumé  donc,  on  voit  que  la  fonction  (s  —  1)Z(«,/^o) 
dans  le  cas  du  caractère  principal,  et  les  fondions  Z  (s,  -/)  dans 
le  cas  d'un  autre  caractère,  sont  des  fonctions  entières  du  premier 
genre.  Ces  fonctions  admettent  une  infinité  de  racines  dont  la 
partie  réelle  ne  peut  surpasser  Tunité,  et  si  Ion  désigne  respec- 
tivement ces  racines  par  p  (^),  dans  tous  les  cas,  les  séries 

2 


[mod  p(x)Y 
seront  absolument  convergentes  pour  A  >  1. 


CHAPITRE   IV. 

Le  théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression  arithmétique. 

63.  La  démonstration  que  nous  allons  exposer  dans  le  pré- 
sent chapitre  est  plus  simple  et  plus  complète  que  celle  qui  a 
été  proposée  par  Dirichlet.  Cette  démonstration  a  déjà  fait 
Tobjet  d'un  travail  antérieur  que  nous  avons  eu  l'honneur  de 
présenter  à  la  Classe  des  sciences  de  TAcadémie  royale  de 
Belgique.  On  reconnaîtra  sans  peine  dans  ce  travail  l'origine  des 
recherches  que  nous  faisons  connaître  aujourd'hui. 

Comme  ces  premiers  résultats  sont  le  préliminaire  indispen- 
pensable  de  l'analyse  plus  complète  qui  nous  occupe,  nous 
sommes  obligé  de  les  reproduire,  au  moins  succinctement,  en 
renvoyant,  pour  plus  de  détails,  au  mémoire  cite. 


rtMiMi») 
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.^  1 .  —  Une  équatiofi  fondamentale  et  ses  conséquences  immédiates. 

64.  Supposons  que  les  caractères  ^soient  définis  par  rapport 
à  un  module  quelconque  M  (n""  45)  et  reprenons  la  fonction 


— I 


En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  il 
vient,  pour  51  («)  >  ^  > 


z(«.x)     t9'-xl?) 

Portons  notre  attention  sur  le  second  membre.  On  y  trouve 
deux  termes  :  le  premier  peut  devenir  infini  pour  ««si;  mais  le 
second  est  constitué  par  une  série  absolument  convergente  pour 
cR  (^)  >  i»  qtiel  que  soit  le  caractère  ^.  Son  produit  par  {s  —  1) 
tendra  donc  vers  zéro  quand  s  tendra  vers  Tunité.  Ainsi,  en 
multipliant  la  dernière  équation  par  (s —  1),  puis  passant  à  la 
limite  «  =&  1 ,  on  trouve  Véquation  fondamentale 

(E)    .    .    ._lini(«-1)|^=lim(.^i)2x(9)|?' 

•=*  Z(«,/J       •=*  7  q' 

et  cette  équation  (E)  en  représente  en  réalité  o  (M)  distinctes 
par  réchange  des  caractères  entre  eux. 

65.  Il  s'agit  maintenant  de  rechercher  les  différentes  valeurs 
du  premier  membre  selon  le  choix  du  caractère  ^. 

En  premier  lieu,  le  point  s^=^\  est  un  pôle  simple  de  Z  (s^x^(&i)  ; 
on  a  donc,  par  la  théorie  des  fonctions,  dans  le  cas  du  caractère 
principal. 
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car  le  premier  membre  doit  élre  égal  au  degré  de  mulliplicité 
du  pôle  j=s  1. 

En  second  lieu,  dans  le  cas  d'un  caractère  différent  du  princi- 
pal, le  point  s  <=  1  est  un  point  ordinaire  de  Z  (s^  y).  C*est  donc 
un  point  ordinaire  ou  un  pôle  pour 

suivant  que  ce  point  n  est  pas  racine  ou  est  racine  de  la  fonction 

Z(,x): 

Dans  le  premier  cas, 

dans  le  second, 

--lini(*-1)?M[  =  |im(.-<)2x(?)-,=  -^ 
.-I  Z(«,  x)       -*  7  q' 

en  désignant  par  X  Tordre  du  zéro  s  =>  1 . 

66.  Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent 
(le  (E)  par  rechange  des  caracières  entre  eux.  On  obtiendra 
réquation 


-l^  =  l[^^yA9)], 


OÙ  IX  représente  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  des  zéros 

8=1   pour  les  différentes  fonctions  Z(s, ^)  qui  auraient  cette 

racine.  Mais  le  second  membre  se  simplifie,  car  la  somme8x(9) 

est  nulle,  sauf  pour  les  nombres  premiers  q^  qui  vérifient  la  con-  . 

diiion 

^1  ==  \  (mod  M) 

et  pour  lesquels  la  somme  des  caractères  est  égale  à  cp  (M). 


mmmmmmmma^Ê0tmm^mi^t^m^^^mmimmm^mmmmmmmmmtmmmmtimmm'ammmmmtm 
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Notre  C(|uation  se  réduit  donc  à 

i-\A  =  p(M)lifn(.s-1)2'-!^. 
^  •=•  r^  7Î 

Pour  «  réel  et  >  I,  le  second  membre  est  essentiellement 
positif;  donc 

2a  =  0,     ou     2^=*» 

et  il  n'y  a  que  deux  hypothèses  possibles  : 

i*  A ucnne  des  fonctions  Z  (s, ^)  ne  s'annule  pour  s  =>  1  ; 
*i^  Une  seule  de  ces  fonctions  s*annule  pour  s  «i  1  etf  dans  ce  cas, 
ce  zéro  doit  être  simple. 

On  montrera  plus  loin  que  la  seconde  hypothèse  est  impos- 
sible; mais  on  reconnail  déjà  que  si  par  impossible  elle  se 
présente,  la  fonction  Z  (s,  ^)  qui  s*annule  correspond  à  un  carac- 
tère réel,  car,  dans  le  cas  contraire,  la  fonction  conjuguée 
Z(s,>^j  s'annulerait  aussi  pour  5=^1.  Il  y  aurait  donc  deux 
fonctions  distinctes  s'annulant  pour  cette  valeur  de  s,  ce  qui  est 
impossible,  comme  on  vient  de  le  dire. 

§  2.  —  Aucune  fonction  Z  (s,  ^)  ne  s'annule  pour  s  =»  1 . 

67.  Il  reste  simplement  à  démontrer  qu'une  fonction  Z(s,  y) 
ne  peut  s'annuler  pour  i  "»  1,  dans  le  cas  d*un  caractère  ^  réel. 
Pour  ^(<)  >  1,on  a 


-I 


Partageons  le  produit  en  deux  parties,  Tune  relative  aux 
nombres  premiers  91  pour  lesquels  ^(9)  =>  I,  l'autre  aux  nom- 
bres 9s  pour  lesquels  j^  (9)  =  —  1.  On  aura 

/(.s,>:)  =  n(i-i)"n(i-.M*. 
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En  introduisant  des  facteurs  qui  se  détruisent  dans  le  second 
membre,  on  peut  encore  écrire 


(I)    .    .    . 


■  ^<-'-"(^)°r^ 


le  second  de  ces  deux  derniers  produits  s*étendant  maintenant  à 
tous  les  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  M.  Mais  ce  second 
produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  nous  désignerons  le  premier  par 

(2) *(5)  =  n_îi^. 

L*équation  (1)  donne  alors 

Z(«>z)Z(«,Xo) 


(3)     .     .  ...,//(«)  = 


Z(2«,/^) 


Il  est  utile  de  remarquer  que  si,  par  impossible,  tous  les 
nombres  premiers  appartenaient  à  la  catégorie  9^  pour  laquelle 
X  (9)  "™  —  ^>  îl  faudrait  simplement  remplacer  Téquation  (2)  par 

(«•) *(«)«i. 

La  déKnition  de  ^  (s)  par  (2)  n*est  légitime  que  pour  eB.  (<)  >  1 , 
mais  la  formule  (3)  nous  donne  une  définition  de  ^  (s)  applicable 
dans  tout  le  plan  et  nous  fait  connaître  les  propriétés  analytiques 
de  cette  fonction  : 

Elle  montre  que  ^  {s)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan.  Ses 
pôles  sont  d*abord  les  zéros  de 

Z(2«,  Xo), 
qui  ne  peuvent  avoir  leur  partie  réelle  supérieure  à  i,  puis,  en 
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outre,  le  points  =»  1  qui  est  un  pôle  de 

sauf  si  Z  {sj  yi)  s*annule  pour  «  ■»  1 . 
Enfin  le  point  «  »  i  étant  un  pôle  de 

Z(2«,  Xo), 

sera  un  zéro  de  ^  (s). 

On  conclut  de  là  que  si  Z  {s,  y)  s*annule  pour  5  «»  1 ,  la  fonc- 
tion ^(s)  sera  synectique  pour  cR  (s)  >  1  et  s*annulera  pour  «-■  i. 
Il  y  a  entre  ces  deux  propriétés  une  contradiction  que  nous 
allons  mettre  en  évidence. 

68*  Remarquons d*abord que, puisque  ^(i)  «»0,  Téquation (2") 
est  impossible,  car  si  Ton  avait 

i^{8)^\,    pour    aW>i, 

^(ê)  serait  égal  à  Tunité  dans  tout  le  plan.  Il  est  donc  déjà 
démontré  qu*il  y  a  des  nombres  premiers  de  la  catégorie  q^. 

Soit  maintenant  a  une  quantité  réelle  positive.  Puisqu*on  sup* 
pose  ^  (s)  synectique  pour  S{  (9)  >  i,  la  fonction  de  t 

sera  synectique  pour 

a(0>-(«-^^)' 

Cl,  en  vertu  d^nn  théorème  de  Cauchy^  nous  pourrons  la  déve- 
lopper par  la  formule  de  Maclaurin  : 

(4)      «f(l  H-o-*-  /)==^(i  -*-o)-f-  -^'{i  -♦-a)-f-  /'(i  -f-a)-»-—, 

1  1 .2 

à  rintérieur  du  cercle  de  rayon  (a  -h  i)  et  sur  la  circonférence 
elle-même,  car  celle-ci  ne  passe  par  aucun  point  critique. 
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Mais  on  peut  calculer  toutes  ces  dérivées  au  moyen  de  la 
formule 


>■>  • 


^(«)-ll 


i-qr 


qui  est  valable  pour  «IR  («)  >  1.  A  cet  effet,  remplaçons-y  les  fac- 
teurs (1  —  qï')*  par  leur  développement  légitime 


«• 


et  effectuons  les  multiplications;  on  obtiendra  une  série  telle  que 


H»)=-25 


où  la  somme  s*ctend  à  tous  les  entiers  composés  au  moyen  des 
nombres  premiers  q^  et  où  tous  les  coefficients  a.  sont  essen- 
tiellement  positifs.  Cette  série  converge  uniformément  pour 
^  (5)  >  i  -H  e,  de  sorte  qu^on  peut  la  différentier  comme  un 
polynôme  pour  cR  (<)  >  1 ,  et  il  vient  ainsi 

r(i  -^  «) = (-  ir  2  ^  -  (-  *r  A.- 

On  voit  que  les  A«  sont  positifs  comme  les  a.,  et  le  développe- 
ment de  Maclaurin  (i)  prend  la  forme 

f(1  H-tt-*-0«='l'0  -*-  a)— 7 A,-*-  — -A, 

1  1.2 

(S) 

^       ^   1.2... m    " 
Dans  cette  égalité,  on  peut  poser 


„Ul). 


dans  cette  hypothèse,  le  premier  membre  est  égal  à  <]>  (i)  et  s*an- 
nule,  tandis  que  le  second  se  réduit  à  une  somme  de  termes 
positifs.  La  contradiction  est  donc  manifeste  et  la  supposition  est 
fausse  :  le  points  *==  1  n  est  pas  un  zéro  de  Z  (Sf  y). 
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§  3.  —  Démonstration  du  théorème  de  Dirichlet. 

69.  La  démonstration  du  théorème  de  Diriehiet  ne  présente 
plus  maintenant  aucune  difficulté.  Revenons  h  Téquation  (E)  du 
n*  64;  elle  donne  : 

1®  Pour  le  caractère  principal, 


«m(«"-^)2^=-*' 


(2 

S®  Pour  un  autre  caractère, 

^7 


Soit  N  un  nombre  quelconque  premier  à  M;  déterminons,  <^c 
qui  est  toujours  possible,  un  nombre  N'  vérifiant  la  condition 

NN'5l(modM); 

puis  multiplions  Téquation  précédente  pary  (N');  il  viendra 

lim(«-1)2x(9N')'-?-0, 

sauf  dans  le  cas  du  caractère  principal  où  le  second  membre  est 
égal  à  Tunité.  Comme  tout  à  Theure,  ajoutons  toutes  les  équa- 
tions qui  se  déduisent  de  la  précédente  en  donnant  aux  caractères 
leurs  différentes  valeurs;  il  viendra 


Mais  le  premier  membre  se  simplifie,  car 

8>c(7N')  — y(M),    si     7N'=l(modM), 
et  est  nul  dans  tous  les  autres  cas.  Désignons  donc  en  général 
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par  9n  les  nombres  premiers  qui  vérifient  les  congrnenoes  équi- 

q^K  =  1  (mod  M),     9^  s  N  (mod  M). 
c*est-è-dire  ceux  de  la  forme  linéaire  Mx  -f-  N;  on  aura 

Cette  équation  montre  qu1l  y  a  une  infinité  de  nombres  pre- 
miers de  la  forme  Mx  -^-  N  si  M  et  N  soni  premiers  enire  eux. 
Elle  établit  donc  le  théorème  de  Diriehiet,  mais  elle  prouve,  on 
outre,  que  la  fréquence  des  nombres  premiers  q^  ne  dépend  pas 
de  N  et  est  la  même  pour  les  différentes  progressions  arithmé- 
tiques ayant  même  raison  M. 

70.  J*ai  montré,  dans  le  mémoire  rappelé  en  tète  de  ce  cha- 
pitre, que  la  dernière  équation  contient  le  théorème  suivant  : 
Si  le  rapport 


J  2  '9«' 


qui  a  pour  numérateur  la  somme  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  (  et  de  la  forme  linéaire  (Mx  h-  N)  tend  vers  une  limite 
déterminée  quand  t  tend  vers  Tinfini,  cette  limite  ne  peut  être 
différente  de  ^' 

Il  est  très  intéressant  de  savoir  si  cette  limite  hypothétique 
existe.  Nous  allons  compléter  la  démonstration  du  chapitre 
actuel  en  établissant  lexistenee  effective  de  cette  limite.  (Test  ce 
qui  fera  lobjet  du  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  V. 


Compléments  dl'  théorème  de  Dirichlet, 


S  1 .  —  Les  fonctions  Z  (s,  y)  nont  pas  de  racines  p 

de  la  forme  1  -h  Pi  (*). 

71.  Montrons  d^abord  que  si  p  «»  1  +  ^t  est  racine  d*iine  des 
fonctions  Z  (<»x)>  ^"^  ^^^  racine  d*une  seule  de  ces  fonctions  et 
de  plus  une  racine  simple.  La  démonstration  sera  toute  pareille 
à  celle  du  §  1  du  chapitre  précédent,  où  il  s'agissait  de  racines 
égales  à  un. 

Revenons  à  l'équation  du  n""  64 

-niogZ(.,x,=  2^-. 

Si  p  est  une  racine  de  degré  X  de  Z  (s^  '^),  on  aura 

Iim(«-o)DlogZ(«,x)  — A 

Eu  égard  a  la  précédente,  cette  équation,  pour  p  =■  {  +  ^t, 
peut  se  réduire  h 

(i)    .     .    .     .      lim(.-.l)2x(9)-!!^--A. 

Celte  équation  (1)  suppose  simplement  que  S{  («)  est  >  1, 
mais  nous  supposerons,  en  outre,  que  «est  réel. 

Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (1) 
par  rechange  des  caractères  entre  eux;  il  vient,  en  désignant  de 


(*)  Celle  démonstralion  n  est  pas  celle  que  nous  avons  exposée  dans  notre  résumé  ;  elle 
("st  visiblement  inspirée  par  celle  que  M.  Hadamard  a  publiée  après  la  nôtre,  mais  elle  est 
encore  plus  simple.  (Voir  la  note  à  la  (in  de  la  troisième  partie.) 
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nouveau  par  q^  les  nombres  premiers  de  la  forme  Mx  +  f , 

(2)    .     .     .     .    ?(M)lim(«-l)2^  =  -2^- 

Mais  la  somme  des  modules  des  termes  du  premier  membre 
est  égale  à  Tunité  en  vertu  de  Téquation  démontrée  au  para- 
graphe 3  du  chapitre  précédent  (n""  69)  : 

(3) ?(M)lim(s-l)2'-^'«1. 

Donc  S>y  ne  pouvant  surpasser  cette  somme,  est  égal  à  zéro  ou 
à  tin.  C*est-à-dire  qu'une  seule  au  plus  des  fonctions  Z  («,  y) 
s'annule  pour  8^=^  \  +  ^t  et  que  ce  zéro  doit  être  simple. 

72.  Je  dis  maintenant  que  cette  dernière  hypothèse  elle- 
même  est  impossible.  Pour  le  montrer,  ajoutons  les  équations 
(2)  et  (3),  en  faisant  £Xe=a  i  dans  la  première.  Il  vient 

lini  (« -1)20-*- 77^0  ^  =  0, 
et,  en  égalant  les  parties  réelles, 

lim  (/?  —  1  )  y  ( I  -^  cos  3/9,)—  =  0. 

Tous  les  termes  sont  positifs,  car  (1  4-  cos  ^Iq^)  ne  peut  être* 
négatif.  Si  nous  multiplions  respectivement  tous  ces  termes  par 
(\  —  cos  p/Çf)  qui  est  compris  entre  0  et  2,  nous  formerons  une 
nouvelle  somme  qui  sera  nulle  comme  la  précédente. 

On  trouve  ainsi,  eu  égard  aux  relations 

\  —  cos'  p/7,  =  sin'  ptqt  =  -  (I  —  cos  2^/f/i), 
la  nouvelle  équation 

.=1  ^  ql 
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Mais  celle-ci  est  impossible,  car  si  Ton  soustrait  membre  à 
membre  les  équations  (2)  et  (3),  après  y  avoir  remplacé  ^  par  2^, 
on  trouve,  en  négligeant  la  partie  imaginaire, 

y(M)  lim(«-  1)2  (i  -cosîp/ço'-^*  ==  ^  -^  2  ^ 

Le  second  membre  est  égal  à  2  ou  à  1  suivant  que  1  4-  2  ^i 
est  ou  n*est  pas  racine  cl*une  des  fonctions  Z  (s,  ^),  mais  dans 
aucune  hypothèse  il  ne  peut  être  nul.  Donc  aucune  des  fonctiotis 
Z(s,  5^)  n*a  de  racines  de  la  forme  i  -f-  ^i. 


S  2.  —  Démonstration  d'une  équation  fondamentale. 

73.  Revenons  encore  à  Téquation  du  n^'Gi 

-DlogZ(.„)  =  2^^. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par 

(«  — ii)(«  — v)' 

où  Ton  désigne  par  u  et  v  des  quantités  réelles  ou  complexes  dis- 
tinctes des  pôles  de  D  log  Z  («,  ^).  Cela  fait,  soit  a  une  quantité 
réelle  supérieure  à  Tunilé  et  aux  parties  réelles  de  u  et  de  v,  et  6 
une  quantité  réelle  que  nous  ferons  tendre  vers  Tinfini.  Inté- 
grons les  deux  membres  de  notre  équation  de  (a  —  bi)  h(a-¥  6t)  ; 
il  viendra  à  la  limite 


(I)    .    .    . 


m- toi 


«-He< 


x(9)'î 


'^i^ij    {t  —  u){s  —  v)^q'  —  x{q) 

•-ool 

XX.  23 
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74.  Évaluons  d'abord  le  second  membre.  Il  suffit,  pour  cela^ 
de  reproduire  les  raisonnements  du  n*  25  de  la  première  partie. 
En  remarquant  que 


<I'  —  X(<l)  <f  9  9 

on  trouve  que  ce  second  membre  a  pour  valeur 

M  —  r  L,<,  q        ^t<y  q  j 

Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  fait  dans  la  première  partie» 
nous  simplifierons  ces  notations,  en  posant  en  abrégé 

La  valeur  du  second  membre  de  notre  équation  peut  alors 
s'écrire  plus  simplement 


(z\  ^  —  "S 


Passons  à  l'évaluation  de  l'intégrale  du  premier  membre» 
savoir,  en  changeant  son  signe, 

a+QCl 

—  I  DIogZ  f,x^ ^Vt ^• 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  selon  qu'on  a  affaire  :  1®  au  carac- 
tère principal  ;  2*  i  un  autre  caractère. 

i*  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  la  fonction 

(««i)Z(f,xo) 

est  une  fonction  entière  du  premier  genre  (62)  qui  a  une  infinité 
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de  racines  dont  la  partie  réelle  est  inférieure  à  Tunité  et  que  nous 
représentons  sans  distinction  par  p  (Xq).  On  a  d*ailleurs 

et,  par  conséquent,  par  le  théorème  du  n**  23  de  la  première 
partie, 


/ 


«-{-«0/ 


i     /•                           y'Js 
—  /  DIogZ(«,xo)7 ^, : 


m- 00% 


(4)    .    . 


«-»L     Z(w,z.)      ^  Z(v,x.)J 

y        ,  y       y' 

{u-i)(v-i)     ,iA«-Mv-t>) 


2*  Dans  le  cas  d'un  autre  caraclère,  la  fonction  Z  («,  ^)  est 
une  fonction  entière  do  premier  genre  (63),  dont  nous  représen- 
tons en  général  les  racines  par  p  (x).  Toutes  ces  racines  ont  leur 
partie  réelle  égale  au  plus  i  PaDité.  On  peut  appliquer  à  cette 
fonction  le  même  théorème,  ce  qui  donne 


(8) 


logZ(«,z)         '''* 


a-oei 

tt-»L     Z(«.X)      *Z(».X)J 


(«  —  /»)(»-/>) 


75.  L^équation  (1)  se  transforme  ainsi,  suivant  le  choix  du 
caractère,  dans  Tune  des  suivantes  : 
1<>  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

(^)        S  p 
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2^  Dans  le  cas  d*un  autre  caractère, 

(6»)     (      '^'     '""  •^'     '""  Z  («.  Z)     ^  Z  (f ,  X) 

Ces  équations  (6)  subsistent,  comme  on  la  expliqué  au  n^ 26 
de  la  première  partie,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  et  de  v. 


§  3.  —  Cas  particuliers  des  équations  du  paragraphe  précédent. 

76.  Premier  cas  particulier.  Nous  allons  d*abord  faire  tendre 
V  vers  zéro  dans  les  formules  (6)  du  numéro  précédent.  Il  peut 
se  faire  que Z  (5,  x)  ait  des  racines  nulles;  en  particulier,  c*e8t 
toujours  le  cas  pour  Z  («,  Xo)'  Supposons  donc,  en  général,  que 
s  =  0  soit  une  racine  de  degré  X  de  multiplicité  de  Z  (s,  y).  Dans 
les  seconds  membres  des  équations  (6*),  les  termes  qui  dépendent 
de  V  sont 

Isolons  de  cette  somme  S  les  termes  relatifs  aux  \  racines 
nulles  et  accentuons  la  somme  étendue  aux  autres  racines.  L'ex- 
pression précédente  pourra  s*écrire 

V    ; A —  (tt  t;)>' ^ 

ou,  en  introduisant  des  termes  qui  se  détruisent, 

Si  t;  tend  vers  zéro,  cette  expression  a  pour  limite 

Aiy  ^  -  H-  lim    ,A2±1 —  tt  5'  — ' 
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Si  Ton  fait  donc  tendre  t;  vers  zéro  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (6)  et  si  Ton  tient  compte  de  la  transformation  ci- 
dessuSy  on  trouve,  en  divisant  par  y**  : 

1^  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  si  Z  (v,  -^q)  ^  ^^^  racine 
v  «»  0  de  degré  2, 

2<^  Dans  le  cas  d'un  autre  caractère,  si  Z  (v,  ^)  a  une  racine 
nulle  de  degré  {x, 


(-•) 


5  x(?::h7^i  5 ,(,.,,,  ^_?:(!^^^,v_î(!^ 


1  r  .    ^    ,.  /z>.  x)    M"| 

■—    M*V  -< H  lira    -— 


Le  cas  où  Z  (v,  ^)  n*a  pas  de  racines  nulles  est  compris  dans  le 
précédent  pour  |x  «=»  0. 

77.  Deuxième  cas  particulier.  Simplification  des  équations 
précédentes  dans  l'hypothèse  <fR  (u)  «=1 1.  Supposons  que  la  partie 
réelle  de  u  soit  égale  à  Tunité.  Les  deux  membres  de  Téqua- 
tion  (7)  peuvent  se  simplifier. 

Quant  au  premier  membre,  on  voit,  comme  au  n^  53  de  la 
première  partie,  que  la  somme 

ne  diffère  de 


,<y9"  — X(9)        .V 

que  par  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  y  tend  vers 
rinfini. 
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Passons  au  second  membre.  Le  terme  écrit  sur  la  seconde 
ligne  tend  rapidement  vers  zéro  quand  y  augmente.  La  somme 
absolument  convergente 


P(%) 


p(p  —  w) 


tend  aussi  vers  zéro»  parce  que  toutes  les  racines  p  ont  leur 
partie  réelle  inférieure  h  Tunité. 

Si  donc  on  désigne,  en  général,  par  e  une  quantité  infini- 
ment petite  pour  y  inGniment  grand,  les  équations  (7)  donne- 
ront, pour  «R  (ti)  =  1  ; 

1*  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

f^y9— 1       »w  Z(«iî)Co)       I— w'' 

2*  Dans  le  cas  d*un  autre  caractère, 


«<jf 


9'-%(9)     y"r?r  z(u,x) 


78.  On  peut  encore  simplifier  récriture  de  ces  deux  équations. 
Comme  on  suppose  que   ^A  (u)  =>  i,  les  deux  différences 

s^l^y^Jl-   et   \^(.)fî-\J^Mi?- 

convergent  vers  des  limites  finies  quand  y  tend  vers  Tinfini. 
Désignons  donc,  en  général,  par  L  une  expression  dont  on  saura 
seulement  qu*elle  converge  vers  une  limite  déterminée  quand  y 
croit  indéfiniment  ;  les  équations  (8)  pourront  s*écrire,  toujours 
bien  entendu  dans  Thypothèse  cR  (u)  «=  1  : 
l''  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


(9-)  •  -2^-^.2'?=- 


z'Kxo)  .     « 


.<y  9"       y'  ^>  Z  (M,  X»)       i  —  « 

2'  Dans  le  cas  d'un  autre  caractère, 
(9*)    ....     2zW7.--.2x(9)^î  =  I'- 
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Il  est  bien  entendu  que  la  lettre  L  ne  représente  pas  la  même 
<]uantité  aux  seconds  membres  de  ces  deux  équations. 


§  4.  —  Conséquences  asymplotiques. 

79.  Si  Ton  fait,  en  particulier,  u^=^i,  dans  les  équations  (9) 
•qui  précèdent,  il  viendra  : 

1*  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

<10-)    ....      2---2'9  =  'y-  L; 
2*  Pour  un  autre  caractère, 

<I0*)    ....    2x(9)---2x(9)'9-L. 

«<»      9      y 

Soient  N  un  nombre  premier  à  M,  et  N|  un  nombre  vérifiant 
la  condition  NN|  ^  1  (mod.  M).  Multiplions  la  dernière  équa- 
tion par  x(^i)>  ^"^  devient 

9<y  9  y  i<9 

Cette  équation  est  vraie  pour  tous  les  caractères,  sauf  pour  le 
principal,  auquel  cas  on  retombe  sur  Téquation  (10*). 

Ajoutons  entre  elles  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de 
(11)  en  y  substituant  tous  les  caractères  et  aussi  Téquation 
qui  correspond  au  caractère  principal.  La  somme  des  caractères 
étant  nulle,  sauf  pour  les  nombres  premiers  Çn  de  la  forme 
Mx  +  N  (n^  69),  cas  auquel  elle  est  égale  à  (p(M),  il  vient 

et  L  désigne  toujours  une  quantité  convergente  pour  j/  =a  oo. 

80.  La  dernière  équation  est  de  la  même  forme  que  celle  sur 
laquelle  nous  avons  raisonné  dans  la  première  partie  du 
mémoire  (chap.  IV,  §  2).  Elle  conduit  aux  conséquences  corres* 
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pondantes  que  nous  allons  énoncer,  en  renvoyant  aux  démons- 
trations de  la  première  partie  : 
1*  L'expression 

dans  laquelle  la  somme  esl  étendue  aux  nombres  premiers  <  y  el 
de  la  forme  Mx  -i-  N,  a  pour  limite  l'unité^  quand  y  tend  vers 
l'infini  (*). 

2*  La  différence 

?(M)2^-'y 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  y  tend  vers  l'infini» 
3*  Quelque  petite  que  soit  la  cotis tante  h,  le  nombre  des  nombres 
premiers  de  la  forme  Mx  -i-  N  compris  entre  y  e(  (1  -H  h)  y 
augmente  indéfiniment  avec  y,  quelle  que  soit  la  manière  dont  y 
tende  vers  l'infini. 

81.  4"  Le  nombre  f  (y)  des  nombres  premiers  de  la  forme 
Mx  -+-  N  e(  <  y  peut  se  représenter  par  l'expression 

"'» '""-ml- 

o\i  t  est  infiniment  petit  pour  y  infiniment  grand. 

Démonstration.  —  Soit,  en  général,  e  une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  quand  y  tend  vers  Tinfini.  On  peut  poser,  comme  on 
Ta  dit  au  numéro  précédent  (i®). 

Désignons  par  f(y)  le  nombre  des  nombres  premiers  fj,  qui 
sont  <  y  ;  on  aura  Iq^  <  /y,  d'où 


(*)  Nous  avons  communiqué  ce  théorème  à  la  Société  scientifique  dans  la  séance  du 
16  avril  4896  et  il  a  été  publié,  pour  la  première  fois,  dans  le  Bulletin  de  cette  session. 
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el  par  (a) 

*' ^'"'"TiSTÇ- 

Soity  d'autre  part,  S'  .une  somme  étendue  aux  nombres 
9n  >  y  ••  (fsy  et  <  U'  Pour  ceux-ci,  on  a  /ç^  >  /y  —  2  %. 
Comme  le  nombre  des  nombres  premiers  <  y  :  {Ijj)*  est  évidem- 
ment inférieur  à  y  ;  ('j^)',  le  nombre  des  termes  de  la  somme  S' 
sera  supérieur  à  f(y)  —  y  :  {ly)^.  De  là  les  inégalités  : 

On  en  tire  par  l'équation  (a) 

Les  seconds  membres  des  inégalités  (P)  et  (y)  sont  tous  les 
deux  de  la  forme  du  second  membre  de  (13).  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

82.  Tous  les  théorèmes  précédents  sont  des  conséquences 
des  équations  (9).  Nous  allons  terminer  par  des  théorèmes  plus 
particuliers,  qui  seront  des  conséquences  des  équations  (8). 

5®  Pour  tout  caractère  différent  du  principal,  la  série  étendue 
aux  nombrei  premiers  q  successifs^  rangés  par  ordre  de  grandeur^ 


est  convergente  pour  <R  (ti)  «»  1  et  a  pour  somme 

Z(w,X)' 

Démonstration.  —  Désignons  par  2^  une  somme  qui  8*étend 
aux  nombres  premiers  avec  M  et  <  M  et  faisons  la  décompo- 
sition 

y  'i<v  n  i  y   fs<y     j 
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nous  voyons  que  cette  somme  tend  vers  zéro  pour  y  infini»  parce 
que  tous  les  rapports 


y« 


«<> 


tendent  vers  la  même  limite  I  :  ^  (M)  et  que  la  somme  2]^(N)  des 
caractères  est  nulle. 

Pour  A.  (u)  =»  1 ,  réquation  (8*)  du  n<>77  doit  donc  se  réduire  à 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

6®  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  la  série  illimitée  cesse 
d'être  convergente  pour  éR(u)  =  i^  mais  on  a  alors  la  formule 
asymptotique  pour  y  es  x  : 

('ette  formule  est  une  conséquence  de  Téquation  (8*)  où  Ion 
remplacera  le  terme 

par  sa  valeur  asymptotique  y*'^. 

Corollaire.  —  Dans  le  cas  où  la  somme  s'étend  à  tous  les 
nombres  premiers  p  <  y  sans  distinction,  on  aura  la  formule 
asymptotique 

A  la  limite,  quand  y  augmente  indéfiniment,  le  premier 
membre  devient  donc,  pour  (R  (u)  =>  1 ,  une  fonction  périodique 
dey. 
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RECHERCHES  ANALYTIQUES 


SUR 


LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  PREMIERS 


TROISIEME  PARTIE 

LES  FORMES  .QUADRATIQUES  DE  DÉTERMINANT  NÉGATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉTUDE    PRÉLIMINAIRE    DE   QUELQUES    FONCTIONS    AUXILIAIRES. 


§  1 .  —  Considérations  générales  sur  la  portée 
de  la  démonstration, 

1.  C*esl  à  DiRicHLET  que  l*on  doit  d^avoir  étendu  aux  formes 
quadratiques  le  théorème  de  la  progression  arithmétique 
(Académie  de  Berlin,  1840,  et  t.  XXI  du  Journal  de  Crelle).  On 
trouve  dans  ce  travail  plutôt  Pesquisse  d*une  démonstration 
qu'une  démonstration  complète.  Dirichlet  a  généralisé  son  théo- 
rème dans  les  Comptes  rendus  de  1850,  en  montrant  qu'une 
forme  quadratique  proprement  primitive  peut  représenter  une 
infinité  de  nombres  premiers  qui  sont  en  même  temps  d'une 
forme  linéaire  donnée,  pourvu  que  les  caractères  quadratiques 
de  ces  deux  formes  soient  compatibles.  M.  H.  Weber  a,  dans  un 
travail  remarquable  (Math.  Ann.^  t.  XX,  p.  SOI),  fait  disparaître 
les  lacunes  considérables  que  Dirichlet  avait  laissées  dans  la 
démonstration  de  son  théorème  sous  sa  forme  restreinte.  Enfin, 


84  —  364  — 

M.  A.  Mbyer  {Journ.  fur  d.  reine  u.  ang.  Math.,  t.  CIII,  p.  98) 
a  étendu  la  méthode  de  M.  Webcr  à  la  démonstration  du 
théorème  sous  sa  forme  la  plus  complète. 

2.  Les  principes  des  méthodes  de  Riemann  et  de  M.  Hada- 
mard,  dont  nous  venons  de  reconnaître  refficacité  dans  la  théorie 
des  formes  linéaires,  peuvent  auâsi  s*étendre  à  la  théorie  des 
formes  quadratiques.  Il  se  présente  toutefois  une  différence  très 
considérable  entre  les  formes  de  déterminant  positif  et  celles  de 
déterminant  négatif.  Ainsi,  tandis  que  Textension  se  fait  naturel- 
lement à  ces  dernières,  les  formes  de  déterminant  positif  exigent 
une  analyse  beaucoup  plus  compliquée.  C*est  pourquoi,  nous 
nous  bornerons,  dans  cette  troisième  partie,  à  la  théorie  des 
formes  de  déterminant  négatif  et  nous  traiterons  dans  une  qua- 
trième partie  celle  des  formes  de  déterminant  positif  (*). 

Nous  pourrions  abréger  notre  travail  en  utilisant  immédiate- 
ment les  formules  de  MM.  Weber  et  Meyer.  Cependant,  nous 
allons  refaire  toute  la  démonstration  par  une  méthode  nouvelle 
qui  nous  parait  offrir  de  multiples  avantages.  Nous  n*en  signa- 
lerons que  deux. 

Dans  notre  premier  chapitre,  nous  étudions  une  fonction  4^(1,  c) 
qui  possède  une  propriété  fonctionnelle  fondamentale.  Celle-ci 
s'exprime  par  la  formule  (11)  du  §  3.  M.  Weber  établit  une 
formule  analogue  et  qui  pourrait  nous  servir  (**).  Mais  M.  Bach- 
mann,  dans  sa  Zahlentheorie  (2*  partie,  p.  298),  attire  Tattention 
sur  la  difficulté  et  la  longueur  excessive  de  la  démonstration  de 
MM.  Weber  et  Meyer  où  Ton  fait  appel  aux  fonctions  6  de  deux 
arguments.  Si  bien  quMI  se  voit  forcé  de  se  contenter  de  la  résu- 
mer dans  son  livre,  en  renvoyant  à  Toriginal  pour  le  détail  de  la 
démonstration  et  en  émettant  le  vœu  d*en  voir  proposer  une  plus 
simple.  Sur  ce  poinl,  nous  pensons  satisfaire  complètement  au 


(*)  Un  résumé  de  cette  quatrième  partie  a  paru  daus  le  Bulletin  (session  du  S8  janrier 
4897). 

(**)  M.  Hadamard  prend  cette  formule  comme  point  de  départ  delà  démonstration  qu'il 
a  esquissée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathémtuique  de  France  (1896)  et  dont  nous 
aTODs  déjii  parlé  dans  la  note  placée  en  tête  de  la  deuxième  partie. 
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desideratum  de  M.  Bachmann  :  la  dëmoiisiratioii  qui  faii  1  objet 
de  nos  ^  2  et  3  n*a  rien  d*excessif  comme  longueur  ;  elle  est 
absolument  complète  et  ne  s*appuie  que  sur  la  propriété  très 
élémentaire  de  la  fonction  <pf(ayx)  qui  a  été  démontrée,  en 
quelques  lignes,  dans  la  seconde  partie  du  mémoire. 

Le  second  avantage  que  nous  voyons  dans  notre  méthode  est 
d^élimîner  toutes  les  considérations  relatives  à  la  loi  de  récipro- 
cité de  Legendre,  qui  formaient  une  des  parties  délicates  des 
démonstrations  précédentes. 

Nous  traiterons  seulement  dans  cette  partie,  le  cas  où  Ton  ne 
fait  pas  intervenir  la  progression  arithmétique,  parce  qu*il  est  le 
plus  simple  et  qu*à  notre  avis  il  y  a  toujours  avantage  à  com- 
mencer par  ce  premier  cas.  Le  lecteur  qui  aura  examiné  notre 
travail  et  qui  voudra  bien  y  joindre  les  considérations  parti- 
culières qui  font  Tobjet  de  la  généralisation  de  M.  Meyer,  verra 
que  notre  méthode  et  nos  résultats  s*étendent  d  eux-mêmes  au 
cas  le  plus  compliqué.  Nous  nous  réservons  d'ailleurs  de  mon- 
trer plus  tard  que  toutes  les  longueurs  inhérentes  à  la  méthode 
de  M.  Meyer  disparaissent  en  même  temps. 


S  2.  —  Définition  et  propriété  foncliotmelle  de  F  (a,  P,  t). 

3.  La  relation  fonctionnelle  qu'il  s*agit  d'établir  dans  ce 
paragraphe  est  une  conséquence  de  celle  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  <pi  («>  x)  de  la  seconde  partie  du  mémoire.  Voici  cette 
dernière  relation  (2*  partie,  n*  3)  : 

^^(a,  x)  =    2    C"^"^"^^'  =  — z  h  "^  2  2  «     '  cos  2njra    . 

Ce  qui  nous  sera  utile  dans  cette  équation  peut  se  condenser 
dans  la  formule  plus  simple  : 
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en  désignant,  d'une  manière  générale,  par  6(rr)  une  fonction 
continue  qui  tend  vers  une  limite  finie  quand  x  tend  vers  zéro. 
C'est  sous  une  forme  un  peu  différente  que  nous  aurons  à 
nous  servir  de  celte  relation.  Désignons  par  fx  eiv  deux  con- 
stantes positives,  par  a  et  P  deux  constanies  quelconques  et  fai- 
sons le  produit  de  deux  équations  analogues  à  la  précédente;  nous 
obtiendrons  un  résultat  de  la  forme 

i          a(x)  -î 
(i)     .    .     .     ^i(«,A«x)<f.,(6,yx)==  — — -♦- e    % 

OÙ  6  (x)  est  une  fonction  continue  qui  tend  vers  une  limite  finie 
quand  x  tend  vers  zéro  et  où  K  est  une  quantité  indépendante 
de  X  et  plus  grande  que  zéro. 

C'est  à  la  relation  (1)  que  nous  allons  ramener  la  propriété 
fonctionnelle  de  la  fonction  <I>(^c)  qui  jouera,  dans  cette  troisième 
partie  du  mémoire,  le  même  rôle  que  les  fonctions  ^(a,  x) 
dans  la  seconde.  Nous  étudierons  cette  fonction  au  paragraphe 
suivant  et  nous  commencerons  par  l'étude  d'une  fonction  inter- 
médiaire F  (a,  P,  t). 

4.  Définition  de  la  fonction  F  (a,  (3,  t).  —  Cette  définition  se 
rattache  à  la  considération  d'une  forme  quadratique  ^de  déter- 
minant négatif  ( —  A)  et  à  coefficients  positifs 

/■=3  ox*  -4-  26xy  -♦-  cy\ 
et  la  fonction  F  s'exprime  par  la  somme  double 

(2) p(«,p,o=2  ^"^"""^**^^''"^ 

où  Ton  a 


M,  ■ 


(3) 


X  -B  a  -f-  2mA, 
y  =  p  -♦-  2llA. 


Quant  aux  variables  m  et  n,  par  rapport  auxquelles  se  fait  la 
sommation,  elles  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo 
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5.  Réduction  de  F  (a,  P,  i)  à  des  fonctions  F,,  ^  (l).  —  Nous 
nous  proposons  de  trouver  une  relation  fonctionnelle  vérifiée  par 
F(ayP,  0*  Pour  cela,  nous  allons  partager  la  somme  £.^.  qui 
sert  de  définition  à  cette  fonction,  en  ab  sommes  partielles  que 
nous  désignerons  respectivement  par  Vi,k  (Of  ^^^  indices  prenant 
les  systèmes  de  valeurs 

*  =  0,  i,  2, ...  (6  —  i);        ^  «  0 J,  2, ...  (tt  —  \). 

La  fonction  F,.  «  (/)  sera  définie  par  la  somme  double 

(4) F,,(0-  2  e-<-+«*^*»^ 


M',»' 


OÙ  X  et  y  s  expriment  toujours  par  les  formules  (3),  mais  où 

m  et  n  prennent  les  seuls  systèmes  de  valeurs  qui  se  déduisent 

des  formules 

m  «»  t  -^  6m', 

n  •—  A:  -I-  an\ 

quand  on  donne  à  m'  et  n'  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
de  —  00  à  +  00 . 

Il  est  clair  que  la  somme  F,,a(0  comprend   une  partie  des 
termes  qui  entrent  dans  la  somme  F  et  que  Ton  a 

(5) F(«,p,0-^F,.*(0. 

Afin  d*exprimer  simplement  x  et  j/  en  fonction  de  m' et  n', 
posons  en  abrégéi 

a'  «s  a  H-  2tA, 
On  voit  que,  pour  former  la  fonction 

il  faut  donner  à  x  et  y  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  se 
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déduisent  des  formules 

^^* (  y  —  p'  -i-  2aAw', 

quand  m\  n'  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo  à  +  oo  . 

6.  Réduction  de  F^^a  (t)  ri  la  fonction  tpi.  —  Pour  les  valeurs 
de  Xy  y  définies  par  les  formules  (6)  ci-dessus,  on  a 

ax*-*-26xy-4-cy*  =  -  \(ax  -h  byf  -4-  Ay-J 

i 

=  -  j  [aa'  -k-  6,V  -f-  (fir  -♦-  n')2a6A]*+- A(p'-*-2aAn')«  { 
a  ' 

Posons  encore,  en  abrégé, 

ool'  -♦-  66'        „        0'  .        , 

a"  «= —^ ,     Ô"  «  -!—.     m'  -♦-  w'  =»  fw"; 

2a6A  ^        2aA 

pour  chaque  valeur  de  n\  on  devra  attribuer  à  m"  toutes  les 
valeurs  de  —  oo  à  +  oo  .  Il  vient  ainsi 

ax"  +  26xy  -♦-  cy»  =  («"  -♦-  »r')»4a6»A'  -*.  (p"  -♦-  n')*4aA', 

et,  par  conséquent, 

c*est-à-direi  par  la  définition  de  ^^  rappelée  au  n®  3, 

^    /  V  /  ,.   4a6'A*A      /  „  4oA»A 

(7)     .    .    .    F,At)  =  f,\a'\——j^,i^^'\——j. 

7.  Propriétés  fonctionnelles  de  F<^  ^  (l)  e<  F  (a,  /3,  l).  —  Appli- 
quons au  second  membre  de  la  dernière  équation  la  relation  (1) 
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du  n*  3,  nous  obtiendrons  un  résullat  de  la  forme 

C'est  la  relation  fonctionnelle  que  vériûe  F\  «  {t)  :  on  y  désigne 
par  0  (t)  une  fonction  qui  reste  finie  quand  t  tend  vers  zéro  et 
par  K  une  quantité  positive  indépendante  de  tel  qui  peut  dépen- 
dre des  indices  i.  A:. 

Par  la  permutation  des  indices  t,  k^  on  déduit  ab  équations 
distinctes  de  celle  qui  précède;  ajoutons-les  entre  elles,  nous 
obtiendrons,  eu  égard  à  (5),  la  relation  fonctionnelle  vérifiée  par 
F,  savoir  : 

n         \        9(t)   -î 

(8)    .    .    .    .     F(«,p,0 —T-^-Y-e'. 

Les  symboles  Q  (t)  et  K  conservent  la  signification  générale 
qui  leur  était  attribuée  dans  Téquation  précédente,  mais  la  valeur 
actuelle  de  K  est  la  plus  petite  de  celles  que  K  pouvait  recevoir 
dans  réquation  précédente  par  la  permutation  des  t,  A:. 

Cette  relation  (8)  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  suite  de 
noire  étude.  Elle  présente  cette  particularité  très  remarquable 
que  le  premier  terme  au  second  membre  ne  dépend  aucunement 
de  a  ni  de  P,  mais  seulement  du  déterminant  ( —  A)  de  la  forme 
quadratique. 

§  3.  —  Définition  et  propriétés  de  la  fonction  ^  (/,  c). 

8.  Définition  de  4»(t,  c).  —  Désignons  par  c  une  classe  de 
formes  (positives)  proprement  primitives  du  déterminant  ( —  A) 
et  soit  f  un  représentant  de  cette  classe  : 

fma  ox*  -♦-  Uxy  -¥•  ey\ 
Nous  définirons  la  fonction  9  {t,  c)  par  la  somme  double 

(9) ♦(I,c)— 2«'*""^**"^*'''' 

».  » 

XX.  «* 
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où  l'on  donne  à  x  et  y  tous  les  systèmes  de  valeurs  positives  et 
négatives,  pour  lesquels  /" acquiert  une  valeur  impaire  et  pre- 
mière à  A.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que  la  définition  de  ^  (r,  c) 
ne  dépend  pas  du  choix  de  la  forme  /"dans  la  classe  c. 

Il  résulte  de  cette  dernière  remarque  qu*on  peut  choisir  la 
forme  fde  manière  à  simplifier  les  raisonnements. 

On  peut  d'abord  admettre  que  a  est  premier  avec  2/i,  car, 
dans  le  cas  contraire,  on  remplacerait  /'par  une  forme  équiva- 
lente dans  laquelle  cette  condition  serait  remplie.  Ensuite,  on 
peut  admettre  que  6  est  positif,  divisible  par  A  et,  de  plus,  pair 
ou  impair  en  même  temps  que  A,  de  façon  que 


soit  toujours  pair  et  divisible  par  A.  En  effet,  si  cette  condition 
n'avait  pas  lieu,  par  une  substitution 

où  X  est  une  inconnue  à  déterminer  convenablement,  on  rempla* 
cerait  (a,  6,  c)  par  ime  forme  équivalente  (a,  6',  c'),  où  6'  serait 
positif  et  déterminé  par  la  congruence 

6'  =  6  -f-  Xa^O  (mod  A), 

à  laquelle  on  ajouterait 

b'  =  1  (rood  2), 
si  A  était  impair. 

La  forme  /'étant  choisie  de  cette  manière,  il  suffit,  pour  que 

soit  premier  à  2A,  que  x  soit  premier  à  2A,  tandis  que  y  n'est 
plus  soumis  à  aucune  condition. 

9.  Réduction  de  ^  (I,  c)  aux  fondions  F  (a,  P,  t),  propriété 
fonctionnelle  de  ^  (t,  c).  —  Désignons  par  a  un  quelconque  des 
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nombres  compris  en  ire  0  et  2A  e(  premiers  à  SA,  puis  par  |3  un 

des  nombres 

0,1,2,....2A-  i, 

et  remarquons  que  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y 

X  =  a  -4-  î2mA, 
y  =  6  +  2«A, 

obtenus  en  donnant  à  m,  n  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  -4-  oo  , 
rendront  la  forme  /'première  à  3A;  il  résulie  de  là  que  la 
somme  étendue  à  toutes  ces  valeurs,  savoir  : 

M,  n 

contiendra   une  partie  des  termes  qui  entrent  dans  la  somme 

♦(I,  e)  «  2  e-<-'+'*'»-^*>^^ 

et  que  celle-ci  sera  la  somme  de  2A(p(2A)  expressions  analogues 
à  P(a,  P,  t)f  obtenues  en  attribuant  à  a,  (3  les  différents  systèmes 
de  valeurs  possibles.  On  a  donc 

m ♦(<,c)=2^KPtO- 

Pour  obtenir  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  <&(!,  c),  il 
faut  donc  ajouter  2Af  (2A)  relations  analogues  à  (8)  et  il  vient 
ainsi  : 

^"^  •  •   •   •      ^'"'^     ^liTS'     T*    • 

Comme  dans  la  formule  (8),  on  désigne,  en  général,  parO(/) 
une  fonction  continue  qui  tend  vers  une  limite  finie  quand  i 
tend  vers  zéro  et  par  K  un  nombre  positif  indépendant  de  i. 
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§  4.  —  Étude  de  la  fonction  Q(8,  c). 

10.  Première  définition  de  Q  (s,  c).  —  Soit,  comme  dans  le 
paragraphe  précédent,  c  une  classe  proprement  primitive  du 
déterminant  ( — A)  et 

/=  ax*  -f-  26xy  -♦-  cy' 

un  représentant  de  cette  classe.  Notis  définirons,  pour  S{{s)  >  1, 
la  fonction  Q(«,  c)  par  la  formule 

(42)     .     .     .     .Q(.,c)^l—. 


,fj  (ax*  H-  26xy  -♦-  cyy 


où  la  somme  s*étend,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  à 
tous  les  systèmes  de  valeurs  positives  et  négatives  de  x  et  y  pour 
lesquels  la  forme  /'est  impaire  et  première  à  A. 

La  série  (12)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
pour  toute  valeur  de  s  telle  que  Ton  ait  ^(s)>l  -i-tf  quelque 
petit  que  soit  e;  elle  représente  donc  une  fonction  synectique 
de  s  pour  ^(«)  >  1.  Pour  cR(«)  <1,  la  formule  (12)  ne  repré- 
sente plus  rien,  mais  nous  allons  voir  que  Q{s,  c)  ne  cesse  pas 
d^exister.  Nous  allons  chercher,  en  effet,  une  représentation  de 
cette  fonction  valable  dans  tout  le  plan  s. 

11.  Extension  de  Q(s,  c)  à  tout  le  plan.  —  Posons  la  relation 


^*'  '         g-i^^^+tixy+cf^r  ^.  ^1  Jl 


(ax"  -♦-  26xy  •♦-  cy*) 


-/ 


On  en  déduit,  par  une  sommation  relative  à  x,  y,  et  pour 

Jl(»)><. 


Q(«.  c)V{s)  :a=r%(t,  c)l-'dL 
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Partageons  cette  intégrale  en  deux  autres»  comme  il  suit  : 


, e)T(s)  =  r  ♦(/, c)r-»d<  ^  r  ♦((,  c)V-'dt. 


Q(* 


La  seconde  intégrale  se  met,  par  la  relation  (11),  sous  la 
forme 


j    V^di -^  r  9{t)e   h'-^dt. 


«Al/Â. 

t  9 

Comme  on  a  ^(«)>1,  on  peut  évaluer  facilement  le  pre- 
mier terme;  on  change  ensuite  dans  le  second  la  variable  d'inté- 
gration I  en  ^.  On  trouve  ainsi 

Substituons  cette  valeur  dans  la  dernière  équation;  nous 
obtenons 

Q(s,c)rW  =  I^-i-.*.  f^*{Ue)t^'dt 
(15)    .    .    { 

Comme  6(\)  converge  vers  une  limite  finie  pour  t  infini,  le 
second  membre  converge  pour  toute  valeur  de  s  et  fournit,  par 
conséquent,  une  définition  du  premier  membre  valable  dans 
tout  le  plan. 

18*  Propriétés  analytiques  de  Q(s,  c).  —  La  formule  (13)  nous 
montre  que  (i(s,c)  est  une  fonction  uniforme  de  s  dans  tout  le 
plan,  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1*  Cette  fonction  possède  un  pôle  unique  et  simple  s  ^^  i  et 
n'a  aucun  autre  point  critique; 
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2*  La  fonction 

(«-l)Q(«,c) 

est  syneccique  dans  tout  le  plan  e(  admet  comme  zéros  tous  les 
pôles  de  V{s)f  mais  elle  peut  aussi  avoir  d'autres  racines; 

3*  Si  Ton  développe  la  fonction  (s  —  1)Q(«,  c)  F{s)  par  la  for- 
mule de  Maclaurin 


-  V.... 


la  loi  de  décroissance  des  coefBcients  est  donnée  par  la  formule 

où  VI  tend  vers  zéro  pour  n  infini. 

En  effet,  cette  loi  est  exacie  pour  chacune  des  intégrales 

î  I 

comme  on  Ta  montré  dans  la  démonstration  du  théorème  du 
n*  16  de  la  deuxième  partie  du  mémoire.  Cette  loi  subsistera 
donc  aussi  pour  la  combinaison 


fTf  (2A) 
2AI/Â 


(s  —  1  )  /    ♦(«,  c)  C-'dt  -♦-{«  —  i  )  /**e  (1  j  e-«'r*dl: 


4*  On  conclut  de  cette  remarque,  comme  dans  ce  théorème 
du  n*  16  que  nous  venons  de  rappeler,  que  la  fonction  (s —  1) 
Q(s,  c)  r(s)  et  par  suite  aussi  que  la  fonction  entière 

(s-l)Q(«,c) 

ne  peuvent  être  cCun  genre  supérieur  au  premier; 

5*  Une  dernière  remarque  importante  est  celle-ci  :  Le  résidu 
de  Q(s,  c)  correspondant  au  pôle  «  «  1  a  pour  valeur 

2AI/Â 
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et  il  dépend  exclusivement  du  déterminant  ( —  A)  et  nullement 
de  la  classe  c.  Cest  là  un  fait  très  remarquable,  sur  lequel  repose 
au  fond  la  méthode  de  Diriehiet  pour  Tévaluation  du  nombre 
des  classes,  et  qui  va  jouer  encore  un  rôle  essentiel  dans  la  suite. 


CHAPITRE  11. 

THÉORÈME    DB    DIRICHLET   .*    INFINITÉ     DES    NOMBRES    PREMIERS 
REPRÉSENTABLES  PAR  UNE  FORME  QUADRATIQUE. 


S  1.  —  Définition  et  propriétés  des  caractères  de  classes. 

13.  Toutes  les  classes  (positives)  proprement  primitives  du 
déterminant  ( —  A)  forment,  comme  on  le  sait,  un  groupe  et 
peuvent  s^obtenir  chacune  une  seule  fois»  au  moyen  de  certaines 
classes  fondamentales  : 

appartenant  respectivement  aux  exposants 

llt|y   Ut),    ...    fit,., 

en  formant  le  produit 

(i) c  =.  CÎ^f^  ...  cî^ 

où  Texpression  c?  d*exposant  nul  représente  la  classe  principale 
et  où  Ion  donne  aux  exposants  A|,  h^  ...  h^  toutes  les  valeurs  com- 
prises dans  le  tableau 

A,  esO,  1,2, ...,  vii  —  1  ; 
/i,  «a  0, 1, 2, ...,  m»  —  1  ; 


A^EsO,  1,2,  .,.tW^  —  I. 
Soient  maintenant  tci,  u?,,  ...,t^r  d^s  racines  quelconques  des 
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équations 

(2) M^r  — «,    irr  =  i,...u?r'— <; 

nous  dirons  que  le  produit 

est  un  caractère  de  la  classe  c.  Le  nombre  de  ces  caractères  sera 

égal  à  celui  des  racines  des  équations  (2),  c*cst*à-dire  au  nombre 

des  classes  positives  proprement  primitives.  Nous  représenterons 

ce  nombre  par  h  : 

/i  =  iM|iWf ...  m,. 

11  est  clair  que  ces  déGnitions  supposent  qu*il  y  ait  plusieurs 
classes  de  formes  du  déterminant  ( — A).  L^analyse  que  nous 
allons  faire  n'a  d'objet  que  dans  cette  hypothèse. 

14.  Les  caractères  de  classes  jouissent  de  propriétés  analogues 
à  ceux  des  caractères  d*un  nombre  (mod.  M). 

Nous  nommerons  caractère  principal  celui  qui  correspond 
aux  racines  des  équations  (3),  toutes  égales  à  Tunité 

nous  le  représenterons  par  k^. 

Nous  dirons  que  les  deux  caractères 

formés  respectivement  avec  les  racines  conjuguées 

1        i  I 


sont  conjugués  ou  opposés.  Un  caractère  qui  coïncide  avec  son 
opposé  (caractère  ambigu)  ne  peut  être  formé  que  de  racines 
réelles  des  équations  (2). 
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On  démontre,  exactement  comme  dans  le  cas  des  caractères 
d'un  nombre,  que  les  caractères  de  classes  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 

1*  Pour  tout  caractère  particulier  A:,  la  somme  étendue  à 
toutes  les  classes  (positives)  proprement  primitives  est  nulle  : 

j:k{e)  —  0, 

sauf  pour  le  caractère  principal,  auquel  cas  elle  est  égale  au 
nombre  des  classes  : 

Sfc,(c)  =  fc; 

c 

2*  Pour  toute  classe  c,  la  somme  étendue  à  tous  les  caractères 
est  nulle  : 

S/c{c)=0, 

sauf  pour  la  classe  principale,  auquel  cas  elle  est  égale  au 
nombre  des  classes  : 


3*  Pour  un  même  caractère  k  et  deux  classes  quelconques  c 
et  c\  on  a  la  relation 

k(c)k(c*)  =  k(cc'), 

16.  Nous  allons  passer  maintenant  à  une  propriété  plus  par- 
ticulière des  caractères  de  classes. 

Désignons  par  m  un  nombre  quelconque  impair  et  premier 
à  A  dont  le  déterminant  ( —  A)  est  résidu  quadratique.  Ce 
nombre  m  sera  proprement  représentable  par  une  forme  du 
déterminant  ( —  A). 

Si  w  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  de  m, 

la  congruence 

a*— —  A  (mod  m) 
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aura  3^  racines  distincies.  A  chacune  d'elles  correspond  un 
groupe  de  représentations  du  nombre  m  par  des  formes  du  déter- 
minant ( —  A).  En  outre,  ces  représentations  se  font  dans  une 
série  de  classes  qu'il  est  facile  de  figurer.  Soit 

décomposé  en  ses  facteurs  premiers  et  représentons  par 

^a»      ^/3»      ^y>  ••• 

respectivement  une  des  deux  classes  opposées  capables  de 
représenter  a,  (3,  y, ...  Les  2^  groupes  de  représentations  de  m 
se  feront  respectivement  dans  les  V  classes  c.,  Ggurées  par  les 
termes  du  produit  développé  (*) 

câ'crcr/...{i  '*-ci){\  H-c^lCI  -HcV)..., 

parmi  lesquelles  plusieurs  peuvent  coïncider,  mais  il  n*y  a  pas 
lieu  de  tenir  compte  de  cette  circonstance  pour  le  moment. 

Désignons  par  k(c)  un  caractère  correspondant  à  un  choix 
particulier  de  racines  des  équations  (2)  et  par 

une  somme  relative  à  ce  caractère  mais  étendue  aux  2^  classes  c., 
différentes  ou  non,  ci-dessus  déGnies.  Cette  sonume  jouira  de  la 
propriété  fondamentale  suivante  : 

On  a,  pour  deux  nombres  m  et  m'  premiers  entre  eux, 

On  vériGe  immédiatement  cette  propriété,  en  remarquant  que, 
si  Ton  pose  symboliquement 

£  c,  =  c^'c-p^cy^ ...  (i  ^  ci)  (i  -♦.  cj)  (1  ^  c^) ... , 


(*)  Voir,  sur  ce  point,  nos  Recherchée  arithmétiques  sur  la  compotMon  de*  formel 
binaires  quadratiques.  (Mémoires  in -8*  dk  l'Acad.  royalk  de  Belgiouk,  t.  LUI»  1S96l) 
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oo  peol  aussi  écrire  symboliquement,  en  convenant  d  effeduer 
toutes  les  multiplications  indiquées, 

La  propriété  indiquée  est  alors  la  conséquence  immédiate  des 
deux  relations,  dont  la  première  seule  est  symbolique  : 

S  c.^.  =  S  c.  £  c..,     k{ee')  =  k (c)  k{c'). 


§  3.  —  Démonstration  (Tune  équation  fondamentale, 
16.  Posons,  pour  un  instant, 

m 

en  vertu  de  la  propriété  qui  fait  Fobjet  du  numéro  précédent,  on 
aura,  pour  m  et  m'  premiers  entre  eux, 

f{m)f(m')^f(mm'). 
Il  vient  ainsi,  d*après  une  formule  générale  due  à  Euler  (*), 

(4)  .   .  .    2  ^^  =  n(^'^/^(9)-^/^(9'^  ■*"•••)• 

La  somme  du  premier  membre  s'étend  ii  tous  les  nombres 
impairs  m  dont  (—  A)  est  résidu;  le  produit  du  second  membre, 
i  tous  les  nombres  premiers  impairs  9  dont  ( —  A)  est  résidu 
quadratique;  enfin,  on  suppose  èR  (s)  >  1,  pour  que  les  expres- 
sions soient  convergentes. 

Rappelons-nous  maintenant  que,  pour  ces  nombres  premiers 

(*)  Bachmakn,  Die  analytitehe  Zahientheorie,  p.  iO^  form.  17 
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q  ou  leurs  puissances  ç^  la  somme 

se  réduit  à  deux  termes;  il  vient 

et  le  facteur  général  du  produit  inGni  se  met  sous  la  forme 

i  ^  q"  [k(c,)  +  /c(c7*)]  -^  9-'  [k{e,y  ^  k{c^)*]  h-  ... 
«  _  i  ^[\  ^  q"k  (f,)  -^  q'^k  (r,)»  -♦-...] 

c  est-à-dirCy  par  la  sommation  de  ces  deux  progressions, 

^  ■*■  i  --q"k{c,)  "*"  1-9-*(0' 
et,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 


L'équation  (4)  se  met  ainsi  sous  la  forme 

(5)  .  .  .2^=n  ^-'*^' 


m-       f  [i-r'M^)][<-9-*M] 


Dans  cette  équation  (5),  la  somme  s^étend  aux  mêmes  nombres 
m  et  le  produit  aux  mêmes  nombres  q  que  dans  (4),  c'est-à-dire 
aux  nombres  impairs  dont  ( —  A)  est  résidu  quadratique. 

17.  On  peut  reproduire  la  somme  qui  figure  aux  premiers 
membres  des  équations  (4)  et  (5)  par  une  autre  voie.  Soient,  en 
effet, 
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des  représentants  respectifs  des  classes 

positives  et  proprement  primitives  du  déterminant  ( —  A),  dont 
le  nombre  sera  désigné  par  h;  formons  Pexpression 


(6) 


où  la  somme  relative  à  Tune  quelconque  des  formes  /"^s'étend  à 
tous  les  systèmes  de  valeurs  de  j?  et  y  positives  ou  négatives, 
premières  entre  elles,  pour  lesquelles 

acquiert  une  valeur  impaire  première  à  A.  Soit  alors  t  le  nombre 
des  solutions  de  Téquation  de  Pell,  on  aura  de  la  même  manière 
qu*on  obtient  Féq  nation  correspondante  dans  la  détermination 
du  nombre  de  classes  (*) 


A(,.i)  =  .2^ 


m* 
et,  en  vertu  de  Téqualion  (S), 


■-f« 


"'  •  •    *"•"-'?[. -,-4.)][?-r-»(0] 

18.  Il  y  a  encore  une  dernière  transformation  à  faire  subir  à 
cette  équation.  Désignons,  en  général,  par  p  les  nombres  pre- 
miers impairs  dont  ( —  A)  est  non-résidu  et  par  n  les  nombres 
entiers  quelconques,  premiers  b  2A;  on  aura 


4  4  4 


Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  cette  équation  avec  la 
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préeMeoie»  on  trouve  enfin  Téquation  pondaubntali  : 

(8)  .   .  L(«,fe)  =  p(5)n  ^ 


Dans  cette  relation  on  a  posé,  en  abrégé, 
(9) ''(*)-^?T377/ 

(iO)     L(«,M-/c(c.)  2  J;  -*-  M'-.)!  7.  -^  '••  -^  ^MIt.' 

fi  h  fh 

Mais  les  nouvelles  sommes  £  /!"  '  qui  entrent  dans  PexpresMon 
(iO)  de  L  (s,  A)  diffèrent  de  celles  qui  entrent  dans  Texpression 
(6)  de  A  (Sy  k)  :  on  doit  maintenant  attribuer  à  x  et  y  tous  les 
systèmes  de  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  qui  donnent 
à  la  forme  correspondante 

f\  =  ax^  -♦-  Ihxy  -♦-  ci/' 

une  valeur  impaire  et  première  à  A.  Donc,  dans  Texpression  (10) 
de  L  (s,  A:),  on  a  (nMO) 

et  L  (s,  k)  se  met  sous  la  forme 

(ii) L(s,i)-2^(c,)Q{s,c,). 


<=3l 


Il  est  à  remarquer  que  les  fonctions  L(i,  k)  qui  eorrespondeni 
i  deux  caractères  opposés  k  et  k^  sont  identiques.  II  suflSt,  poup 
le  constater,  d*observer  quon  a,  dans  la  formule  (8),  A:((^*) 

S  3.  —  Propfiéliê  analytiques  des  fonctions  L  (s,  k). 

19.  Les  fonctions  L  (s,  k)  correspondent  exactement  aux  fonc- 
tions Z  (s,  -/)  de  la  deuxième  partie  du  mémoire  :  comme  cellet- 
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ci,  elles  jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  qu  on  a  affaire 
au  caractère  principal  ou  è  un  autre  caractère  : 

1*  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  on  a  k,(c,)^^  1,  et  la 
fonction 


admet  le  même  pôle  ««»  1  que  les  fonctions  Q;  elle  n*a  aucun 
autre  point  critique,  et  la  fonction 

(«  — i)L(«,*é) 

est  entière  dans  toute  retendue  du  plan. 

3*  Dans  le  cas  d*un  autre  caractère,  comme  le  résidu  relatif 
au  pôle  s  =  1  est  le  même  pour  toutes  les  fonctions  Q  (s,  C|)  et 
que  la  somme  des  caractères  relatifs  aux  différentes  classes  est 
nulle,  on  voit  que  le  pôle  8  =  1  disparait  pour  la  fonction 

L(«,/c)«2*(c,)Q(«,c,), 

tfsl 

qui  est  entière  dans  tout  le  plan. 

80.  Développement  de  (s  —  1)  L  (s,  k)  F  (s)  par  la  formule  de 
Maclaurin;  genre  de  celte  fonction.  —  Si  Ton  développe  la  fonc- 
tion 

(s  -  t)L(«,  k)Y(8)  «  2  ^  W  («  -  ^)Q(«i  <^.)rw, 

par  la  formule  de  Maclaurin  sous  la  forme 

la  loi  de  décroissance  des  coefficients  sera  exprimée  par  Tinégalité 


I  «,  i<  ^[(«  +  »)/«]-, 

II:  "* 


ear  cette    loi  est   vraie  (12,3*)   pour    chacune  des   fonctions 
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(^s  —  \)Q($, Cf)  r  (5),  qui  figurent  au  second  membre  de  la  der- 
nière équation. 

Cette  loi,  ainsi  qu^on  Ta  vu  dans  la  démonstration  du  n®  i6  de 
la  seconde  partie,  nous  permet  d'aflirmer  que  les  fonctions  entières 
(s — 1)  L(s,  A:)  r  («)  ne  peuvent  être  d'un  genre  supérieur  au 
premier.  Leur  produit  par  la  fonction  du  premier  genre  t  iF  (s) 
seront  donc  du  premier  gtmre.  D'où  la  conclusion  suivante  : 

Les  fonctions  (s  —  1)  L  (s,  ko)»  dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipalt  et  L(Sy  k)  dans  le  cas  d'un  autre  caractère,  sont  des  fonc- 
tions entières  du  premier  genre. 

21.  Étude  des  zéros  des  fonctions  L(s,  k).  —  La  loi  de  crois- 
sance des  modules  des  racines  successives  des  fonctions  L  («,  k) 
serait  difficile  à  déterminer  avec  précision  ;  mais  on  obtient,  sans 
peine,  le  seul  résultat  qui  nous  soit  utile  et  qui  peut  s*énoncer 
comme  il  suit  : 

5t  ron  représente,  en  général,  par  p  (k)  les  zéros  de  la  fonction 
L  (s,  k),  la  série 

sera  absolument  convergetite  pour  m  >  1. 

En  effet,  cette  propriété  est  exacte  pour  la  série  étendue  à 
tous  les  zéros  de  (5 —  1)  L  (s,  k)r  (s),  en  vertu  de  la  loi  de 
décroissance  des  coefficients  a.  étudiée  au  numéro  précédent  ; 
elle  est  exacte  aussi  pour  la  série  étendue  aux  zéros  de  1  :  F  («); 
elle  subsiste  donc  pour  la  série  étendue  aux  zéros  des  deux  fonc- 
tions simultanément,  c'est-à-dire  à  ceux  de  L  (s,  k). 

Un  second  point  important  relatif  aux  zéros  résulte  de  l'expres- 
sion de  L(«,  k)  en  produit  infini  par  la  formule. (8).  Ce  produit 
est  absolument  convergent  et  aucun  de  ses  termes  ne  peut  s*an- 
nuler  pour  Si. (s)  >  1,  donc  :  Aucune  racine  p  (k]  n'a  sa  partie 
réelle  supérieure  à  l'unité. 

Il  reste  encore  à  démontrer  qu'aucun  de  ces  zéros  n'a  sa 
partie  réelle  égale  à  l'tinité.  C'est  là  un  point  plus  difficile.  Nous 
commencerons  par  démontrer,  par  une  méthode  nouvelle  et  très 
simple,  qu'aucune  des  fonctions  L  (s,  k)  ne  s'annule  pour  s  —  1. 
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§  4.  —  Aucune  des  fonctions  L(s,  k)  ne  s'annule  pour  s  «=s  1. 

22.  Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
de  Féquation  fondamentale  (8)  et  changeons  les  signes.  11  vient 


L(8,k)       P(5)       fq^  —  k(c,)       f9-.Â:(c-*) 

La  fonction  P  {s)  n'a  ni  pôles  ni  zéros  pour  S{  (s)  >  ^*  comme 
le  montre  sa  détinition  par  la  formule  (9).  Donc,  si  Ton  multi- 
plie Péquation  précédente  par  (s —  1)  on  trouve,  sans  diOiculté, 
en  faisant  tendre  s  vers  l'unité, 

(iô)      _  lim(«  -  i)  ^^=  Jùj  (»-l)  2  [*■('.)  -^  /"("i')]  ^- 

23.  Étudions  les  valeurs  que  peut  avoir  le  premier  membre. 
Si  k  =  kQ  est  le  caractère  principal,  le  premier  membre  est  égal 
à  Tunité;  dans  le  cas  d'un  autre  caractère,  il  sera  égal  à  zéro, 
sauf  si  s  E=3  1  est  un  zéro  d*ordre  de  multiplicité  fx  pour  la  fonc- 
tion L  (s,  A),  auquel  cas  le  premier  membre  est  égal  à  ( —  fx). 

Ajoutons  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  la  précé- 
dente en  attribuant  successivement  aux  caractères  toutes  leurs 
valeurs,  nous  obtiendrons  une  équation  Gnalé  dont  on  simpliGe 
facilement  les  deux  membres. 

Le  premier  membre  sera,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  égal  à 

en  désignant  par  Zu.  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  des 
zéros  s  =  1  pour  les  fonctions  successives  L  (5,  A:)  qui  s'annulent 
pour  cette  valeur  de  s. 

Le  second  membre  se  simplifie  aussi,  car 

Efc(r,)«SA(O«0, 
XX.  25 
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sauf  cependant  pour  les  nombres  premiers  Çq  >*cpréscnt&ble8  par 
la  classe  principale  et  pour  lesquels 

Notre  équation  finale  se  réduit  donc  à 

i  —  S;t  =  2/tlim(«— ^)y  ^^ 

Pour  s  réel  et  >  1,  le  second  membre  est  essentiellement 
positir.  Donc  £fx  est  égal  h  zéro  ou  à  tin  et  il  n*y  a  que  deux 
hypothèses  possibles  : 

1^  Aucune  fonction  L  {s,  k)  ne  s^annule  pour  «  ^a  1  ; 

2^  Une  seule  des  fonctions  successives  L  (s,  A:),  obtenues  par 
la  variation  du  caractère  A,  s'annule  pour  8=i  ei  elle  ne  peut 
admettre,  dans  cette  hypothèse,  qu'un  zéro  simple. 

24.  Plaçons-nous  dans  la  seconde  hypothèse,  pour  en 
démontrer  Timpossibilité. 

On  voit  d'abord  que  si  L(«,  k)  s'annule  pour  ««=3  1,  le  carac- 
tère A:  est  nécessairement  réel  (c  est-à-dire  formé  d'un  produit  de 
racines  réelles),  sinon,  la  fonction  LC«,  A:~'),  qui  est  identique 
à  L(Sfk)  (n""  8),  s'annulant  aussi  pour  8=^\,i\  y  aurait  deux 
fonctions  successives  admettant  cette  racine,  ce  qui  est  impos* 
sible,  comme  on  l'a  montré  au  numéro  précédent. 

Donc,  si  une  fonction  L  («,/:)  s'annule  pour  ««ai,  on  aura 
k{c)  =»  A(c"*)  et  la  formule  (8)  du  n"  18  donnera 


L(,,*)  =  pwn(i-^P 


Désignons,  pour  un  instant,  par  q^  les  nombres  q  pour  lesquels 
A:  (c,)  =  -+- 1,  par  92  c^"*  pour  lesquels  k(c^)  =  —  1  et  raison- 
nons sur  L{Sfk)  comme  sur  Z(5,  yQ  au  n""  67  de  la  seconde  par- 
tie, nous  trouverons  d'abord 


(i4)  .  .  .  L(.,fc)«p(«)n(J^^y 

91  W  —  9i  7 


L(«,   ko) 


—  387  —  107 

Donc,  si  Ton  remplace  P(s)  par  sa  valeur  et  si  Ton  pose 

(II)  ....   #w=n— l^n(l:îigy, 

il  viendra,  par  la  formule  (14), 


(III) ^(8) 


L(2«,*o) 


Or,  en  substituant  L  à  Z,  on  peut  raisonner  sur  les  formules  II 
et  111  comme  sur  les  formules  (2)  et  (3)  du  n^  67  de  la  seconde 
partie.  Donc  il  est  impossible  que  L(s,  A:)  s'annule  pour  «»>  1. 

S  5.  —  Démonstration  du  théorètne  de  Dirichlet. 

26.  La  première  hypothèse  du  n""  23  étant  la  seule  possible, 
reprenons  l'équation  (13)  et  multiplions-la  par  A:(c),  ce  qui 
donne 

_ik(c-')lim(*-l)jMJ=iim(.-i)2|fc(V-')-*-^(î7'^^ 

le  premier  membre  sera  nul,  sauf  dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal ou  il  est  égal  à  un.  Ajoutons  toutes  les  équations  qui  se 
déduisent  de  la  précédente  par  l'échange  des  caractères  et  rap- 
pelons-nous que  les  deux  sommes 

Sfr(c,c-«)     et     S^(r-'c-') 

s'annulent  respectivement,  sauf  si  c  «=  c,  pour  la  première  ou  si 
c  E=s  c^'  pour  la  seconde,  auxquels  cas  elles  sont  respectivement 
égales  à  A;  il  viendra,  en  désignant  en  général  par  q^  les  nom- 
bres premiers  représentables  par  la  classe  c  : 

V  Si  c  est  une  classe  bilatérale  (*)  (ambiguë)  auquel  cas  c^=^c'  \ 

(15') 2/ilim(fi— l)2-^'=1; 


•=«  ^  q: 


(*)  Je  me  sers  du  terme  bilatérale  comme  tradaction  du  terme  zweiseitige  proposé  par 
M.  Dedekind. 


108  _  388  — 

^  Si  c  n  est  pas  une  classe  bilatérale, 
(15*) Alim(«-1)5^'  =  1. 

Ces  formules  renferment  une  démonstration  nouvelle  et  plus 
précise  du  théorème  de  Dirichlet.  Elles  nous  permettent,  en 
efTei,  d'énoncer  le  résultat  suivant  : 

Tonte  forme  proprement  primitive  du  détef^minant  négatif 
( —  A)  peut  représenter  une  infinité  de  nombres  premiers. 

La  fréquence  des  nombres  premiers  ainsi  représentables  n*est 
pas  la  même  pour  toutes  les  classes  de  formes.  Elle  est  la  même 
pour  toutes  les  formes  appartenant  à  des  classes  bilatérales,  la 
même  aussi  pour  toutes  les  formes  appartenant  à  des  classes  non 
bilatérales,  mais  elle  est  moitié  moindre  dans  le  premier  cas  que 
dans  le  second.  Nous  allons  donner  à  ce  résultat  une  expression 
plus  précise  encore  au  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  111. 

COSIPLÉMENT   DU   THÉORÈME   DE   DiRICULET    :    FRÉQUENCE    DES    NOMBRES 

PREMIERS  DANS  CHAQUE  CLASSE. 

S  1.  —  Les  fonctions  L($,  k)  n'ont  pas  de  racines  de  la  forme 

i  +  piC). 

26.  Revenons  à  l'équation  (12),  établie  pour  ^  5  >  1, 

Multiplions  cette  équation  par  «  —  1  —  Pt,  p  étant  réel  et  diffé- 
rent de  zéro;  puis  faisons  tendre  s  vers  1  +  Pt.  Il  viendra,  en 


(*)  Nous  avous  légèrement  modifié  la  rédaction  dont  le  résumé  a  paru  dans  le  Bullelin, 
liour  tenir  compte  de  la  modification  correspondante  apportée  à  la  seconde  |)artie. 
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négligeant  au  second  membre  des  termes  dont  la  limite  est  visi- 
blement nulle, 

_lim  («— 1— pi)DlogL(«,A)— lim(«-l— P05  rit(c,)-^%r*)J^. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  zéro,  si  le 
point  1  +  Pt  n'est  pas  un  zéro  de  L(s,  k).  Si  ce  point  est  au  con- 
traire un  zéro,  le  premier  membre  est  égal  à  —  X,  en  désignant 
par  X  Tordre  de  multiplicité  du  zéro. 

27.  Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent 
de  la  précédente  en  attribuant  aux  caractères  toutes  leurs  valeurs. 
Le  second  membre  de  Téquation  ainsi  obtenue  se  simplifie,  parce 
que  la  somme  des  caractères  est  nulle,  sauf  pour  les  nombres 
premiers  Qq  représentables  par  la  classe  principale.  Pour  ceux-ci, 
cette  somme  est  égale  à  /i.  On  trouve  donc 

—  S  A  =  2A  lim  («  —  1  —  fit)  5  ^". 

Au  premier  membre,  £X  désigne  la  somme  des  ordres  de 
multiplicilé  des  zéros  5  =  1+  ^t,  pour  les  différentes  fonctions 
qui  s'annulent  ;  au  second  membre,  la  somme  s'étend  aux  nom- 
bres premiers  Çq  représentables  par  la  classe  principale. 

L'équation  précédente  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 


*=*  fO     V« 


Comparons  cette  équation  à  la  suivante 

qui  est  un  cas  particulier  de  Téquation  (15')  du  n""  25.  Nous 
pouvons  raisonner  sur  ces  deux  équations  comme  on  l'a  fait  sur 
les  équations  (2)  et  (3)  aux  n"^  71  et  72  de  la  seconde  partie. 
On  doit  nécessairement  en  conclure  £X  =3  0.  Par  conséquent, 
aucune  des  fonctions  L(5,  A:)  ne  s'annule,  pour  5  =»  1  +  ^t. 


ilO 
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§  2.  —  Démonstration  et  cas  particuliers  de  deux  formules 

générales, 

88.  Reprenons  encore  une  fois  Téquation  (12)  du  chapitre 
précédent 


—  D log L («, A)  =-,-;-;-; -^  2  - 


2::^ 


Hc^')lq 


p(«)    rr-^{«,)    r7*-^(0 


Multiplions  les  deux  membres  par 

y*ds 


(,  — w)(«— v) 


intégrons  de  (a  —  bi)  à  (a  +  6i)  et  faisons  tendre  6  vers  l'infini. 
Nous  supposerons  que  a  est  >  1  et  que  ti  et  t;  ne  sont  pas  des 
pôles  de  D  log  L{s,  k).  11  vient,  dans  ces  conditions, 


U  -OCI 

i       /•  ,  y'ds  t       / 


•P\î) 


P(«)(«-w)(«— v) 


yds 


a-«t 


(*) 


^'iJ    ^q'-  Ke,) {s-u){s-v] 
2t.-./   -^  9"  -  fc(f7')  (»-«)(«_»] 

a  -001 


29.  Evaluons  d'abord  le  second  membre.  Si  Ton  remarque 
que  l'on  a 


P'(s) 


Ip 


Ip 


IP 


^    k(c,)lq    _  ^  A:(c,)  /7 


rr-Hc,) 


r 


2 
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on  trouve,  en  reproduisant  les  raisonnements  du  n^  (74)  de  la 
deuxième  partie  du  Mémoire,  que  ce  second  membre  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


,1  tj  I  •'        ^    wî*»        -^      ^     «««•  I 


les  sommes  de  la  première  ligne  s*étendant  à  toutes  les  puissances 
paires  p**",  inférieures  à  //,  des  nombres  premiers  p;  celles  de  la 
seconde  ligne  à  toutes  les  puissances  entières  9*,  inférieures  à  y, 
(ies  nombres  premiers  q. 

30.  Passons  à  Tévaluation  de  l'intégrale  du  premier  membre. 
Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  1^  Dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal, on  peut  raisonner  sur  L(«,  Atq)  comme  sur  Z(«,  7^)  dans 
la  seconde  partie  (n®  74);  2"*  dans  le  cas  d*un  autre  caractère,  on 
peut  raisonner  sur  L(s,  k)  comme  sur  Z(5,  /).  Il  suffit  donc  de 
changer  Z  en  L  et  ^  en  A:  dans  les  résultats,  c'est-à-dire  dans  les 
formules  (4)  et  (5)  du  n""  74  de  la  seconde  partie. 

31.  Formules  géfiérales.  —  En  définitive,  Téquation  (1)  se 
transformera  dans  Tune  des  deux  suivantes  : 

1®  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

'     '  ■'   L(u,*.)      ^   L(»,A-.) 

U  —  V         ^        (u       y)  \  y** 
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^  Dans  le  cas  d'un  autre  caraelère, 


r  2  ['^(c)-*-*(o]5-.-y'  2  [*(^)-^*(OJ^ 


.  L'ft/,  fr)         ,!/(»,  fc)  „  yP 

t/**  -4-  t/    -^— —  —  (Il  —  VI    > • 

1  ^L(u.fc)      •^L(i;.A:)       ^  \^,^(u^  p)(v  -  p) 

32.  Premier  cas  particulier  :  v  «-■  0,  cR(u)  =  1.  —  Si  Ion 
pose  v  =  0  dans  les  équations  précédentes  et  si  Ton  suppose  que 
la  partie  réelle  de  u  soit  égale  à  Tunité,  on  peut  simpIiGer  les 
équations  précédentes  de  la  même  manière  que  les  équations 
correspondantes  dans  la  seconde  partie  du  Mémoire  (n*^'  76 
et  77).  On  trouvera  évidemment,  en  désignant  par  £  une  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro  quand  y  tend  vers  l'inGni  : 

1*  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

2r2-A--i2/7V2  2-#- 

(3  )     •     •    < 

^  L'(«.  fc.)  «       .., 

L  (w,  /f,)       i—W^ 
2°  Dans  le  cas  d'un  autre  caractère, 

^  /,«  __  it^r  \  "*"  4  /ï«_ 


(3*)      .      . 


ïti  9"  —  k(c,)      ^,  9"  —  k(c;') 

y  «<»  i>«<r  p  —  ^ 

L'(«,  A) 


L  («,  A) 


£. 


33.  Deuxième  cas  particulier  :  u  «=  1 .  —  Faisons  ti  =  1  dans 
les  équations  précédentes.  On  pourra  en  simplifier  récriture,  en 
désignant  par  jC  des  quantités  qui  convergent  vers  des  limites 
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finies  pour  y  infini.  On  trouve  ainsi,  comme  aux  n~  78  el  79 
de  la  deuxième  partie  : 

1*  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 

(4-)  ....  •^h^-'-'^iA-iy-i; 

Lf<f  y         J  n<y      J 

2*  Pour  un  autre  caractère, 

34.  Combinaiion  des  équations  précédentes.  —  Soit  c  une 
cfasse  quelconque,  positive  et  proprement  primitive.  Multiplions 
(4*)  par  k[c~*)  ;  cette  équation  devient 

sauf  dans  le  cas  du  caractère  principal  où  Ton  retombe  sur  (4*). 
Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (5) 
par  réchange  des  caractères  entre  eux.  Gomme  la  somme 

8[^(c,c-')-H/r(c7'c-«)]  — 0, 

sauf  pour  les  nombres  premiers  7,  représentables  par  la  classe  c 
ou  la  classe  c*,  auquel  cas  cette  somme  est  égale 

à  "Ih^    si    c  => c~'  est  une  classe  bilatérale; 
à    A,    si    r  n'est  pas  une  classe  bilatérale, 

on  trouve  Tune  des  deux  équations  suivantes  : 
1*  Si  c  est  une  classe  bilatérale, 

(6-,     .     .     .      ih  \  2  ^-^  -  -  y.  tq]  ^  ly  ■*-  <:■, 
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2°  Dans  le  cas  contraire, 


(6')'  .    .    . 


§  3.  —  Conséquences  asymptotiques  des  formules  du  paragraphe 

précédent. 

35.  Les  équations  (6)  sont  identiques  de  forme  à  celle  sur 
lesquelles  nous  avons  raisonné  au  chapitre  IV  de  la  première 
partie  ou  au  n"*  (80)  de  la  seconde.  Elles  conduisent  donc  respec- 
tivement aux  conclusions  correspondantes  : 

1"*  Si  l'on  désigne  par  h  le  nombre  des  formes  positives  propre- 
ment  primitives  du  déterminant  ( —  A),  tes  expressions 

—  5  '9c,    i't  c  est  une  classe  bilatérale  ; 
y ,% 

-  2  'Çe»    ^^^^  '^  ^^^  contraire, 

y  9f<y 

expressions  où  les  sommes  s'étendent  aux  nombres  premiers  <  y 
et  représentables  par  la  classe  c  ont  pour  limite  Vunilé  quand  y 
tend  vers  l'infini. 

2*  Les  différences  correspondantes 

^l~iy   ou    A  2'-^-/!^. 

ïe<y  H<  «e<y  7f 

tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées  quand  y  tend  vers 
l'infini; 

Z^  Le  nombre  des  nombres  premiers  <Cy  et  représentable  par 
la  classe  c  a  pour  expression  asymptotique 

^     ou     — . 

"Àh    ly  h     ly 

suivant  que  c  est  une  classe  bilatérale  ou  non^  e  désignant  une 
quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  y  infini. 


